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A型量子群の既約最高ウェイト加群の結晶基底と
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Abstract 

•2 

量子群とは，非可換非余可換な Hopf代数である．量子群のある加群のクラスに対して定義される q→O
での基底を結晶基底とよぶ．結晶基底は q→0という特殊化された状況での基底であるが，元の加群の情
報を良く復元できるなどの良い性質を持つ．これは様々な実現を通して理解されており， A型量子群の場
合にはYoung盤による実現が知られている．また結晶基肱の組合せ論的な性質を抽出することで，様々な
集合に結晶某底の構造を入れることができる．一方．近年 Hiveという組合せ論の道具が導入された．こ
れは適当な設定の元である Young盤と一対ーに対応する．その意味で Young盤の一般化である．本稿で
は，これらの事実に韮づいて， A型量子群の場合に Hive上の結晶構造を定義する．

リ一環gの表現論は，その包絡環 U(g)の上で考えることが多い.gの包絡環 U(g)とは， gが埋め込まれた

結合代数であり，生成元と基本関係式によって定義できる．また余可換な Hopf代数の構造を持つ．一般に

対称化可能な Kac-MoodyLie環 gに付随する量子群島(g)とは，包絡環 U(g)の基本関係式をパラメータ

qで変形することで得られる，非可換非余可換な Hopf代数である. q→ 1の古典極限を考えると U(g)に

一致する．これは可解格子模型の文脈で神保道夫と V.G.Drinfeldによって独立に導入された [3],[5]. 

結晶基底とは，柏原正樹により導入された仇(g)の可積分加群というクラスに対して定義される q→O

での基底である [6],[7]. これは可積分加群の q→0という特殊化された状況における甚底だが， 元の加群

の情報が復元できるなどの良い性質を持つ．しかしその定義は抽象的で，具体的に結晶基底を調べる際に

はそれを実現することが重要である．古典リー環に対応する量子群の結晶基底に対しては， Young盤によ

る実現が知られている [8].特に A型量子群の場合には，半標準盤という Young盤の集合として実現され

る．量子群の表現論や結晶基底については，例えば [1],[4], [6], [7]を参照されたい．

一方，近年 A.KnutsonとT.Taoによって Hiveという組合せ論的な図形が導入された [9]. これは三角形

の頂点に実数を配懺した圏形であり，適当な条件を課した K-hiveが半標準盤と一対ーに対応することがわ

かっている．その意味で HiveはYoung盤の一般化である．また Hiveは様々なデータ形式と高い対称性を

持ち， Young盤による議論の見通しを良くするなどの利点がある [2].
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本稿では， HiveとYoung盤の関係を利用して， Hiveによる A型呈子群の結晶基底の実現を与える．具

体的には，右上の境界の辺が分割入で定義された Hiveの集合 JHI(入）上に広(sln)ー結晶の構造を定義する．

これは半標準盤で実現される既約最高ウェイト加群 V(入）の結晶甚底 !3(入）と同型になる．

ー A型のリ一環と量子群

以下甚礎体を Cとし，結合代数は単位的であるとする．

結合代数Aは[x,y] = xy -yx (x, y E A)でリー積[・,・]:Ax A→ Aを入れるとリ一環になる.c上n次

元ベクトル空間 Vに対し， End(V)はこの方法でリー環になる．これを gl(n,C)とかく．本稿で扱うのは

A型の場合だから，特に次の例が重要である.An-1型リ一環sl(n,C)は

,s[(n,C) ={XE g[(n,C) I Tr(X) = O} (1) 

で定義される．ここで Trはn次正方行列 A=(%)に対し， Tr(A)= au +・ ・ ・+ annで定義される行列

のトレースである.E;Jを行列単位とする.I={l,2,---,n-1}とする．このとき，

e; = Ei,i+l, f; = E;+1,,, h; = E;; -Ei+l,i+l (i EI) 

はsl(n,<C)をリ一環として生成する．また
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が成り立っ．

sin((('.)の部分リ一環

fJ= 〶 <Ch,
iEI 

を.sl(n,C)のカルタン部分環とよぶ h= diag(>..j 11 :"::: j :"::: n) E~ に対し，線形写像 E;: ~ → C(jEJ)を

E;(h) =入，で定める．基本ウェイト位 (kEI)を ふ=E1 +・・・十Ekとする．また随伴表現ad:.s((n,C)→
End(.sl(n,{C))をad(x)(y)= [x,y] で定義する．このとき， .sl(n,C) は ad(~) による同時固有空間分解を

持つ．

出 (C)= (史9a)EB~EB (町）
= (翌CEj;)①（尋C(Eii-E;+1,;+1))① （會CE;j)

ここで見={Ei―Ej I i < j}, 巫＝—虹である. <l> = <l>+U<l>_をルート系とよび，① の元をルートとよ

ぶ特 に a,=ら一 Ei+lE <l> (i E I)を単純ルートとよぶ．

リ一環の表現論を考えるとき，そのリ一環が埋め込まれた余可換な Hopf代数である包絡環を考える

ことがよくある．リー環 gの包絡環は，次の普遍性で特徴付けられる．リー環 gと結合代数 Aに対し，

p([X, Y]) = p(X)p(Y)-p(Y)p(X)を満たす C線形写像p:g→Aの組(A,p)の中で，次の意味でuniversal
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なものを gの包絡環という．すなわち，上の条件を満たす任意の組 (B,い）に対し，代数射 h:A→ Bで

あって， c/J= hopを満たすものが一意的に存在するとき (A,p)をgの包絡環といい， (U(g),L)とかく．

U(g) -ヨ乃
叶 -.B

g 
／ 

心

q E Cxを1のベキ根でないとする..sl(n,C)に付随する A型藪子群切(.sl(n,C))とは，次の生成元と

基本関係式で定義される C(q)上の結合代数である．

定義 1

和 f;,K戸(iEI)を生成元とし，

kふ— kふ =0, K; 応 =K;-1凡=1, 

K;eiK,-1 = qa,(hle., KふK;-1= q―a,(h) f;, 

e↓ -f凸＝妬
K;-K;-1 
q -q-1 , 

e;ei―(q+q―1)e;e凸+eJ叶=o for Ii -j = 1, 

f,2!J―(q +q―1)/dif; +fill= 0 for Ii -JI= 1, 

e; 巧ー e凸 =fdj -fjfi = o for Ii -JI > 1 

を基本関係式として定義される C(q)上の結合代数を An-1型量子群 Uq(.sln)という．

広(.sl(n,C))は非可換かつ非余可換なHopf代数の構造を持つ．これは古典極限q→1を考えると， U(.sl(n,C))

と一致する．

1.1 A型量子群の結晶基底

量子群島(.s[(n,C))の加群の中に可積分加群というクラスがある．このクラスの加群は， q→0で良い

振る舞いをする結晶基底という基底を持つ [7]. これは q→0という特殊化された状況での基底だが，元の

加群の情報をよく復元できる．詳しいことは例えば [7]を参照せよ．ここでは結晶基底の組合せ論的性質を

抽出した結晶という概念を考える．

定義 2

集合 Bに対し，次を満たす写像wt:B→P, らぷ： B→Bし{O},E;, ¢, : B→ Zu{-oo}(iEI)が存在す

る時， Bを凶(.s[叫ー結晶とよぶ

(1) </>;(b) = E;(b) + wt(b) 

(2) wt(e,b) = wt(b) + a, ife;b EB 

(3) wt(f;b) = wt(b) -a; if j,b EB 

(4) E;(e;b) = E;(b) -1,</>;(e;b) = <p;(b) + 1 

(5)ら(f,b)=ら(b)+ l,¢;(i;b) =¢,(b) -1 

(6) j,b = b'← b = e,b'(Vb, b'EB, i EI) 
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(7) cp,(b) = -oo⇒ 知=0

結晶の同型は次で定義する．

定義 3

B1,B2を店(s[叶結晶とする. B1から氏への射 '11:B1→凡とは，写像 '11:B1 U{O}→的 U{O}で

(1) wt('1t(b)) = wt(b), ら('1t(b))= s;(b)パb;(屯(b))=釘(b)ifb E B1,'1t(b) E B2 

(2) ];w(b) = w(f;b), e;W(b) ='1t(e;b) if'1t(b),'1t(e;b), w(i;b) E B2 for b E B1 

(3)'11(0) = 0 

を満たすものをいう．射 '11:氏→凡に対し，写像 '11:B山 {O}→ B心 {O}が単射のとき埋め込み，全単

射のとき同型射とよぶ．同型射 '11:B1→氏が存在する時， B1と氏は Uq(S[n)ー結晶として同型であると

いい， B1竺恥とかく．

次に結晶のテンソル積を定義する．

定義 4

尉 氏を島(s[n)結晶とする. B1と氏のテンソル積 B1RB2を

B1R 的={b1 Q9 b2 I b1 E庄，b2E氏｝

で定義する．ここで wt,告，];,合，卯は次で定める．

wt(b1 0的） =wt(bサ+wt(b2) 

c;(b1 0 b2) = max(c:;(b1), c;(b2) -wt(b1)(h;)) 

¢(b1 0 b2) = max(¢(b2), の(b1)+ wt(b2)(h;)) 
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A型の場合には，次の Young図形による実現が知られている.nENに対し，入＝（ふ，．．．，入n)(入， E

.Z;,o,i = 1, ... n)がふ＋ ＋入n = nを満たすとき，入を nの compos1t10nとよぶ composition入

が入12.. ・2入n2 0を満たすとき， nの partitionとよぶ.nの partition入＝（ふ，．．．，入n)に対応す

るYoung図形 Tを考える.Tの n個の箱に 1から nまでの自然数を左から右に進むにつれて広義に増

加し，上から下に進むにつれて狭義に増加するように書き入れたとき， Tをshape入の半標準盤という．

Pio= {入＝入印＋・・・十入冦nl入,E .Z::,。ふ 2.. ・乏入れ 2O}とする.shape入の半標準盤 Tに対し，

入因＋・・・＋入ふ EPioを対応させるとこれは全単射になる.B(入）を shape入の半標準盤全体の集合とす

る．このとき，島(sl(n,<C))の最高ウェイト入の既約最高ウェイト加群の結晶基底は， B(入）によって実現

されることが知られている [8].
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2 Hive 

ここでは， Hiveについて必要な範囲で解説する．より詳しいことは， [2]を参照せよ．

一辺の長さが nの正三角形に一辺が 1の正三角形を敷き詰めたグラフを n-hivegraphという.n-hive 

graphの (n+ l)(n + 2)/2個の頂点に実数をラベリングしたものを n-hivegraphの ve廿exrep詑 sentation

とよぶ下の例は 3-hivegraphのvertexrepresentationである．

ao3 
／ ＼  

ao2 a13 

/ " / " a。1 a12 a23 

/ " / " / " aoo a11 a22 a33 (2) 

n-hive graphに現れる (3)の図形を elementaryrhombusという．それぞれ left-leaning,upright, right-

leaning rhombusとよぶ

a — b 
"-I "-

C― d 

c
 

＼

／

 

a

d

 

／

＼

 

b
 

b― a 

/¥/  
d-C  

left-leaning upright right-leaning 
(3) 

上の状況で，不等式

b+c~a+d 

をrhombusinequalityとよぶ

n-hive graphの各辺に実数をラベリングしたものを n-hivegraphの edgerepresentationという．

八
さ企
0 も

パ113六
”も "'v'

&"'も &"'So

パ,12沃 123六
&S'~&:;, 翌 &cv 怠
L 111~122~133 • 

(4) 

edge representationに現れる以下の図形

a△ ¢ 
をelementarytriangleとよび， a+f3=,をtriangleconditionという．上のラベリングで， vertex 

representationのn-hive graphに対し，

的=aij -ai,j-1, 的 =aij -ai-1,j, 冗=a;j -ai-1,j-1 (5) 
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とすれば， edgerepresentationが得られる．このとき rhombusinequalityは， (6)のラベリングで a2'.

,, /3 2 /jと同値である．

a 

~ 口二 (6) 

n-hive graphの各 elementaryrhombusに対して， L;j,U;j, R;j (1~i < j~n) を次のように定める．

布j
布J

f3i,j-~ 又i+l,J ：ロ °'i-1,j一二三万'1

布+l,J

L;j = /3i,j-1 -/3i+i,j = rij -ri+l,1, 

Uii =°'ii -°'i-1,i = /3ii―/3i,j-1, 

Rij =°'i-1,j-1 -°'ii= ri,j-1 -rij・ 

/i,j-1 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Li1, Uij, Rりをそれぞれleft-leaning,upright, right-leaning rhombusに対応した gradientとよぶ rhumbus

inequalityはそれぞれ

L;i 2:: 0, Uii 2:: 0, Rii 2:: 0 

に対応する．

n-hive graphのedgelabellingにgradientのタイプを 1つ指定したものを n-hivegraphのgradientrep-

resentationとよぶ.n=4の場合を以下に示す．

(11) 

,1 ,2 13 /4 "fl "(2 "(3 "(4 ,1 ,2 13 /4 

構成から

咋＝（。k+塁） + (f3k -jい）
がわかる．以ド Ukk:=森ーとJ=k+lUkjまた i>jのとき U,J=0とする．

vertex labellingのn-hivegraphの各頂点の値を整数に制限したものを vertexla bellingのn-integerhive 

graphとよぶ

ここで gradientrepresentationの n-integerhive graph H の境界の辺を考えよう.Hのleft-leaning,

uprightに対応する rhombusはrhombusinequalityを満たすとする．このとき， gradientの定義と rhombus

inequalityから

加 2':/3;+1,J (12) 
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が成り立つ．すなわち右上の境界の辺は nのpartitionになる．

定義 5

size nの vertexlabellingのK-hiveとは，次を満たす veretexlabellingの n-integerhive graphのことを

いう．

(1)左上の境界の頂点のラベリングは 0である

(2) left-leaning, upright rhombusはrhombusinequalityを満たす

(5)の方法で， edgerepresentationのK-hiveを考えることができる．このとき，境界の辺の labellingに注

目しよう. (12)より左上の境界の辺のラベルは l(入） <nのpartitionので特徴付けられる．水平な境界のラ

ベルは， l(μ)< nのcompositionの各パートになる．

本稿ではgradientrepresentationのuprightに対応した形式をよく用いる．この形式を用いたとき， K-hive

H は境界の辺と gradientUijで特徴づけることができることに注意する．この注意のもとで H を4つ組

（入，μ,O,(如））と同一視する．

このとき，

砂）（入，μ,O)={H=(入，μ,O,(U叫）｝，

H(入）=U研）（入，μ,O)

と定義する．ここでlllI(入）のμ はnENのcomposition全体を動く．

K-hiveは半標準盤と一対ーに対応する.nENのpartitionに対応する半標準盤Tに対し，佑 (1<:'. i <:'. n) 

をTの中に現れる iの数とする.μ= (μ1,---'匹）を Tのweightとよぶ．

命題 6([11]) 

入を nENのpartitionとし， SSta籾（入，μ)を shape入， weightμの半標準盤全体の集合とする.f(n): SSta籾（入，μ)→

1{_(n) (入，μ,O)をTESStabn(入，μ)に対し f(n)(T)= (入，μ,O,(Uり）とすると， j(n)は全単射になる．ここで

島 =Tのi行目の jの個数である．

3 IHI(入）上の結晶構造

3.1 日(A砂

まず入＝位＝釘十・・-+t:kのときを考える.Ak E p五は分割 (1りに対応する.HEH伍）（入，μ,O)c llll(A砂

とする．

i E Jに対し， hi= max(μ,+1 -μ,, 0), ki = max(μi -μi+1, 0)とする．このとき， ei,Ji: llll(ふ） U 

{O}→ llll(A砂U{O}を次のように定める. ki = lの時，ら（入，μ,O,(U:叫）＝（入',μ',O,(U向））を入＇＝入また

μ'= (μ1, ... ,μi + l,μi+l -1, ... ,μ 砂

e
 

s
 

ー

e
 

l

1

 

十

一
ukluklukl 

,

V

、

――
 /

k
l
 u

 

for l = i s.t. ukl 2: 0 

for l = i + 1 s.t. ukl ;:, 0 

で定める. k1ヂ1のとき， eiH=Oとする．
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で定義する. h, =/ 1のとき， ];H=Oとする．

また和釘(iE J),wtを E;(H)= k;, む(H)= hi, wt(H) =μ 戸1+・ ・ ・+μnE:n とする．この時，

e;, ];, E; ぷ (iE J),wtは定義 2を満たす．すなわち次が成り立っ．

命題 7

H(Ak)は店(.sln)ー結晶である．

3.2 日（入）

次に入 EP五の場合を考えよう. lll[(入），lll[(μ)(入，μEP五）に対して， lll[(入） IZi lll[(μ)を

lll[(入） Rlll[(μ)= {(H1,H2) I H1 E lll[(入），H2E lll[(μ)} 

で定める. (H1, 凡） E lll[(入） IZi lll[(μ)をH1RH2とかく．

H=(入， μ,O,(U,j))E社(n)(入，μ)C lll[(入）とし， iE{l,2,... ,n}をfixする．また Ji= min{j Ui1 > O} 

とする．このとき，
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とする．また μ1= (μL ... , 瓜）， μ2= (μt ... , μ;)を

n 

碕＝区u;; o~i •, k = 1,2 
s=l 

で定める．このとき， H;= (入i,μi,O,(Uい） E 1-i(.>-i, μi, 0). またこの分解は一意的であることがわかる．す

なわち次が成り立つ．

命題 8

入EPioに対し， ii>:H(入）→ H(A叫 @H(N)が埋め込みとなるような A加 A'EP五が存在する．

命題 8を繰り返し用いることで次を得る．

命題 9

入EPioに対し， ii>:H(入）→ H(Am,)@H(Am,)0---@H(Am,)が埋め込みとなるような Am,,・・・,Am,E P五

が存在する．

命題 9より刊（入）を凶(s[n)ー結晶 H(Ak)のテンソル積のなかに埋め込むことができる．よって定義 4よ

り且（入）は島(s[叶結晶になる．
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定理 1

H(入）は店(sln)ー結晶である．

またこのとき，既約最高ウェイト加群 V(入）の結晶甚底 B(入）に対して次が成り立つ．

定理 2

B(入）竺 lHI(入）

4 おわりに

本稿では，右上の辺が入の K-hive全体lHI(入）を右上の辺が (1,... , 1)のK-hive全体lHI(A砂のテンソル積

の埋め込み lHI(入） Y lHI(A1)R ・ ・ ・ RlHI(Ak)の引き戻しによって lHI(入）への結晶構造を与えた．ここで lHI(Ak)

の結晶構造はすでに与えられていることに注意する．この埋め込みは半標準盤の結晶基底の実現に関連し

て現れる Far-Easternreadingという埋め込みの類似になっている.Far-Eastern readingについては [8]を

参照せよ．

一般に量子群は対称化可能 Kac-Moodyリ一環に対して定義される．特にアフィン型リ一環 Aい占に付随

する量子群は，可解格子模型の理論など様々な場面で現れる重要な対象である．今後の課題としては，他の

古典型リー環や A~り1に付随する量子群の結晶基底の Hiveによる実現が挙げられる．また Hiveによる実

現を通して， Littelm皿 nのパス模型 [10]などの結晶基底の実現に用いられている他の道具との関係を明ら

かにすることも今後の課題である．
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