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パラメータの入った D加群についてのアルゴリズム

Algorithms of D-modules with parameters 
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TOKAI UNIVERSITY 

Abstract 

By using comprehensive Grabner systems, we partly implement an algorithm to compute the 
restriction module of a D-module with parameters. We give an example of restriction modules of 
Appell F2. 

1 導入

パラメータの入った D加群（例えば Appellの 2変数超幾何微分方程式系に対応する D加群など）に対

して，制限加群を計算するアルゴリズムを微分作用素環の ComprehensiveGrabner System(CGS)を用い

て，一部 (genericb関数の計算まで）ではあるが実装を行ったそれを用いて Appellの 2変数超幾何微分

方程式系の原点での正則解のなす解空間の次元を，一部ではあるが計算した．微分作用素環の CGSについ

ては， [1],[2]のアルゴリズムを用いる．微分作用素環の CGSの例を 1つ挙げる．

例 1(Appell的の CGS)

Appellの 2変数超幾何関数庇(a,/3, /3'ぶ ,';x,y)の満たす微分方程式系

P1 = Ox(0x +, -1) -(0x + 0y + a)(0x + /3), P2 = Oy(0y + ,'-1) -(0x + 0y + a)(0y + /3') 

に対応する左 D イデアル I=D・{P1, P2}について，辞書式順序 (x> y > Ox > Oy)について CGSを計

算する．ここで 0x= XOx, 0y = y偽， D は 2変数多項式係数微分作用素環を表す.CGSはパラメータの

条件に対応する strataとパラメータがその条件の時のグレブナー基底の組からなる．この場合は， CGSの

strataは 4つ出てきて，

1. V(O) ¥ V(/3'(,'-/3'-1)) (i.e. /3'ヂ0かつ,'-/3'-1ヂ0),

2. V(/3') ¥ V(,'-1) (i.e. /3'= 0かつ ,'-1ヂ0),

3. V(/3',,'-1) (i.e. /3'= 0かつ ,'-1= 0), 

4. V(,'-(3'-1) ¥ V(/3') (i.e. 1'-(3'-1 = 0かつ /3'=J0) 

となり，それに対応する 4つのグレブナー基底が出てきて，各グレブナー基底の先頭項は，

1. y3fJ鴻， /3'(,'-/3'-1)xox, xy喝，
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2. y3fj鴻，（ダー l)xa凸， xy喝， x喝，

3. y2fj鴻， xyf}凸， xy喝，呼洸，

4. y2fj鵡， XYOx偽， xy喝，呼洸．

2 パラメータの入った D加群の制限アルゴリズム

Dイデアル Iの D加群 M=D/Iに対する制限加群のアルゴリズムを復習する．

アルゴリズム 1(制限加群の計算アルゴリズム， [5](Algorithm.5.2.8)) 

• 入力：ホロノミック Dイデアル Iの生成系重みベクトル WE(Z四戸で Wt,·•·,Wm > 0, Wm+l = 

・・・= Wn = 0を満たすもの．

• 出力：制限加群 D/(I+ x1D +・・・十 XmD)の表示 (D'rfM.

（ここで， D'=IC〈Xm+l心m+2,・ ・ ・,Xn, 8m+l, 8m+2, ・ ・ ・, 8n〉)

l. Iの単項式順序く(-w,w)についてのグレブナー基底 G= {g1, ... ,gp}の計算

2. Iの w についての genericb閲数 b(s)の計算 (i.e. in(-w,w)(J) n IC[s]の生成元の計算ここで

S = W101 +・・・+w叫加）

3. Soをb(s)の最大整数根とする.So< 0または整数根がない時，制限加群は 0で終了．

4. (D'fを瓜＝｛〇；1・・.f}盆Ii憚 1+・ ・ ・+ imWm <::: so}の各元を基底とする自由左 D'ー加群とする．

（ここで rは瓜の要素の個数である）

5. m; = ord(-w,w)(g;) (i = 1, 2, ・ ・ ・,p)とし， Bso-m,を考える．

6. 各i= 1, ... ,Pと各 3/3E Bso-m, に対して， af3g;を標準形区u,vCuv研かに直して Xt=・ ・・=Xm = 0 

を代入したもの考える．これは D'・B80竺 (D'fの元とみなせる．

7. M を 6.の元たちで生成される (D')"の D'部分加群とする．

8. 制限加群 (D't/Mを返す．

ここで，パラメータ入りの Dイデアルについて制限加群を計算するとすれば， Step1, 2のグレブナー基

底計算の部分を CGSの計算に直せばよい．間題となるのは， b関数の根にパラメータが含まれる場合で，そ

の根が非負整数根になるかどうかで場合分けをする必要があり，現時点では完全なアルゴリズムにはできて

しヽなし'・

例 2(Appell凡の w=(l,1}についての制限加群の計算）

Appell恥(a,/3, (3'ぶ怜x,y)の満たす微分方程式系に対応する左 Dイデアル I(例 1)について， w= (1, 1) 

のgenericb関数の計算を行えば，パラメータが 3つの条件の場合に分かれ，各 genericb関数が

となる．

V(O) ¥ V((, ーダ）(,+,'-2))の時，

V(,-,')の時，

V(, + ,'-2) ¥ V(,-1,1'-1)の時，

s(s + ,'-l)(s + 1 -l)(s + 1 + ,'-2), 

s(s + 1 -l)(s + 21 -2), 

s(s-,+l)(s+,-1) 

'Y = -y'の時を考える.generic b関数は s(s+'Y -l)(s + 2-y -2)で，根は s= 0, l -'Y, 2 -2-yとなる．

非負最大整数根 soは，ァ弘 Zsoの時， so=0, それ以外の時は so=2 -2-yとなる．
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1. , rt Z:.:;oの時，制限加群 D/(I+xD+yD)は Cベクトル空間として Cと同型．これより，原点での

正則解のなすベクトル空間の次元が 1であることがわかる．

2. 1 E Z:.:;oの時，制限加群 D/(I+xD+yD)は Cベクトル空間として， C'/Mと同型になる．ここで

r = #{afai Ii+ j~2- 21} = (4-;2'1) = (3-2,)(2-,)であり， M は先のアルゴリズム Step.7で

計算されるものである．

しかし一般の場合に計算させるのは困難なので， ,=,'=0の時についてだけ制限加群を計算してみ

る．これにはアルゴリズム 1をそのまま使えばよい．制限加群と同型な Cベクトル空間 ('.6/Mが得

られる．ここで M=Imがで， Aは
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である．このベクトル空間 IC6/Mの次元について計算すると

V(O) ¥ V(a(a + 1)(3(3')の時，

V((3, (3')の時，

V(a + 1, (31) ¥ V(a(3りの時，

V(a, (3) ¥ V((3'3)の時，

V(a) ¥ V((32 (3'2)の時，
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V(/3') ¥ V(a(a + 1)/3)の時，

V(a, げ） ¥ V(/3)の時，

V(/3) ¥ V(a(a + 1)炉）の時，

V(a + l, /3) ¥ V(a炉）の時，

V(a + 1) ¥ V(a/3戸）の時，
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となることがわかり，これらは Appell凡の超幾何微分方程式系の ,=,'=Oの場合の，原点の正則

解のなすベクトル空間の次元と対応している．
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