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本稿では，射影平面戸内の代数曲線の媒介変数表示から対応する Reesalgebraの定義方程式系を求め

る方法について考察する.Rees algebraの定義方程式系を求める方法として，まずμ-b邸 isを求め，その後

にSylvesterformを用いたりあるいは D-moduleのアルゴリズムを利用したりする等，様々な計算法が研

究されている．これら既存の計算法の多くは，理論的には localcohomologyを用いているが，計算そのも

のには localcohomologyを利用していないように思える．一般に， μ-basisを求めた後， parametriclocal 

cohomology systemを求めるアルゴリズムを利用することで，代数曲線の定義方程式を求めることが出来

る．本稿ではこの点に着目し， parametriclocal cohomologyを求める計算を積極的に活用することで， Rees

algebraの定義方程式系も求めることが可能となることを紹介する．

第 2節と第 3節で，基本的な事柄を紹介する．概念の正確な定義や基本的性質などに関しては，論文

[4, 8, 16, 18, 39]を参照されたい．第 4節で，具体例を用いて， μ-b邸 isが定めるパラメータ付きの local

cohomologyを求めることで，代数曲線の定義方程式を求められることを紹介する．さらに， movingcurves 

即ち， Rees環の定義方程式系との関係について考察する第 5節で， parrunetriclocal cohomology systems 

を計算するアルゴリズムの利用法について紹介する．

2 moving lines andμ-basis 

射影平面 ]1'2内の代数曲線 Cが，射影直線 ]1'1から射影平面 ]1'2への写像

[s, t] ---+ [x, y, z] = [a(s, t), b(s, t), c(s, t)] 
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の像として与えられたとする．ここで a,b,cは， s,tについて同次 d次の多項式とする．

媒介変数 s,tを変数として持つ多項式の組

A(s, t), B(s, t), C(s, t)とA'(s,t), B'(s, t), C'(s, t) 

を係数にもつx,y,zのふたつの一次式であり，代数曲線上

A(s, t)x + B(s, t)y + C(s, t)z = 0, 

A'(s, t)x + B'(s, t)y + C'(s, t)z = 0 

を満たすものが与えられたとする．両者はともに， s,tをパラメータにもつ jp>2内の直線族と見倣せる．いま

p = Ax+By+ Cz, q = A'x + B'y +c'z 

とお<. 2直線 p= O,q = 0は異なると仮定すれば，これらは jp>2 において 1点を共有する． このこと

は即ち，代数曲線 C を二つの直線族の交点の軌跡として特徴付ける式と理解できる.T. Sederbergらは

Computer-Aided Geometric Designの分野において，このような直線族，即ち movinglinesを用いて代数曲

線の定義多項式を構成していく手法を考案した ([38,39]). また， D.Coxらは，代数曲線の定義方程式を得

るには， movinglinesを用いた算法の方が Grabner基底計算による消去を行うより計算効率が良いことを

示した ([16]).

例をふたっ，紹介する．

例 IX = s汽y= st,z = t2とする.2直線p= 0,q = 0を次で与える．

p = tx -sy, q = ty -sz 

p,qの独立変数x,y,zに媒介変数表示を代入すると，両者ともに零となる．即ち， movinglinesである．行列

を用いた表示は

(:)=(ー~:)(;)
である．この 2x2行列の行列式 Dを考える.D=xzー炉は，媒介変数表示で与えられた代数曲線の定義

方程式である．ここで， Dは

D(:)=(~ ロ：）(:) 
を満たすことに注意する．このことは特に， Dがイデアル商 (p,q〉:〈s,t〉に属すことを意味する．

例 2X = 6sデ— 4t4,y = 4s3t -4st汽z= s4とする.Moving lines p = 0, q = 0は

1 
p = stx + (-s2 -柱）y-2stz, q=s2x-sty-2t2z 

2 

で与えられる．

行列表示

の行列式を r1とおく．

(:) = (紅十J~t~2tz ::z) (柱:)

r1 = sxy-t炉ー 2txz-syz + 4tz2 
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である．同様に，行列表示

(:)=(~: 二:~~t2:z) (st2) 

の行列式をー1倍したものを r2とおく．

1 
乃=sx2 -txy + -sy2 -2sxz + tyz 

2 

である．先程，行列式を―1倍したのは，丑の係数を―sでな<sにしたかっただけで，本質的な意味はない．

多項式r1,r2は， s,tに関し同次一次， x,y,zに関し同次2次式である.2次の多項式r1,r2の変数 x,y,zに

媒介変数表示を代入すれば零となる．

さてここで，多項式 r1,r2をs,tについて整理すれば，

となるので，行列表示

r1 = (xy -yz)s + (-2xz —炉 +4召）t, 

1 2 
乃=(x2 -2xz + -y)s + (-xy + yz)t 

2 

(~:) = (丑 x:x~:炉 -2x~x~~:4z2) (:) 

をえる．この行列の行列式を Dとおく．

D=2砂z-8叶召＋ェy2z+ 8xz3 + -y4 -3y2z2 
2 

である．この Dは代数曲線の定義方程式に他ならない．

例 1,例 2で用いられた movinglinesの持つ性質を一般化したのが， μ-b邸 isの概念である.D. Coxらは

μ-b邸 isの存在を示し，代数曲線に対する implicitizationの問題と Hilbert-Burchの定理との関係を論じた

([8]). 

3 moving curves and Rees algebra 

以下，有理数体Qを係数にもち， s,tを変数とする多項式環を R= (Q)[s, t]で表す．環 Rにおいて a,b,cが
生成するイデアルを Iとおく．イデアルIのRees環を Rees(!)で表す．

Rees(!)= R① [4)[2 〶 J3 EEl .... 

環Rを係数にもつ多項式環R[x,y,z]から Rees環Rees(!)への写像

h : R[x, y, z] --+ Rees(!) 

を， h(x)= a, h(y) = b, h(z) = cで定め，この写像hの核を Kで表す．このとき

Rees(!)= R[x,y,z]/K 

が成り立つ．このKの生成元を Rees環の定義方程式系と呼ぶ．
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さて，

g=L心，k(s,t)xiyゲ'ER[x,y,z] 

とする．このとき， gがKに属すことは，明らかに

と凸，k(s,t)a(s, t/b(s, t)Jc(s, y)k = 0 

を意味する．

いま， gはK に属し， x,y,zに関し同次 m次であるとする．このとき， g=Oは代数曲線 Cのm次の

moving curveであるという.Moving curvesを考察することは， Rees環の定義方程式系を考えることに他

ならない．従って， μ-b邸 isを用いて代数曲線の implicitizationを行うことは， Rees環の定義方程式系を求め

ることと解釈できる．この observationが， D.Coxらによる論文の基本をなしている ([18,19]). 

例 2では， movingcurvesを具体的に求めているが，この計算の裏にどの様な数学的構造が潜んでいるの

かについて考える．そのために， s,tを主変数， x,y,zをパラメータと見倣し，環 IQ)[x,y, z] [s, t]を考える．次

の結果は， Buseによる ([4]).

定理 p,qはμ-b邸 isとする．このとき次がなりたっ．

(i) K=〈p,q〉:〈s,t〉~

(ii) K/〈p,q〉=H;;,(IQ)[x, y, z][s, t]/〈p,q〉)

ただし， m は極大イデアル〈s,t〉である．

探していた答えは，イデアル商と localcohomologyの概念にあるということになる．

4 local cohomology 

この節では，例 2の場合に，パラメータ付きの localcohomologyを用いて実際に movingcurvesを求め

てみることにする．

X = 6sデ— 4社， y = 4s3t-4st尺z= s4である．まず， μ-basisp,qの主変数は s,tであるとみなしてp,q
を整理する．

を得る．

1 
p= -ys2+(x-2z)st+(-y)t汽q=x茫＋（一y)st+ (-2z)t2 
2 

原点に台を持つ localcohomology 

Hむ，q〉=Hむ，q〉(IQ[x,y, z][s, t]) = {いIP心=q心=O} 

の要素を [40]にある手順に従って，順次もとめていく．

まず， p,qはs,tについて同次 2次式なので

[ :t ]'[)t ]'[ 8~2 ] 

がHむ，q〉に属すことがわかる．次に，未定係数 C3,1,C2,2, C1,3を用いて

T/4 = c3,1 [ s;t ] + c2,2 [ 8叩~t2 ] + ci,3 [ 8~3 ] 
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とおく．このとき

1 1 
加 =(2郎3,1+ (x -2z)c2,2 + (-y)c1,3) [ st ] 

および

1 
叩=(xc3,1 + (-y)c2,2 + (-2z)c1,3) [ st ] 

となるので， T/4E H(p,q〉なる条件は行列を用いて

x
 

y
 

ー＿

2

(

|

¥

 

x-2z 

-y ::,) (::)~(:) 
と表せる．非自明な解C3,1,C2,2, C1,3は，小行列式を使って

(x=:z :;z , —:z~: , ~: X =:z) 

= (-2xz —炉 +4z汽―xy+yz, —企+ 2xz-~ 炉）

で与えられるこれにより同次—4 次の local cohomology class 

1)4 = (-2xz 炉+4砂） [ sし]+ (-xy+ い［炉~t2 ] + (砂+2xz-~ 炉） [ sし］
を得る

次に同次ー5次のlocalcohomology classを考える．先程と同様に

砺=C4,1 [)t ] + C3,2 [)t2 ] + C2,3 [茫~t3 ] + Ci,4 [ S~4 ] 

とおく．

砺 EHむ，q〉とすると，同次ー4次の localcohomology class s775, tiぉはともにmの定数倍でなければなら

ない．従って，非自明な解が存在する両立条件として

C3,1 C1,3 = C2,2 

を得るが，これは，代数曲線の定義多項式

D = 2x3z -8xデ+xy2z + 8xz3十一炉ー3炉z2
2 

そのものである．

この例の場合，同次ー5次までのlocalcohomology classを求めることで，与えられた代数曲線の定義方程

式を得たことになる．

ここからが，本稿の本題である.Buseらの結果に注目すれば，localcohomology classの計算により moving

curve idealを求めることができるはずであると考えるのは自然である．代数曲線の定義式を得るには，―5

次のlocalcohomology classまで計算しているが，ー5次の localcohomology classを求める前に，ー4次の

local cohomology class 1)4を求めているので，この mに注目する．

Moving curvesの定義多項式 r□2は

r1 = (xy -yz)s + (-2xz —炉+4z2)t, 
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であった他方， mは次である．

1 
乃=(x2 -2xz + -y)s + (-xy + yz)t 

2 

'f/4 = (-2xz —炉+4z2) [ s;t ] + (-xy + yz) [ }t2 ] + (一丑 +2xz-~炉） [ 8~3 ] 

Moving curveとlocalcohomologyの関係を見るために，いま試しに，与えられたnの式を用いて r可4
を計算する．

囁={(xy -yz)(-2xz ー炉 +4丑）＋（ー2xz —炉 +4丑）（―xy+yz)}[)t]

1 
+{(xy -yz)(-xy + yz) + (-2xz -y2 + 4z2)(一x2+ 2xzーロ[sし］

を得る．先程求めた D=Oを使うと Tl'f/4= 0となることを確かめられる．

我々が解くべき問題は， μ-basisp,qが与えられたときにmovingcurves, 即ち八，r2を求める事であった．

そこで， rE〈p,q〉:〈s,t〉°° が， rs,rt2 Eゆ，q〉を満たすとする．この条件を localcohomologyで書き直し，

mを用いながら線型方程式を解くと，非自明な解としてmovingcurve r1を得る．同様に rs汽rtE〈p,q〉を

満たす非自明な rをもとめることで movingcurve r2を得ることができる．

パラメータ付きの localcohomologyを使うことで， Rees環の定義方程式系を求めることができることを

確認した．

5 parametric local cohomology systemsの利用

論文 [35]において， parametriclocal cohomology systemの概念を導入しその計算アルゴリズムを与え

たこのアルゴリズムは，もともとパラメータを含むイデアルであり，パラメータが genericな場合はその

零点集合が原点を孤立点として持つものが与えられたとき，イデアルの構造のパラメータ依存性を調べるこ

とを目的とし，イデアルに対応する localcohomology classを計算するものである．パラメータ付きの local

cohomology classを計算することで， localcohomology class達のなすベクトル空間の構造のパラメータ依存

の仕方を求め，これらの構造の違いによりパラメータ空間の分割を与え，そのstratum毎にlocalcohomology 

classからなるベクトル空間の基底を出力するアルゴリズムである．つまり，このアルゴリズムは，入力とし

て，パラメータを含む零次元イデアルを想定してつくられていたものである特別なパラメータに対してイ

デアルの原点を通る零点集合が 0次元でなくなるような場合にこのアルゴリズムをそのまま動かすと計算

が止まらなくなってしまう．この間題を避けるために通常は [36]にあるアルゴリズムを使って，局所次元の

判定を行う必要がある．

本稿で扱っている間題では，パラメータが代数曲線を定める stratumと，その stratumにおける local

cohomology classを求めることが重要になるが，この場合は， localcohomologyの主変数である s,tのなす

空間でのイデアルの零点集合は，原点を孤立した点として持たない．

上に述べたように parametriclocal cohomology systemでの計算法では，原点を孤立した零点ではなく

次元の高い零点集合内の点として含んでいる場合，対応するパラメータ付きの localcohomology classをい

くらでも求めることができる．このことを踏まえて，本稿で扱っている問題について再び考えると，代数曲

線の定義方程式やRees環の定義方程式系を求めるのに必要な localcohomology classは有限個で十分であ

ることがわかる．つまり，計算に必要となる次数までの同次localcohomology classを求めた段階でこのア

ルゴリズムを停止させればその後に必要なデータはすべて得られるということになる．
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Parametric local cohomology systemsを求めるアルゴリズムそのものは，基本的にパラメータ空間の分

割を与え，そのすべての strataに対し，対応する localcohomology class達のなすベクトル空間の基底を与

えるものである．本稿で扱っている問題では，イデアルの零点集合が原点を孤立点として持つ場合を考える

必要は無いので，このような strata上では localcohomology classの計算を停止するように，プログラムを

修正することで計算の効率化が図れる．また， strataの条件式に，媒介変数を代入した結果が零とならない

ような strataも，対応する localcohomology class達の計算を停止させるようにプログラムを書き換えるこ

とで，計算の効率化を図れる．計算で求める localcohomology classはすべて， homogeneousであることが

予め分かっているので，この点を考慮してプログラムを書き換えることで計算効率を上げることができる．

第4節に示した計算では，代数曲線の定義方程式を求めた後， localcohomologyを使ってmovingcurveを

求めている．しかし第3節にある計算のように，本来は， movingcurve達の計算を先に行い，その後，それら

を利用しながら代数曲線の定義方程式を導くのが自然である．このように考えると，計算の仕方を正しく理

解できれば parametriclocal cohomology systemの計算アルゴリズムを特殊化することでRees環の定義方

程式系をより効率よく求める計算法を作ることが出来るのではないかと期待している．

Rees環の定義方程式系に関しては，様々な研究が盛んになされている．本稿で紹介した parametriclocal 

cohomology systemsの利用がこの周辺の問題に役に立つことを願っている．
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