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properties of semi-quasihomogeneous singularities 

徳島大学大学院社会産業理工学研究部 鍋島克輔 •1
NABESHIMA, KATSUSUKE 

GRADUATE SCHOOL OF TECHNOLOGY, INDUSTRIAL AND SOCIAL SCIENCES, TOKUSHIMA UNIVERSITY 

新潟大学大学院自然科学研究科 田島慎一 *2
TAJIMA, SHINICHI 

GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND TECHNOLOGY, NIIGATA UNIVERSITY 

Abstract 

Local b-functions (Bernstein-Sato polynomials) are one of important invariants of hypersurface 

singularities. In this paper, semi-quasihomogeneous hypersurface singularities and their local b-

functions are considered. New computation methods of Ann(! りandlocal b-functions of the semi-
quasihomogeneous hypersurface singularities are introduced. The underlining ideas of the new meth-
ods are using properties of semi-quasihomogeneous hypersurface singularities and generalized integral 

dependence relations. It is shown that Ann(f8) and local b-functions can be obtained in a commu-
tative polynomial ring, namely, non-commutative Grabner bases are not needed in the new method. 

The resulting algorithms of the proposed new methods have been implemented in the compute algebra 

system Risa/ Asir. The results of benchmark tests are also given. 

1 序

Bernstein-Sato多項式（以下 b-関数と呼ぶ）は，概均質ベクトル空間の研究，定数係数線型偏微分方程

式の基本解の研究において佐藤幹夫と J.Bernsteinにより導入された重要な概念である．また， b-関数は，

特異点論における重要な複素解析的不変量でもあるが，理論的考察のみにより b-関数を決定することは一

般には不可能と考えられている. b-関数を求める際，何らかの計算を実際に行うことになるが， b-関数はデ

リケートな側面を持っため，アルゴリズムが必要となる．本稿では，半擬斉次多項式の局所 b-閲数の新しい

計算法について紹介する．

1990年代に大阿久俊則は， b-関数のアルゴリズミックな計算法を発見した [16,17, 18, 19]. その後，多

くの人々によるさらなる研究により，計算アルゴリズムの改良，効率化がなされている [2,10, 12, 14]. これ

らのか関数計算アルゴリズムは非可換グレブナー基底計算に基づいて構成されており，その計算量は一般

に非常に大きい．実際，計算機代数システムに実装されているか関数を計算する最新のプログラムを用い

ても相当な時間を要する場合が多い．

本研究の 1つの目的は，矢野環，加藤満生 [7,8, 22, 23]の職人技のような Ann(/りの計算技法を，計算

機代数の観点から再構築しアルゴリズム化することである．この計算法は，非可換グレブナー基底を用い
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ない方法であり，現存する計算法より効率的であることが期待される.2つ目の目的は，半擬斉次特異点の

性質を b-関数計算に利用し計算効率の向上を図ることである．

2 局所か関数

ここでは，本稿で扱う記号と定義を紹介する．

n個の変数を x1,四，...,xnとし，変数ェ，で偏微分するという操作を ai:=羞：で表す (1:S i :S n). 

n個の変数の省略形を X:= {x1, ... ,Xn}, n個の偏微分作用素の省略形を ax:={81, ... ,an}とする．こ

のとき， ii= jで叩巧＝巧叩，ぉも切＝切叩， ai切 =8戌が成り立ち， i= jでライプニッツの公式より
8ふ =Xぶ +1が成り立つ．

係数を Cとする偏微分作用素環を

D=t苔れ叫）a/3加(x)E IC[x]} 

とし，変数 sを持つ偏微分作用素環を

kEN,/3ENn } 
D[s] = { L 加，13(x)ska/3hk,/3(叫EIC[x] 

とする．

定義 1

定数でない多項式を fC IC[x]に対して，

BJ= {b(s) E IC[s]lb(s)/8 E D[s]/8+1} 

とする.B1の0でない元のうちモニックで次数が最小のものを的(s)と書き， fの(global)か関数(Bernstein-

Sato多項式）という．

rのゼロ化イデアルを
AnnD[s](「） = {p E D[s]IP/8 = O} 

とする．このとき， fのb-関数b1(s)は(AnnD[sJ(/り＋〈f〉）n IC[s]のモニックな生成元としても特徴付け
ることができる．ただし，ここでは〈f〉はfから生成されるイデアルである．

定数でない多項式fのか閑数は，因子として常に s+lを持つ．即ち， b-関数は

切(s)= (s + 1)町(s)

の形をしており b1(s)を1の簡約か関数という．ここで，イデアル

(AnnD[s] (/8) +〈f,紙，．．．，紐〉） n IC[s] 
を考えると， このイデアルのモニックな生成元がfの簡約 bー閲数的(s)となる．

多項式環Qぉ］の点qE ICれでの局所化を Qふ={!~ 昌伽(x),g2位） E IC[x],g2(q) i= 0}とする．（次章以
降は，原点0E ICnでの局所化 Q叫oを主に扱う．） また，

叩＝［ふ加此）sk8/3い (x)E IC[x]q} 
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とする．このとき，定数でない多項式 fCC[叫に対して， f(q)= 0となる点 qでの fの局所 bー関数

b1,h) E C[s]は

p・f"+1=a(x)・bい(s).r 
を満たすモニックな最小次数の項式である．ただし， pE研s],a(x) E C[x詞である．

bJ,q(s) 
か関数同様に局所か関数も因子として常に s+lを持つことが知られており， を点qでの fの局

s+l 
所簡約 b-関数といい, bい(s)とあらわす．

簡約 b-関数と点 qでの局所簡約か関数の間には

的(s)= LCM(bJ,qlq E Sing(!)) 

が成り立つ．ただし， Sing(!)={x EC吐f(x)=忍;(x) =忍；(x) = ... =羞Hx)= O}である．
か関数の計算法については論文 [14,16, 17, 18, 19]などで紹介されているが，非可換グレブナー基底計算

を用いる計算法であり計算量が大きい．実際，特異点の教科書に記載されている簡単な例であっても，既存

のか関数計算プログラムでは出力に 1か月以上を要することが多い．

3 半擬擬斉次多項式のAnn(!りの計算

ここでは，本稿のターゲットである半擬擬斉多項式を紹介した後，局所か関数計算に必要なAnnv[s]Uり

の計算の概略を述べる．

n変数X= (x1心2,• • •, Xn)の璽みベクトルを W = (w1,W互..,wn) ENれとし，多璽指数a=(a1,a2,

... , an)に対して，砂をxf'x空・ ・・X岱を意味することとする．

定義 2

項呼に対し，重み次数を d= lx"lw := I:~=l w;a; により定める．

1. ゼロでない多項式 fE (C[x]が(d;w)型の擬斉次であるとは， fのすべての項の重み次数が dに等し

いこととする．

2. fをC[x]の多項式とし，まず， ordw(f)= min{ x" w: 企はfを構成する項}(ordw(O) := -1)とす

る．多項式 fが(d;w)型半擬斉次であるとは，多項式 fが f=Jo+ gなる形に表せることをいう．

ただしここで， Joは (d;w)型の半擬斉次多項式であり， ordw(g)> dまたは g=Oを満たすとする．

（本稿では，半擬斉次多項式は擬斉次多項式を含むものとする．）

例えば， Jo=企+y7 E K[x,y]において，重みw= (7,3) E印を考えれば， Joは(21;(7, 3))型の擬斉次

多項式である．このときの各項の重み付き次数は 21である．また， f=企+y7 + 2xy5 E C[x, y]と重み

w = (7,3) E炉を考えれば，これは項x炉の重み付き次数が22であり，丑＋祈は重み付き次数が21の擬

斉次多項式かつ原点 0に孤立特異点を持つのでfは(21;(7,3))型の半擬斉次多項式である．

半擬斉次孤立特異点の分類表としては [24]がある．

半擬斉次多項式を fとし， Annv[s]Uりを計算する方法を述べる．この計算法は，論文 [9,21]において

紹介しているが重要なので，計算上の工夫や改良についても説明を加え本稿で改めてその概要を与える．こ

の方法は，加藤満生 [7,8]の計算技法を計算機代数の観点に立って再構成したものであり，本研究において

はじめて計算機に実装された．
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説明の分かりやすさと計算の具体性を優先し，ここでは2変数(x,y)での (d;(w1,w2))型半擬斉次多項式

を扱う．この方法は， n変数半擬斉次多項式の場合にも同様に扱うことができ拡張可能である．

2変数多項式f=lo+ gを(d。;(w1,w2))型半擬斉次多項式とする．ただし， f。は (d。;(w1, w2))型擬斉
次多項式でgはuppermonomialたちからなる多項式とする．本計算法で重要な役割を果たすものはオイ

ラー偏微分作用素

E。=W1X羞＋四疇
である．半擬斉次多項式は原点に孤立特異点を持つので，原点0E IC2の局所か関数を求めることがここで

の目的である．したがって， D[s]= {区腿，/3EN2hい (x)sk炉 hk,13(x,y)E IC[x,y]o}としたとき

Annv[sJ(/8) = {p E D[s] pf8 = O} 

に属する偏微分作用素で，局所か関数の計算に必要となるもののみを計算する．以下， ax=羞，ay=島

とする．

1. まず， 1階の偏微分作用素を計算する．び0= /8, び1= s/•-1, R1 = d。s-E。,h1 = d。g-Eo(g)と

したとき，

Ri/8 = h位 1, a』s= (紐）び1, 8y/8 = (紐）び1

が常に成立する．この 3式の右辺を消去することにより， p(x,s)18 = 0となる 1階の偏微分作用素

p(x,s) E D[s]を求めることができる．即ち， bh1+ (a1紐 +a2紛） =0となる， b,a1, a2を求めるこ

とで，

闘 +a心＋疇ば=(b柘+(a1紐＋四紐））び1=0

より，砥+a心 +a凸 EAnnv[s] (/8)を得ることができる．この作用素は，局所か関数計算におい

て重要な役割を果たす．

さて，第 2式と第3式から Annの1s1Uりに属す偏微分作用素胎{)x―紐8yを構成できるが，この

偏微分作用素は，

応l〈紐，給〉ぅ釘伍ー 8嘩＝紛い嗣；—紛1y -畠；＝給8x―紛8y

であるので，紐紛が'D[s]上で生成するイデアルに属す．後に紹介する b-関数計算においては，イ

デアルAnnv[s](!") +〈f立 虹し〉, ax,'... , OXn を用いるが，先程，第 2式と第3式から作った偏微分作用素

紛 1x-紐ayはイデアル〈J,J伶．．．，造〉に属すことが明らかな偏微分作用素である．仮にこの様
な偏微分作用素も求めておいたとしてもか関数の計算にはいかなる役割も果たさないことがわかる．

我々の方法では， b-関数の計算に必要となる偏微分作用素のみを構成することで，アルゴリズムの効

率化を医っている．

1階の偏微分作用素 (i.e.,b(c/= 0), aぃa2)は，計算法 lの入力を [R1,h』と Fi={[Bx, 紐],[Dy, 胎]}

とすることにより得ることができる．この計算法は， 2階， 3階など高階の偏微分作用素を計算する

ときにも使用するため，入力は 1階の微分作用素でなくとも実行できる形にしている．

もし，入力が [R1,h1], F = {[辺紐］，［佐紛｝で，出力が (P,0)であれば， 2階以上の偏微分作用

素は必要ない．このとき， Q=0であるので，〈紐，続〉： h1 =〈1〉である．即ち， h1E〈伍，鋳〉を意

昧しており，現在構成した関係式から必要な偏微分作用素が構成可能であることがわかる．
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計算法 I

Specification: FirstPDO ([R', q叶，Fサ

入力： [R', 叫： R'は偏微分作用素， q1E IC[x, y], 

(R'・f" = q1・u1を意味しており、この R'は必要な作用素を想定している．）

Fi={[D直 1l,[D公92],,.. , [Dt, gt]}: D1, ... , Dtは偏微分作用素， 91,,・. ,gt E IC[x,y]. 

(Di, f" =gw1を想定している．）

出力： (P, Q): PC  Annv[si(f"), Q = {[R', q』}or 0. 

Step 0: P +-0. 

Step 1: イデアル商〈gぃ92,• •., 9t) : q1 C:: IC[x, Y]o の簡約スタンダード基底 8={b1,b2,•••,br} を計算す

る．（これは，〈gい92,•••,gt): q1に付随する代数的局所コホモロジー類を計算することにより計算

可能である．）

if S = {1} then Q← 0; else Q← {[R', 叫};end-if 

Step 2: 各iE {1,2, ... ,r}において，次を行う．

2-1: 多項式環IC[x,y]で，イデアル商〈91,...'gり： b;q1のグレブナー基底 Uを計算する．

2-2: Uから妬(0)=J 0となる U;を選択する．（この時， U;b沼1E (gl,・・・,9t) C IC[x,y]となる．）
2-3: 拡張グレブナー基底アルゴリズムを用いて

附紐1+ a;1釦+a;292 +・ ・ ・+ aitgt = 0 
となる， ai1,a;2, ... , a;t E IC[x, y]を計算する．

2-4: P← PU{uふR'+ai1D1 + a;2D2 +・ ・ ・+ aitDt}; 

Return (P, Q); 

2. 次に 2階の偏微分作用素を計算する.1階の偏微分作用素の構成と同様に R2= (do(s-l)-Eo)R1, 

h2 = -Eo(柘），び1= sfs-1四=s(s -l)j8-2とすると次の恒等式を得る．

R2f" = h四 +h伍，

oxRd" = (恰）U1 + h1(紐）u2, 

疇 ifs=(防）びl十柘（紐）び2,

8ぴ＝（侶）び1+ (紐）伍，
鱈 f"= (脳）び1+ (紐）（胎）び2,
亨＝掌）U1 + (給）2u2 

1階の偏微分作用素の計算と同じように，これらの右辺を消去できれば Annv[s]Uりの 2階偏微分作

用素が得られる．ここも重要な恒等式は凡の入った第 1式であるので，まず'U2を消去するため

bht + (a噂£+a2胎）柘+(a3(紐）2 + a4(筵）（給） +as(給）り =0

を満たす b=J 0, a1, ... , asを求める．び2を消去できれば

(b凡 +a直ふ＋疇y凡 +a3洸＋疇泣y+a況）!8= 

（枷＋叫亨＋四（初）＋四（抱）＋叫瓢＋叫紺）＋知（臼））m

という関係式が得られる．この関係式と，恒等式 Ri]8= h1u1, Oxf8 = (紐）u1, 8y]8 = (胎）U1を用

いることで 2階の偏微分作用素を構成する．
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次の計算法は， 3階， 4階など高階の偏微分作用素を計算するときにも使用するため，入力は 2階

の微分作用素でなくとも実行できる形にしている．

計算法 II

Specification: SecondPDO([R', q1位],F2, F1) 

入力： [R', q1, q2]: R'は偏微分作用素， q1,q2E IC[x,y], 

(R'・f8 = q1・釘 +q四1を意味しており，この R'は必要な作用素を想定している．）

的={[D1,911,912l, [D2,921,922l, ... , [Dt,9t1,9叫}:D1, ... ,Dtは偏微分作用素， 911,912,・ ・ ・, 9tl, 9t2 E 

IC[x, y]. (D; ・f8 = 9山乃十9;2a1を想定している．）

Fi: [Dしgりの集合.Dしf8=9:び1となる得られた関係式たち．（計算法 1の凡に [R',q1]を加えたものを
想定．）

出力： (P, Q1, Q叫： P C Annv[s] (fり， Q1= {[D,h]新たな Df8= hび1という関係式},Q2 = {[R', q1位］｝

もしくは0.

Step 0: P2← 0; p← 0; Q1← 0; 

Step 1: イデアル商〈912,922,...'9t2〉:q2こIC[x,Y]oの簡約スタンダード基底 S= {b1, b2, ... , br}を計算

する．

if S = {1} then Q2← 0; else Q2← {[R',q1,q2]}; end-if 

Step 2: 各iE {1,2, ... ,r}において，次を行う．

2-1: 多項式環IC[x,y]で，イデアル商〈912,...'9t2〉:b; ゃのグレブナー基底 Uを計算する．

2-2: Uから u;(O)f 0となる U;を選択する．（この時， u;b辺1E (912, ・ ・ ・,9t2〉CIC[x, y]となる．）
2-3: 拡張グレブナー基底アルゴリズムを用いて

u;b叩＋伍1912+ a碑 22+・ ・ ・+ ait9t2 = 0 

となる， a;1,a;2, ... , a;t E IC[x, y]を計算する．

2-4: P2← P2 U {[u;b;R'+ a;1D1 + a;2D2 +・ ・ ・+ a;tD心婦+a;1911 + a;2921 +・ ・・＋疇t1]};

Step 3: while P2 f 0 do 
select [R, h] from P2; P2← 恥 {[R,h]}; 
(A,Q)← FirstPDO([R, h], Fi); 
P← PUA;Q1← QUQ; 
end-while 

Return (P, Qi, 仙）；

この計算法を実行した際の出力が(P,0,0)であれば， 3陪以上の偏微分作用素は必要ない．これは，構

成した関係式Fi,的から必要な偏微分作用素が得られることを意味する．

3. 次に3階の偏微分作用素を計算する.1階や2階の偏微分作用素の構成と同様にR3= (do(s-2)-E。)R公
0'1 = sJ•-1心= s(s -l)J5-2心=s(s -l)(s -2)!8-3とすると次の恒等式を得る．

R3f8=(-d。加— Eo(h叫）0'1 + 3h山の十h応

疇 f8= (密）び1+ (加（紐）+2い鵞））び2国（紐）び3

By紅＝誓）0'1 + (加（胎）+2h1鵞）） 0'2 + h噂）0'3 

麟 JS=侶0'1+(2(堂）（紐） +h塁）び2+ h1(紐）20'3 
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鱈紅＝翫＋（噂）（胎）＋誓）（紐） +hば:ん)(Jい噂）（紐）四
臀 f三幻+(2(初）（約＋噂）び2丑喜）伍
亨＝（侶）び1+ 3(紐）（侶）び2+ (紐）3び3
訊 J8= (号）び1+噂）（胎） +2(紐）（晶））び2+ (紐）噂）び3

只 J8= (贔）U1 + (囁）（尉） +2(約（畠）） U2 + (約噂）び3
呪J8= (尉）び1+ 3(約（臼）四＋（胎）応

1階や 2階の偏微分作用素の計算と同じように，これらの右辺を消去できれば Annv[s]Uりの 3階

偏微分作用素が得られる．ここも重要な恒等式はR3の入った第 1式であるので，まず，四を 2階の

偏微分作用素の計算と同じように消去し，次にび2とmを消去することにより， 3階の偏微分作用素
を得る．

同様の操作は，高階の場合にも適用することができこれにより必要な偏微分作用素の集合が得ら

れる．

以上が計算法の概略である．偏微分作用素と f8の関係式は簡単に得ることができ，その関係式を用いる

ことにより Annv[s]Uりの元は得られる．実質的には，可換な多項式における計算のみでAnnv[s]Uりの偏

微分作用素を構成することができる．非可換グレブナー基底は必要ないので，これは，大きな利点である．

例 1

菫みベクトルを (10,3),Jo=企+y10, g = X炉とすると， f=Jo+ gは(30;(10, 3))型の半擬斉次多項式

である．紹介した計算法に基づきか関数に必要となる Annの1s1Uりの偏微分作用素を計算する．ここでは，

Dx =羞，Dy=翡， U1= sjs-lば2= s(s -l)j8-2とする．

このとき，オイラー偏微分作用素はE。=10揺Ix+3y的であり， R1= 30s -E。=30s -lOxBx -3y8y, 

hi= lOg-E。(g)= -4x炉となる．

まずは， 1階の偏微分作用素を計算する．恒等式

Rifs=h位 l,Dxf8 = (紐）ui, 8yj8 = (胎）び1

より， Fi={[辺紐],[佐約｝とし， FirstPDO([R1,h1l, F1)を実行する．

Step I-1: イデアル裔〈紐麗〉：（ー4x炉）の筋約スタンダード基底を計算すると S={x,y}となる．このと

き項順序は局所全次数辞書式項順序 (x,y)である．

Step I-2: 多項式環IC[x,y]でのイデアル商〈紐，紛〉： x(-4x炉）と（紐，胎〉： y(-4x炉）のグレブナー基底

には 256丑+1875が含まれることがわかる．したがって， (256丑+1875)x(-4x炉），(256丑＋

1875)x(-4叫）€ 〈筵屠〉である．

簡約スタンダード甚底Sには2つの元があるので，それぞれの元に対して，拡張グレブナー韮

底アルゴリズム（もしくはsyzygy計算）を用いるとこで次の 1階の偏微分作用素を得る．

(256丑+1875)x(-4x炉）R1 -2500y閏＋（ー128丑y+ 160丑炉ー 200x炉+250祈）By, 

(256丑+1875)y(-4x炉）凡+2000y況＋（ー128丑炉+160x炉ー 750x-200炉）的

Step II-1: 次に 2階の偏微分作用素を求める．そのため，次の恒等式を用いる．

R2f8 = h四1+h予び2,

8瓜 1/8= (聖）a1 +柘（紐）6公
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疇 i1・=(恰）び1+柘（紐）び2,

亨＝（侶）び1+ (紐）伍，

Dx馴＝（畠）び1+ (紐）（給）び2,
労f8= (告）び1+ (胎）2び2

び2を消去するため，イデアル裔〈い紐，h1鋳，（紐）生筵給，（紐）り： hI C IC[x, Y]oの簡約スタン

ダードを計算すると {1}となる．

Step II-2: 多項式環でのイデアル〈柘紐，柘給，（紐）叫紐胎，（給）り： hiのグレブナー基底は {1}となる． っ
まり， hrE〈h1紐，h1胎，（紐）叫紐続，（鋳）りとなる．拡張グレブナー基底アルゴリズム（もしく

はsyzygy計算）を用いると次を満たすa1,a2,... ,asを得ることができる．

屑+(a1岳＋四胎）h1 + (a3(岳）2十四（紐）（胎）＋％（胎）り=0. 

これにより，関係式ととして

(R2 +a直ふ +a位芯 +a況 +a泣凸 +a鴻）f8 = (h叶

叫詈+a2(党）＋四（塾） +a3(侶）＋四（畠） +as(岸））び1

を得る．

Step II-3: 恒等式 RiJ• = h1a1, Dxf8 = (紐）び1,Dy/8 = (紐）び1を用い， 1階の偏微分作用素を求めた時と
同様の計算を行うと

加＋叫告）＋知（詈＋切（塾）＋％（訊＋叫嗣り＋叫尉） E〈hぃ紐紛〉 cIC[x,y]o 

であることがわかるので，

伽＋叫符）＋叫党）＋四（紐） +a3(侶）＋叫畠）＋叫臼）） + C1柘+C2紐 +c嘩 =0

となる c1,c2, c3を計算することができる．これにより， 2階の偏微分作用素

R2+a凸 R1+a位訊1+a3吃＋崎凸 +a鴻 +c戊 c迅 +c凸

を得ることができる．終了条件を満たしているので，ここで計算を終了する．

実際，我々のプログラムは 1階の偏微分作用素 2個と 2階の偏微分作用素 1個を次のように出力する．

[-2560*dx*y*x-3+(-640*dy*y-2+7680*s*y)*x-2+(-160*dy*y-4-18750*dx*y+750*dy)*x-2000*dx*y 

-7+200*dy*y-6-5625*dy*y-2+56250*s*y,-2560*dx*x-4+(-640*dy*y+7680*B)*x-3+(-160*dy*y-3-1 

8750*dx)*x-2+(200*dy*y-5-5625*dy*y+56250*s)*x+2500*dx*y-8-250*dy*y-7,25600*dx-2*x-4+(1 

4080*dy*dx*y-153600*dx*s+102400*dx)*x-3+(1600*dy*dx*y-3+1920*dy-2*y-2+(-42240*dy*s+211 

20*dy)*y+230400*s-2-230400*s+187500*dx-2)*x-2+(20000*dx-2*y-6-2000*dy*dx*y-5+(-58000*d 

x+480*dy-2)*y-4+(-4800*dy*s+4640*dy)*y-3+121875*dy*dx*y-1125000*dx*s+121875*dx-375*dy-

2)*x+6000*dy*dx*y-7+(-60000*dx*s+27000*dx-600*dy-2)*y-6+(6000*dy*sー19500*dy)*y-5+17400

0*S*y-4+39375/2*dy-2*y-2-365625*dy*s*y+1687500*s-2+196875*S] 

計算機代数システム Risa/Asir [15]に実装されている，イデアル Annn[sJ(/りの基底を計算プログラム

annでは， 1階の偏微分作用素 2個， 2階の偏微分作用素 1個， 3階の偏微分作用素 1個， 4階の偏微分作

用素 1個の計 6個の偏微分作用素を出力する．これは，プログラム annの出力は，イデアル Annわ1s1Uり

のグレブナ基底であることを思い出して頂きたい.b-関数計算の観点からは， annは不必要な作用素も計算

し，出力していることになる．
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4 半擬擬斉次多項式の局所か関数の計算法

本章では，半擬擬斉次多項式の原点での局所 b—閲数の計算法について述べる．

先行研究により，半擬擬斉次多項式（または特異点）の多くの性質が知られている．これらの性質を計算

に用いることにより，新たな計算法を構成することができる．

まず，半擬擬斉次多項式の性質を紹介する．

定理 3(Kashiwara [6]) 

/ E <C[x]とする．的(s)= 0の根は有理数である．

定理 4(Briani;on-Granger-Maisonobe-Miniconi [1]) 

fを半擬斉次多項式とする．このとき，局所簡約か関数好o(s)は無平方である．即ち， 町，o(s)= 0は重解
を持たない．

fを原点0に孤立特異点を持つ正則関数とし， Pを第3章で紹介した計算法により得られた Annv[s]Uり
の元の集合とする.,EQをsに代入することを四で表し，四(P)= {p(x,fJ,,)lp(x,fJ,s) E PC  D[s]}と

する．原点に台を持つ代数的局所コホモロジー類を H贔(IC[x])で表し，

He,,!)= {心 EH贔(IC[x])lh・ 心=0, Vh E侶(P)U{/, 紐・・・，紐｝〉｝

とする．このとき，次が成り立つ．

定理 5

b1,ob) = 0← dimc(H国）） -=I 0. 

ベクトル空間Hけf)の計算法は論文 [12,13, 20]で紹介されている．

定理 6(Kashiwara [5]; Yano [23]) 

的，o(s)= 0の根の集合を b1,... ,,r}とし，μ をf=Oの原点でのミルナー数とする．このとき，μ=

Ldimc(HM(叫））となる．
i=l 

定義 7(ポアンカレ多項式）

重みベクトルを w = (w1, ... ,w砂とし， fを(d;w)型の擬斉次多項式とする．このとき， p(d;w)(t):= 
td-w, _ 1 td-w2 _ 1 td-wn _ 1 

． ．．． をfの(d;w)型のポアンカレ多項式という．
tWI -1 t切2-1 tWn -1 

擬斉次多項式と原点0での局所か関数について次の定理が知られている．

定理 8

原点0に孤立特異点を持つ (d;w)型擬斉次多項式をf。とし， wo= L~=l w; とする.(d;w)型のポアンカ

レ多項式を p(d;w)(t)=区：=l c;t"'(c; =J 0)とするとき， b10,o(s) = 0 の根の集合は｛一年~11::0:i::0:r}
となる．また，各 jE {1,2, ... ,r}に対し， dimc(HC一→廿竺fl)=Cj, L~=l c; =μ(Jo)となる．

半擬斉次多項式については次の補題が知られている．

補題 9

f =lo+ gを半擬斉次多項式多項式とし， loは擬斉次多項式， gはuppermonomialからなら多項式とす

る．また，い。，o(s)= 0の根の集合を E。とする．このとき， b1,o(s)= 0の根はb+klk E Z;,:o,k E恥｝に

含まれる．
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Modalityが低い場合は経験的に，補題 9のKは 0,1, 2であることが知られている．このことより，ま

ず，半擬斉次多項式 f=Jo+ gの局所か関数的。，o(s)をポアンカレ多項式より求め，その後， b10,o(s)= 0 

となる根1から得られる 1+kが朽，o(s)の根になるどうかをチェックすることで的，o(s)が得られることが

わかる．このチェックの方法には定理 5を利用する.1+kに付随するベクトル空間He,+k,f)の次元が0で

あれば， 1+kは根でなく， 0であれば根となる．定理 4より，局所b-関数は無平方より，次元の合計がミ

ルナー数になるまでチェックを続けることですべての根（因子 (s-(,+k)))を求めることができる．

半擬斉次多項式の局所簡約か関数の言十算法

0: M←0 

1: 必要な Ann-v[s]Uりの元の集合を計算する．（第3章の計算法）

2: ポアンカレ多項式より b10,o(s)を求める．

3: b10,o(s)から根を予想し，好o(s)= 0の根になるかどうかを，代数的局所コホモロジーを計算するこ

とでチェックする．

M ← M +dimc(H丘nl;
もし， M が原点での Joのミルナー数と同じであれば計算を終了する．

例 2

璽みベクトルを (10,3), Jo=丑+ylO,g = X炉とすると， f= fo + 9は(30;(10, 3))型の半擬斉次多項式

である．

1: 例 1で偏微分作用素は計算したので，

H={f, 紐麗}U

[-2560*dx*y*x-3+(-640*dy*y-2+7680*s*y)*x-2+(-160*dy*y-4-18750*dx*y+750*dy)*x-2000* 

dx*y-7+200*dy*y-6-5625*dy*y-2+56250*s*y,-2560*dx*x-4+(-640*dy*y+7680*s)*x-3+(-160* 

dy*y-3-18750*dx)*x-2+(200*dy*y-5-5625*dy*y+56250*s)*x+2500*dx*y-8-250*dy*y-7,25600 

*dx-2*x-4+(14080*dy*dx*y-153600*dx*s+102400*dx)*x-3+(1600*dy*dx*y-3+1920*dy-2*y~2+ 

(-42240*dy*s+21120*dy)*y+230400*s-2-230400*s+187500*dx-2)*x-2+(20000*dx-2*y-6-2000 

*dy*dx*y-5+(-58000*dx+480*dy-2)*y-4+(-4800*dy*s+4640*dy)*y-3+121875*dy*dx*y-112500 

O*dx*s+121875*dx-375*dy-2)*x+6000*dy*dx*y-7+(-60000*dx*s+27000*dx-600*dy-2)*y-6+(6 

OOO*dy*s-19500*dy)*y-5+174000*s*y-4+39375/2*dy-2*y-2-365625*dy*s*y+1687500*s-2+196 

875*s] 

とする．

2: ポアンカレ多項式より，；；fo,O = Qの根ァと，四(H)に付随する代数的局所コホモロジーからなるベク

トル空間 Hb,to)の次元のペアは次となる．

{[?,dimc(H丘fo))]I bto,o(s)(?) = O} = {[一籠，1],[一栂，1],[一薔，1],[―蒻1],[一箭，1],[一薔，1],
［一翡，1],[一翡，1],[一欝，1],[一翡，1],[ー蘭，1],[一翡，1],[一蘭，1],[ー蘭，1],[一翡，1],[ー翡，1],[一翡，1],

[―蒻，1]}.
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3: 的，o=Oの根を予想しチェックする．ミルナー数は 18より，次元の合計が 18になるまで根の候補を

チェックする．根は里根を持たないので，最終的に次の局所簡約か関数を得る．

的，o(s)= (s +蘭）(s+森）(s +翡）(s +様）(s+蘭）(s+i)(s+雑）(s+怜）(s+欝）
(s+蒻）(s +怜）(s +荘）(s + i)(s +薔）(s+憬）(s+翡）(s+贔）(s +蒻）．

第 1著者は，本稿で紹介した局所か関数の計算法を計算機代数システム Risa/Asirに実装した．ここで

は，この実装を NEWとする．

Risa/Asir には既存の局所 b-関数の計算法アルゴリズムの中で効率が良いといわれている西山—野呂アル

ゴリズム [14]が実装されている．この計算コマンドはbf_localであるので，このプログラムをここでは

bf_localとする．

2つのプログラムの計算時間を表にしたものが次である．ここでの時間は， CPU秒であり，使用した計算機環

境は [OS:Windows 10 (64bit), CPU: Intel(R) Core i9-7900 CPUc3.30 GHz, RAM: 128 GB]で

ある. >60hは，出力には60時間以上かかることを意味する．

type 半擬斉次多項式(!) bf_local NEW 

E18 企 +ylO+x炉+xyB 87.38 0.5938 

Z17 丑y+炉+x炉+xy7 14.61 0.5625 

Q15 丑+y召＋炉 +x炉+xz2 30.98 3.125 

S15 x2z+ y丑+x炉＋炉 +z3 84.56 0.8906 

Z25 x切+y12 + X炉+xylD + xyll >60h 36.39 

E30 企 +y16+x炉+xy12 + xy13 + xy14 >60h 38.45 

Q28 企 +y丑+yl3 +x炉+xy10 + xy11 + xz2 >60h 264 

Q30 x3 +y炉+yl4 + xylO + xyll + xyl2 + X丑 >60h 204.9 

Z27 x切＋丑炉+yl3+い＋砂 +yl6 > 60h 18.86 

この計算結果より， NEWは大変効率的で効果的であることがわかる．
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