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On Hoffman's t-values of maximal height 

村上拓也（九州大学）

概要

高さ最大（インデックスの成分がすべて 2 以上）の多重 t 値が，多重ゼータ値の Q—線形
和で表されることを証明したまた，多重ゼータ値がインデックスの成分が 2または 3か
らなる多重t値の線形和で表されることを証明した．

1 導入

インデックス 1k= (k1, ... , 杓） E (Z;:::1)Pに対し，圏=k1 +・ ・ ・+kpを重さ， pを深さと呼ぶ．

はじめに，多重ゼータ値，多重t値の定義について述べる．

定義 1.インデックス 1k= (k1, ... , 島） E (Z;:::1)丸kp;:,2に対して，多璽ゼータ値，多菫t値を

それぞれ

く(k1,... , kp) := L 1 
k1 kp E股，

O<m1<…＜叫四・ ・・mp

t(k1, ... , kp) := L 1 
k1 k 

€股

0く 如 く …<mp匹 ・・・m芦
m1, ... ,mp:odd 

と定義する.kp 2 2は，多重ゼータ値や多菫t値が収束する条件である．

次に， EulerSumの定義について述べる

定義 2.(k1, ... , kp) E (Z~1)丸 Ej E {上1},(kp, Ep)-# (1, 1)に対して，

((E1k1, ... ,E沐p):= L E~::: > :P E股
O<m1<…＜叫 m m p 1 

と定義する (kp,Ep)ヂ(1,1)が EulerSumが収束する条件である．

注意 3.

を展開することで，

が得られる．

L 
O<m1 <・・-<mp 

(l-(-1r1)・・・ (1-(-1)叫）
m柘 kp

1 ・・・m p 

1 
t(k1, ... , 島）＝— L El・・・Ep((砧 1,...'E詠p)

2P 
EmE{±1} 
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Zk, 冗，E品を，それぞれ菫さが Kの多重ゼータ値，多重t値， EulerSumで張られる股の部

分Q線型空間とする．ゑの予想次元については，数列 dkを，漸化的に

do= 1, d1 = 0, 必=1, dk = dk-2 + dk-3 (k ::::0: 3) 

で定めるとき， dimlQI盆=dkであろう，ということが Zagierにより予想されているまた，

E品の予想次元はフィボナッチ数列，冗の予想次元はそれを 1つずらした数列になっている

各予想次元を表にすると以下のようになる

d翌互ミ~.1予I合1m1rn1且I 丘I忌I丘I羞I品I呈多重ゼータ値の張る空間の次元に比べれば，多重t値の張る空間の次元は随分大きいことが

わかる

次に，多重積分を考える．

定義 4.a1, ... ,an E {O, 上1}で， a1cp 0, an cp 1とする

I(O;a1, .. ,,an;l):= J ... dt1 dtn 

D<t1 <…<tn<l t1 -a1 tn -an 

と定義する

Euler sumはこの反復積分を用いて次のように表すことができる

く（研1,...'E研p)=(-1)町(O;T/1, oni-l, T/2, 0正 1,...'T/p, onp-1; 1). 

ここで， T/i=Ei"'Epである．

例えば，く(-2,3,-4)= -I(O; 1,0,-1,0,0,-1,0,0,0;l)となる．
'-,,-'..__..,'-v===' 

2 3 

金子田坂は [3]の中で，次の (i)を示し， (ii)を予想したそして Jin-Liは， [5]の中で， (ii)を

示した

定理 5. (i) 5以上の奇数Nに対し，

〈t(k1,k2) I k1 + k2 = N, ki 2 2(i = 1, 2)〉Qic:: 〈((k1,k2) I k1 + k2 = N, k2 2 2〉Q

(ii) 4以上の偶数Nに対し，

〈t(k1,k2) I k1 + k2 = N, ki: even (i = 1, 2)〉Qic:: 〈((k1,k2) I k1 + k2 = N, 知：：：：： 2〉Q

特に，この定理は k1,k2が2以上で，ともに奇数ではないとき， t(k1,k2) E Zであることを

示している

今回， Glanois[4]の手法を用いることで，次の結果を得た．多重ゼータ値で張られる戦の部

分Q線型空間を Zで表す．

定理 6(M.). k1, ... , 杓：：：：： 2に対し，

t(k1, ... , kp) E Z. 
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Hoffmanは，インデックスが 2または 3のみからなる多璽ゼータ値たちで Zが張られるこ

とを予想し， Brownがそれを証明した今回の第 2の結果として，多重t値による類似の結果

を得た．

定理 7(M.). Zは，

{t(k1, ... , kp) I k1, ... , kp E {2, 3}} 

の元でQ上張られる．

この定理から，多重ゼータ｛直でQ上張られる線型空間は，多重t値で張られる空間に含まれ

ることもわかる

2 モチビックの準備

Glanois は， [4] の中で， Z[½l 上の混合テイトモチーフの理論から次のものを構成した．

a E Z:;;,o,ki E Z:;;,1,Ei E {士1}(1:Siさp)に対し，モチビック EulerSumは，モチビックな

反復積分を用いて，

(:(1:1k1, ... , Ep杓）：＝（一l)P戸 (O;O叫T/1,0圧 1,T/2,0圧 1,... ,TJp,O炉 1;1) 

と定義される.a= 0のときは，＜閤を⑰ と表す．また， El=・・・=Ep = 1のとき，＜ば(k1,... , kp) 

をモチビック多菫ゼータ値と呼ぶ．モチビックな反復積分の定義や性質については， [4]を参照．

炉 (resp.が）をモチビック EulerSum (resp. モチビック多重ゼータ値）がQ上張る線形空

間とし， 1{和(resp.1i}v)を重さが N の部分空間とする．炉はシャッフル積により自然に次数

付き Q—代数炉=EB四 01{和の構造を持つ．周期写像と呼ばれる］ゼから股への全射準同型

写像で， (m(1:1k1,... , Ep島）を ((1:1k1,.. ,,Ep島）に写すものがある.A:= 1i町⑰(2)1{2とおき，

ANを次数 Nの部分とする．自然な全射1{2→Aによる門 (resp.(m)の像を I"(resp. くり

とかく.£:= A>ol A>o・A>oとおき， LNを次数Nの部分とする自然な全射A>o→£ によ

るI"(resp. ぐ）の像を 11(resp. ぐ）とかく．

モチビック EulerSumやモチビックな反復積分について，以下のような性質がある．

(11) P'(ao; a1) = 1. 

(12) ao = an+l直?:1のとき，戸(ao;a1, ... , an; an+1) = 0. 

(13) 

⑰ k1, ... , 凸）＝（ーl)a釘十苫p=a(柘十/11-l)... ep+i:-1)⑰ （囁+i1),... , Ep(kp叫））

Zj 2:0 (l:<;j :<;p) 

(14) Path composition: 

戸 (a。;a1 ,. ・・,an; an+I) =喜Im(a。;a1,-.. , ai; x)戸 (x;ai+l,・.. , an; an+1). (x E {O, 士1})
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(15) Path reversal: I"'(ao; a1, ... , an; an+1) = (-l)n I"'(an+li an, ... , a1; ao). 

(16) Homothety: 戸 (O;-a1, ... , -an; -an+1) = Im (O; a1, ... , an; an+1), 

秤(k1,.. ,,kp) := 2P L q・・・E応叫1k1,... , E占）とおき，モチビック多菫t値とよぶ

EmE{土1}

定理 8(Brown[l], Glanois[4]). 以下の式で与えられる well-definedなQ線形写像Dr:112--+ 

£パ｝祀が存在する．

Dr(戸 (ao;a1, ... , an; an+1)) 

n-r 

= L Ir(ap; ap+l, ... , ap+ri ap+r+1)RI叫 o;a1, ... , ap, ap+r+l, ... , an; an+1) 
p=O 

右辺の 1つの項Jf(ap;ap+l, ... , ap+ri ap+r+1)RIm(ao; a1, ... , ap, ap+r+l, ... , an; an+1)を，

次の図のように apとap+r+lを結んだ図で表すことにする．

ao; a1, ... ap, ap+l, ... ap+r, ap+r+l ... , an; an+l 

例えば，具体的に次のように計算される

1st term 3rd term 

「「
D叩 (ao;a1, a2, aぶ四）） =I1(ao; a1; a2) 0 Im(ao; a2, aぶ四）

L_」
2nd term + J1(a1; aが％）＠戸(ao;a1, a氾 4)

+ J1(a2; aぶ四）R戸 (ao;a1, a2; a砂

Brownは，次の定理を用いて， Zagierが示した定理 14をモチビック多甫ゼータ値の関係式

に持ち上げた

定理 9(Brown [1, Theorem3.3]). N~2 とし， D<N = EB1<2r+l<ND2r+lとおくと

kerD<N n 1-iN = Q(m(N) 

が成り立つ．

この定理に加え，次の定理が主結果の証明に重要となる．

定理 10(Glanois[4]). ~E がに対し，

~E が ⇔ D心） =0 かつ 任意の奇数 r に対し Dr(~) E£ パ91{1.

3 定理6の証明の概略

1k: = (k1, ... , 島）に対し，和(k1,... , 島）：= 2lkl四(k1,... , kp)とする．和(k1,... , 島）をモチ

ビックな反復積分の和で表し， Dr(和(k1,... , kp))を直接計算することで次の命題が得られる
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命題 11.1k: = (k1, ... , kp) E (Z:::2Yに対し，

Dr (秤(k1,... , kp)) 

=L蝙，1l=rが(k1,... , 朽）R秤(kj+l,... , kp) 
1:Sj:Sp 

+L畑,+1,jl:Sr<llk叫ー1(;_1和 i,jl(ki+1,・.. , 朽）R秤(k1,... , ki-1,llki,j―r, kJ+1 , ... , kp) 
1:Si<j:Sp 

ーと箪，j-11:Sr<llk』-1(;_llki,j-11 (kj-1,・.. , ki)R 秤(k1, ... , ki-1, I知 1-r,kJ+l,・・・,k砂
1:Si<j:Sp 

ここで，インデックス此=(k1, ... , 島）の部分インデックスを比i,i= (ki, ... , 朽）と表す．また，

記号心を，•が真であれば心= 1, そうでなければ心 =0と定義する

定理 12(M.). k1, ... , kp?: 2に対し，

秤(k1,... , kp) E紐

証明.Jk = (k1, .. ,, kp) E (Z::>:2lとおく .r=lのとき，命題 11の右辺の項はすべて消えるか

ら， Di(秤(ik))=Oである.3以上の奇数rに対しては，重さによる帰納法により命題 11の右

辺の各項は Lr@がの元であることがわかるから， Dr(和（此）） E Lr@ 1-l1がいえる．定理 10

から秤(lk)Eががいえる． ロ

周期写像により，この定理の系として定理 6が得られる

4 定理7の証明の概略

次の定理は， Hoffmanが予想し， Brownが証明した

定理 13(Brown [1]). Zは，

{((k1, ... ,kp) I k1, ... ,kp E {2,3}} 

の元でQ上張られる

Brownの証明には，次の Zagierの定理が必要であった．

定理 14(Zagier [8]). a, b, n E菱oに対し， H(a,b) := ((2, ... , 2, 3, 2, ... , 2), H(n) . — 
ヽヽ

((2, ... ,2)とおく．任意の a,b E Z20に対し，
ヽ

n 

a b 

a+b+l 

H(a,b) =2~(-1r-1 [―し二） + (1-2―2りcb2:1)] H(a + b -r + 1)((2r + 1) 

が成り立つ．

Zagierの証明と同様にして，次の定理を証明することができる．
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定理 15(M.). t(k1, ... , kp) := 2k1+…+kpt(k1, ... , kp)とする.a,b,n E Z:c:。に対し，

K(a, b) := t(2, ... , 2, 3, 2, ... , 2), K(n) := t(2, ... , 2)とおく．任意の a,bE Z:c:oに対し，
ヽ ヽヽ

a b n 

a+b+l 

）］ K(a,b) = 2区 (-1r-1[ Ca2: 1) + (1 -T2r) cb2: l K(a + b -r + 1)((2r + 1) 
r=l 

が成り立つ．

定理 14,定理 15は，里さによる帰納法と定理9を用いて，モチビックな関係式に持ち上げら

れる．

定理 16(Brown[l]). a, b, n E Z::,oに対し， H町a,b):= (m史..:.:;..,0,3, 2, ... , 2), H町n):= 
ヽ

⑰ 色..:.:;..,0)とおく．任意の a,b E Z::,oに対し，

a+b十1

炉 (a,b) =2苫（一1r-1[-(二） + (1 -T2r) cb2: 1)]炉 (a+b-r+l)(町2r+ 1) 

が成り立つ．

定理 17(M.). a,b,n E Z~o に対し， K町a,b) :=和(2,... , 2, 3, 2, ... , 2), K町n):=和(2,... , 2) 

‘ ‘ ‘  a b n 

とおく．任意の a,b E Z~o に対し，

a+b+l 

炉 (a,b)=2~(-1r-1 [Ca2:1) +(1-2→ (2b2: 1)]炉 (a+b-r+l)⑰(2r + 1) 

(1) 

が成り立つ．

炉 (a,b)の中の茫(2a+ 2b + 3)の係数を C2a32b,(f(2n) =ー2~ご。~H町i, n -1 -i)の中

の⑰(2a + 2b+ 3)の係数を c12n,K町a,b)の中の＜町2a+2b+3)の係数を 6加 32bとする．す

なわち， r=a+b+lとして

知 32b:=2(-lr-l [-(2a2:2) +(1-2―2r) (2/: 1)] , 

n-1 
C12n :=-2I:cが32n-i-l,

i=O 

6沢 32b:= 2(-1r-1 [ (2a2: 1) + (1 -T2r) cb2: 1)] 

とする

補題 18([1, Lemma 3.8 and Corollary 4.4]). 定義から， C加 32b,C2a32b E Z[ふ］であり，次のこと

がいえる．

(1) C炉 32b-C沙32aE 2Z, 

(2) c匹 32b-C炒32aE 2Z, 
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(3) ci2n = 2(-lr, 

(4) V2(C32a+b)さ四(C2a32b)さ0.(V2 : 2進付値）

{2,3ドを 2,3をletterとする wordの集合とし， wE {2, 3ドに対し， wのlevelをdeg3wで定

義するが2,3}:=〈伊(w)I w E {2,3}囁， F}H,{2,3}:=〈門(w)I w E {2, 3Y s.t. deg3 w :S l〉Q
とすると，定理12よりこれらはH,lの部分空間であるさらに商空間grzH,{2,3} := Fl H,{2,3} / Fz_1 H,{2,3} 

を定義すると， Drはgr1Dr:gr直{2,3}----+ LrR<Qi grz-1 H,{2,3}を誘導する．

定義 19.N,l E Z~1 に対し，写像

知： gr直;;,3}→ € 匹 1咄,3Jr-l

1<2r+l:SN 

を，まず④1<2r+l:'oN grzD2r+l I {2,3}で写し，そのあとすべてのぐ(2r+ 1)を 1へ写す合成
gr直 N

写像として定義する．

定義 20.l 2 1とする. 2つの集合 BN,l= {w E {2,3Y I lwl = N,deg臼=l}, B幻＝
{w E {2,3}x I lwlさN -3, deg3 w = l -1}に， letterの大小を 3<2とし，辞書式順序の逆順

で順序を入れた集合を考えるなお， l= 1のときには Bkzにemptywordを含める．

集合 BN,z,Bkzの元の数は一致する例として， N = 10,l = 2のとき， B10,2,Bio,2は次のよ

うになる

B10,2 = {2233, 2323, 2332, 3223, 3232, 3322} 

Bio,2 = {223 , 232 , 23 , 322 , 32 , 3 } 

定義 21.l 2 1とする・8N,l和(w)(w E BN,z)を計算して現れる項のうち，秤(w')(w'EB幻）
の係数を f畠とし， J;:;,を成分とする行列を MN,lとする．

例として N = 10, l = 2のとき，行列 M10,2は次のようになる行列の左側に各行に対応す

るB10,2の元，上側に各列に対応する Bio,2の元をかいている．

223 232 23 322 32 

3 

2233 C3 -C12 

゜
c23 -c32 -c122 

゜ ゜
C223-C322 

2323 

゜
C3 -C12 C23 

゜ ゜
C232-C232 

2332 

゜ ゜
C32 

゜
C23 -C32 

゜3223 硲+c12-C3

゜
c32+c122-c23 C3 -C12 C23 -C122 C322 

3232 

゜
硲+c12-C3

゜ ゜
C32 C232 

3322 

゜ ゜ ゜
硲+c12-C3 C32+c122-C23 C322 

命題 22.w E BN,z,w'EB~」に対し，

応三｛％（ヨuE {2, 3Y s.t. w = w'u) 
0 (その他）

mod 2Z 

であるここで， mod2Zは差が2Zの元であることを表している．
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この命題から， MN」mod2Zは上三角行列であること，また，対角成分はC32r-lmod 2Zであ

り，同じ列のその対角成分より上側はc坪 32b(a + b + l = r)または 0であることがわかるこの

ことから， MN」は可逆であり，｛和(w)lwE{2,3ド｝の元たちが線型独立であることがlevelに

よる帰納法により示せるしたがって， dim1iば,3}=心となり， dilllQ1i}v~dN(Terasoma[7], 

Deligne-Goncharov[2])と包含関係甘ば,3}こ1ik,から， 1{ば,3}= 1i}vがいえるしたがって，

甘{2,3}=がであることがわかる．
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