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1. 多里ゼータ値の導分関係式

多重ゼータ値は， kr;::o: 2となる正の整数k1,... , kr E Z21に対して，

L 
1 

((k1, ... , kr) = 
I<n1<・・・<nr 

n↑ i .. ・nが

で定義される．多軍ゼータ値はリーマンゼータ関数の正の整数点での値の一般化であり，そ

の代数（線形）関係式のあり方は，数学的・物理学的対象の構造を反映することが知られて

いる．多重ゼータ値研究の閲心事の 1 つとして，多重ゼータ値が張る Q—線形空間の代数構

造を把握すること，および多璽ゼータ値の間の関係式を把握すること挙げられ，近年様々

な角度から研究がなされている．本稿では，多重ゼータ値の関係式の中でも比較的よく知

られている「導分関係式」について説明する．また，多重ゼータ値の有限類似と見なされ

る有限多璽ゼータ値の導分関係式，およびその一般化について述べる．

導分関係式について説明するために，いくつかの準備をしよう．多重ゼータ値の分野

でよく用いられる Hoffmanの代数的定式化（参考文献 [2])を若干形を変えて使用する．

Sj := Q〈x,y〉とし， Q-線形写像 Z:Q+yS'.,x→ 股を Z(l):= 1, Z(y炉1-1 ... yx柘ー1):= 

く(k1,... ,kr)で定める.Sjの導分 (derivation)とは， Q-線形写像8:Sj→りで， Leibniz則

8(w1四） =a(皿）四+W10(W砂 (w1,W2 E SJ) 

を満たすものである..¥jの生成元 x,yの行き先を決めれば導分は定まることに注意する．

正の整数 l~1 に対して，特に 5 の導分幼を

祖x):= y(x + y)1x, 81(Y) := -y(x + y)伍
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で定める．導分坊は，坊(1)= 0と剤X+ y) = 0を満たす．このとき井原ー金子-Zagierは，

導分関係式と呼ばれる次の関係式を示した．

定理 1.1(導分関係式； [5]). 任意の正の整数l:;:::: 1とwE (Ql+災加に対して，

Z(坊(w))= 0 

が成り立つ．

例 1.2.簡単な例として，以下の 2つを挙げる．

Z向(yx))= Z(y3x -y砂）＝く(1,1, 2) -((4) = 0, 

Z⑫ (yx)) = Z(y4x + y2xyx -yxyx2 -y州）

=〈(1,1, 1, 2) +く(1,2, 2) -((2, 3) -((5) = 0. 

定理 1.1の前身ともいえる次の閲係式は， Hoffmanによって得られた．

系 1.3(Hoffman関係式； [1]). kr ;::: 2となる正の整数k1,... , kr E Z::::1に対して，

t ((k1, ... , ki-1, ki + l, kH1, ... , kr) =区団((k1,... , ki-1, ki -j -1,j + 2, ki+i, ... , kr)-
i=l l<i<r j=O 

k >2 
’一

が成り立つ．

Proof. 定理 1.1において， l= lとしたものが，この関係式である． 口

次に，定理 1.1と系 1.3の別表記について述べよう．以下では，りをその完備化SJ:=

Q〈〈x,y〉〉に埋め込んで考える．このとき，幻の導分 81は自然に5に拡張されることに注

意する．非負整数mに対して，知： SJ[[u]]→gを知(w)をwに対する砂の係数と定義

する．またふを SJ[[u]]J:::, 

ふ：= exp (塁ーu)i)

で与えられる自己同形写像とする．このとき上の定理 1.1は以下のように書き換えること

ができる．
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定理 1.4.任意の正の整数m とwE ySjxに対して，

Z(如 (1-ふ）(w)) = 0 

が成り立つ．

また Hoffman閃係式（系 1.3)は， 任意の wE ySjxに対して，

z (/31(1 -ふ）(w)) = 0 

が成り立つことと同値である．

2. 有限多重ゼータ値の導分関係式

正の整数nE Z21に対して，集合Ar,を

ふ：＝（リZ/pnz)I (箪Z/p口）＝｛（叫PIap E Z/pも｝／～，

で定義する．ここで (aP)P~ (bp)pは，高々有限個の素数pを除いて， aP= bPが成り立つ

ことを意味する．この集合A叶ま，各成分ごとの和と積を考えることによって，自然に (Q-

代数となる．（特に n=lのときの定義は Zagierによる．）また正の整数k1,... , kr E Z21と

n E Z21に対して，んにおける有限多頂ゼータ値を

くふ(k1,.. •, kr) := ( L 1 

l<n1<…<nr<p-1 心・..心
modpn Eふ)p 

で定義する．

近年Rosen[9]は，各んに離散位相を入れ， (Q)-代数 Aを自然な射影An→ An-1によっ

て， A:=lim← nAnと定義した．また Z叶まp進整数環とし，自然な射影7r:ITP Zp→ Aと

鰐 A→ふをそれぞれの nに対して定めると， Aにおける有限多重ゼータ値は次のよう

に定義される：

奴(kい...,kr):=1r(( と 1 

忍<…<nr:<:;p-1的・・・n夕r)JEA. 

簡単に確認できることとして，任意のインデックス k:= (k1, ... ,kr) E Zらに対して，

7rn(奴(k))= (.An(k)となることがわかる．以下記号の簡略化のため， p:= 1r((p)p) E Aと

し，さらに p:= 7rn07r((p)砂EA,,とする．（詳細は， Rosen[9]や Seki[11]を参照されたい．）
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り上の Q線形写像凡を任意の w E Sjに対して，凡(w):= wxと定める．また Q線

形写像 Zん： (Ql + y.l'j→ A と石： (Ql + ySj→ Aをそれぞれ， ZAJl)=公(1):= 1と

な (y砂1-l... yxkr-1) :=こ(k1,--・,kr)とZ爪y砂1-l... yxkr-1) :=奴(k1,... , kリによっ

て定め， A:=A1とする.Aにおける有限多重ゼータ値の導分関係式は，小山宏次郎氏に

よって予想され，著者によって示された．

定理 2.1(有限多重ゼータ値の導分関係式； [7, Theorem 2.1]). 任意の正の整数 l:::: 1と

wEy釦に対して，

み(R;;l坊(w))= 0 

が成り立つ．

この定理の証明は著者によって帰納法による証明が得られたが，その後いくつかの別証

明が与えられている．（参考文献 [4]など．）

次に定理 2.1の一般化について紹介する．非負整数m,nに対して， f3m,n:~[[u, vl]→5 

を如，n(w)をwに対する u叫）nの係数と定義する．著者は小野塚との共同研究 [8]で，井原

健太郎氏によって与えられた有限多重ゼータ値の羽分関係式の別証明を一般化することで，

Aにおける次の定理を示した．

定理 2.2(几有限多重ゼータ値の導分関係式； [8, Theorem 1.3]). 任意の正の整数 l~1 と

w E ySjxに対して，

00 □ (/3m,n囮ふRx(W -wyu 1 : XU . 1 :vXV)) pn 

＝な(w)Z.4(f3m,O (i~yu)) 
が成り立つ．

補足 2.3.ZA(l, ... , 1) = 0が成り立つことに注意すると（このことはよく知られている，

[3, eq.(15)]などを参照），定理2.2は，井原健太郎氏（参考文献[4,Section 5.3])によって

得られた次の式

み (f3m,oR;;;1ふ凡(w))= 0 (m E Z~0) 

の一般化であることがわかる．これは，定理2.1と同値である．
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定理2.2の系として，次の Hoffman関係式 ([1,Theorem5.1])のA-有限多重ゼータ値で

の類似が得られる．

系 2.4.任意の wE yS:, に対して，

な(R氾 (wx))=一言な(wy炉）がーな(w)な(y)

が環Aで成り立つ．

最後に，定理2.2の証明の概略について述べよう．（詳しい証明は， [8]を参照．証明は，

井原健太郎氏の証明と同様の方針で進める．）概略を述べるために，多甫ゼータ値でよく使

われる， 2種類の積（調和積＊・シャッフル積III)を帰納的に次の式で定義する．

1 * w = w * 1 := w, 

yxk-1叫*yxl-1四：= yxk-1(w1 * yxl-1四） + yxl-l(yxk-1叫＊四） +y炉+l-l(w1*四），

1 III W = W III 1 := W, 

UW1 III V匹：= u(w1 III v匹） + v(uw1 III四）

（ただし， k,lE Z21, u,v E {x,y}とし， W,W1, W2しま (Q)+ yfjのwordとする． またこれら

の積は， Q双線形であることを仮定する．）この調和積＊とシャッフル積mは，それぞれ可

換かつ推移的であることが知られている．従って， (Q)+ yfjは，それぞれこの調和積＊と

シャッフル積mについて， (Q)-可換代数となる．（詳細は [2]を参照．

定理2.2の証明には，次の 2つの命題を用いる．

命題 2.5.任意の W1,W2 E (Q) + ySjに対して，

な(w1*叫）＝公(w1)な(w2)

が環Aで成立する．
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命題 2.6(Jarossay [6], 00 [10, Theorem 6.4]). 任意の W1,W2 = yx和 1... yxkr-1 E (Q + y..l) 

について，

な(WtIII四）

= (-ll叶十kr L 川ei+:i一 1)lな(w1yx柘十lr-1... yx柘+h-1)ph +・・-+lr 

h, …, lrEZ;,o i=l 

が環Aで成立する．

上記の命題を下の式に適用すれば，定理の証明が得られる．

命題 2.7(井原一金子-Zagier[5, Corollary 3]). 任意の w E (Q + ySjに対して，

1 1 
* W =  IIIふ(w).

1-yu 1-yu 

が成立する．
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