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大野和の線形関係式について

佐藤信夫

概要大野関係式は特別な形の多重ゼータ値の和（大野和）の双対関係式とみなせる。本稿では大野和の満た

す Q線形関係式についての広瀕稔氏、村原英樹氏、小野塚友ー氏との共著論文 [3]の結果を紹介する。

1. 多重ゼータ値の大野関係式と大野和

多重ゼータ値は、許容的インデックス (k1,... , k心(kd> 1であるような d個の正整数の組）に対して、
級数

く(0):= 1, 

く(k1,... , 加）：＝ L 
1 

k, kd 
O<m,<… く 叫 四 ・・・md

(d > 0の場合）

で定義される実数の無限族で、多様な Q上の関係式を満たすことが知られている。よく知られた Q上の
線形関係式族の一つに、次の「双対関係式」がある。まず、許容的インデックスを

k = ({ W1 -1, b1 + 1, ... , { 1}叫ー1,br+l) (a1, ... ,anb1, ... ,br >0) 

の形に表わしたとき、その双対インデックスを

kt = ({ 1} br -1, ar + 1, ... , { 1} b1 -1, a1 + 1) 

a個

一と定義する（定義から双対インデックスもまた許容的になることに注意）。ここで、 {k}aしま k,... ,kを表
す記号とする。このとき多重ゼータ値の双対関係式は次の等式である。

定理 1.許容的インデックス Kに対して、く(kり=((k).

ホフマンは k=({l}a-1,b+l) (a,b>O)の場合に双対関係式を証明し、さらに一般の場合を予想
した。双対関係式は初めに述べた多重級数による定義からは明らかではない1が、コンセビッチにより多
重ゼータ値の反復積分表示が発見されたことで、双対関係式はその対称性として簡単に証明されること
となった。

一方、多璽ゼータ値について最も占くから知られる関係式の一つとして、次の「和公式」がある。

定理 2(和公式 [2]).k > d > 0に対して、

区 く(k1,... , 加）＝く(k).
柘＋…＋位=k

(kい…，ぬ）は許容的

大野はこの和公式と先の双対関係式を同時に一般化する次の大野関係式を発見し証明した。

定理 3(大野関係式 [5]).許容的インデックス k= (k1, ... , 位）と非負整数 mに対して、

こく(k1+ e1, ... , ぬ＋位） = L く(Ii+e1, ... , ld, + ed,) 
e,, …，ed::>O 

釘＋…十ed=m

が成り立つ。ここで、が=(h, ... ,ld,)とした。

e,, ... ,ed, ;>Q 
釘．＋…十ed,=m

1関爽一郎氏と山本修司氏は、彼らが新たに開発した結合和の手法を用いて、双対関係式を級数表示から直接示すことに成功し

た ([7])。
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容易に見て取れるように、大野関係式の m=Dの場合は双対関係式、 k= (k)の場合は和公式となっ
ている。さて、大野関係式に登場した特徴的な多重ゼータ値の和を

Om(k) :=区く(k1+ e1, ... , 如＋位），
釘，...,ed~Q 

e1+…十位=m

とおき大野和（の m次部分）と呼ぼう。また、その母関数（これも大野和と呼ぶ）を

00 

O(k) :=区 Om(k)炉 EJR[[~]] 
m=O 

で定義する。このとき大野関係式とは、許容的インデックス Kに対して 0』が） =Om(k)が全てのm2 0 
について成立する、すなわち、 O(kt)= O(k)という主張である。では逆に O(k)が満たすのは双対関係
式だけだろうか？すなわち、次のような問題が考えられる。

問題 4.O(k)たちはどのような関係式を満たすか？可能なら全Q線形関係式を決定せよ。

もし O(k)たちの満たすQ線形関係式が双対関係式だけで尽きていると仮定すると、 k2 2に対して、

Ok:= spa閲 {O(k1,... , 位)I k1 +• • • + kd = k, (k1, ... , 如）は許容的｝

の次元は dimOk= 2k-3 (k: 奇数）、 dimOk= 2k-3 +2½-2 (k: 偶数）である。一方、計算機による数値的
な手法を用いて dimOkの値を予想すると、次の表のようになる。

di;。J~I~I 『 l~l!l11~11:l28gl:sl ば I 116~。 13悶 15\38
この表から、 k2 6のとき、 O(k)には双対関係式以外の関係式があることが見て取れる。具体的に

は、 k=6のとき、

(1.1) 0(1, 2, 3) + 0(1, 3, 2) + 0(3, 1, 2) -0(2, 4) -30(3, 3) = 0 

k=7のとき、

(1.2) 0(1, 2, 4) + 0(1, 4, 2) + 0(4, 1, 2) -0(2, 5) -20(3, 4) -20(4, 3) = 0 

(1.3) 0(2, 3, 2) + 0(1, 4, 2) + 0(1, 3, 3) -0(3, 1, 3) -0(2, 2, 3) -0(2, 1, 4) = 0 

という新しい関係式があることがわかる。今回、これらの関係式を含む 2つの関係式族を発見し、証明で
きたのでそれらについて報告する。また、証明は出来ていないが幾つかの関係式族を予想したので、そ
れらについても稿の最後に紹介する。

2. 二重大野関係式

まず、 1つ目の関係式族は次のものである。

定理 5(二重大野関係式）. no, 術，...,n加 20を 2,,.+ 1個の非負整数とし、 k= (k1, ... ,k心：＝
({2}no, 1, {2}n1, 3, ... , {2}n2r-2, 1, {2}n公ー1,3, {2}れ2r)とする。このとき、非負整数mに対して、

区 O(k1+e1,... , 如＋位）＝区 O(Zi+e1,... ,ld+位）
e,, ... ,ed2'.0 

釘＋…十ed=m

が成り立つ。ここで、が=(/i, ... 山）とした。

e,, …，ed:0:0 
e,+…+ed=m 

この定理は、 Kが特殊な形のインデックスの場合には、大野和がまた大野関係式を満たす、ことを主
張する。式 (1.3)は、 k= (1,3,2), m = 1の場合である。両辺に現れた大野和の和

L o(柘＋釘，．．．，似＋位）
e,, ... ,ed2:0 

釘＋…十位=m
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の1;nの係数を Om,n(k)とおくと、

叫 (k1,... , ぬ） = L 訊＋釘十Ji,... , 如＋位十 f心
e,+・・・十四=m
!,+…+fd=n 

であり、二重大野和とでも呼ぶべきものになっている。 Om,n(k)の母関数を

Oh(k) := L Om,n(k)/;mT}n 疇[[~,TJ]](=正(k)rynで定義すると、定理 5 は次の二〗二゜べることも出来る。 """ ) 

定理 6(二重大野関係式）.kが定理 5の形のインデックスのとき、 Oh(kt)= Oh(k)である。

以下、この定理の導出について簡単に述べる。ここでは [3]に則り大野関係式に帰培させる証明を紹介
する。まず、定理をホフマン代数 [4] の言葉で定式化する。 ~:=!QI 〈x,y〉とし、 ~o := !QI① ylQI <x,y>xc~
とおく。このとき、 ~o のモニック単項式は許容的インデックスと

1←→O 

yxk,-1 .. -yxぬー1←→(k1, ... , 如）

によって一対ーに対応する。そこで、この対応によってインデックス（およびその形式的 Q 線形和）と ~o
の元を同一視する。この対応のもと、

({2}n°, 1, {2}れ1,3, ... , {2}n2r-2, 1, {2}n2r-1, 3, {2}n2r) = y(xyto (yx)れ,+l(xy)れ2+1・・・ (yx)n2r-,+l(xy)れ2rx

である。また、（を ~o 上の写像に Q 線形に拡張し、さらに ~O[[ふ ryl]--+ rnt[[もry]]に自然に拡張してお
く。いま、 Tを

T(X) = y, T(y) = X 

で定まる ~o 上の反自己同型とし、 ~O[[~, ryl]上に係数毎の作用として延長したものも同じ記号で表すこと
にする。また、び，u'を

u(x) = x, u(y) = y(l -~x)—1 

が(x)=x, が(y)= y(l -ryx)―1 

から定まる ~O[[~, TJ]]上の自己同型とする。 Tを用いるとが =T(k)である。また、

Om,n(kい..., 如） =c( L y砂,+e,+J,-1... yx如十臼+fdー 1)

だから、 u,u'を用いると、

釘＋・・・十位=m
h+・・-+fd=n、

O(k)=く（釘ど。yxk,+e,-1... yxい l~e1+··-+ed)
＝く (u(k)),

Oh(k) = O(u'(k)) 

＝く（四'(k))

である。従ってこれらの写像を使うと大野関係式、二重大野関係式はそれぞれ次の形に表現できる。

定理 7(大野関係式）. w E~o に対して、

く((u-uT)(w)) = 0. 

定理 8(二重大野関係式）. w E !QI 〶 ylQI 〈xy,yx〉 x に対して、

く（（四,_四1T)(w))= 0. 

大野関係式（定理7)から二軍大野関係式（定理8)を導出する際には次の補題が鍵である。
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補題 9.w E (QJ EB y(Q)〈xy,yx〉xに対して、元Tが(w)= a'rnT(w). 

補題の証明は難しくないが多少計算が必疫なので論文 [3]に譲る。さて、補題7より、 (QJCD y(Q)〈xy,yx〉x
上で、

四'-四1T= (a -aT)a'+ T(TaTa') -aa1T 

= (a-吋）が十T(び1TaT)-a'aT 

= (a -aT)a'-(a'-a1T)aT -(id -T)a1TaT 

であるから、 wEIQ)① ylQ)〈xy,yx〉xに対して、

く((aa' —びa'T)(w)) =く（（び一 aT)a'(w))-(((a'-a'T)びT(w))-(((id -T)a'TaT(w)) 

=0. 

こうして定理 8が証明される。証明から分かるように、大野関係式を満たす対象は全て二童大野関係式
を満たす。例えば、

(q(k1, ... ,k心：＝区
0<竹り＜・・・<md

qm1(k1-l)+…＋叩(kdー 1)

［四]k1.・・［四l如

で定義される qー多重ゼータ値も多重ゼータ値と完全に同じ形の大野関係式を満たすことが知られている
[1]ので、 (q(k1,... , kd)もまた二重大野関係式を満たすことが分かる。また、類似の方法で有限多重ゼー
夕値に対する大野型関係式 [6]から、その二重版が証明できる [3]がここでは省略する。

3. 大野和のもう一つの関係式族と、関連する予想式群

この節では、新たに証明できた別種の大野和の関係式族について紹介する。二璽大野関係式は、現れ
る項が全て同じ深さ（インデックスの成分の個数）であるという特徴を持っていた。しかし、以下で述べ
る関係式族は異なる深さのインデックスに対する大野和を含む関係式族である。

まず、 2以上の整数sとインデックス Kに対して、

F(s; k) := O((s)四k)-O((s)四が）

とおく。ここで、 (s韮(k1,... , kd) :=区。:Si<ik1,... , ki, s, k;+1, ... , k心とした。このとき、次が成り

立つ。

定理 10([3]). s, t 2: 2に対して、 F(s;(t + 1)) = F(t; (s + 1)). 

証明には大野関係式と調和稜公式を使う。詳しくは [3]を参照のこと。さて、この結果の拡張や類似と
して、以下の関係式族を数値計算のデータから予想したので、それを以てこの稿を締めたい。

予想 11([3]). s, t 2: 2, m 2: 0に対して、 F(s;(t + 1韮({2}門） = F(t; (s + 1)直{2}門）．

m=Oの場合は定理 10そのものである。また m=1,2の場合、予想はそれぞれ、

F(s; (t + 1, 2)) + F(s; (2, t + 1)) = F(t; (s + 1, 2)) + F(t; (2, s + 1)) 

F(s; (t + 1, 2, 2)) + F(s; (2, t + 1, 2)) + F(s; (2, 2, t + 1)) = F(t; (s + 1, 2, 2)) + F(t; (2, s + 1, 2)) + F(t; (2, 2, s + 1)) 

となる。

予想 12([3]). s 2: 2, m, n 2: 0に対して、

O((s)w({2}m, 1, {2}n+l)) -O((s)w({2}叫1,{2}n+l)) 

＝悶苔t<(五゚I{2J', "'{2J叫b,(2)り一 9十凸゚((2)',"'(2j•+•, b, (2Ji)) 
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予想 13([3]). s :::-3, n :::-0に対して、

O((s)国{3}門） = L (-l)iO({l,2}i,a0, ... ,aj, {1,2}り
i+j+k=n 
i,j,k2'.0 

ao+…+a;=s+3j 
ao, …，a;-12'.2,a;2'.3 

+ L (-l)iO({l,2}i,1,ao, .. ,,aj,2,{1,2}り

予想 14([3]). s ?: 2に対して、

i+j+k=n-1 
i,j,k::>。

ao+…＋幻=s+3j
ao, …，a;::>2 

O((s)直1,1, 3)) -O((s)w(l, 4)) 

＝一区 O(a,b,2) +区 O(a,l,b) +区 O(a,b,3) 

a+b=s+3 
a2'.l,b2'.3 

予想 15([3]). s 2 2に対して、

a+b=s+4 
a2:2,b2:3 

O((s)直4,2))-O((s)直2,1, 1, 2)) 

＝区 O(a,b,2,2)一区 O(a,2,b,2)

a+b=s+2 a+b=s+2 
a2:1,b2:1 a2:2,b2:2 

a+b=s+2 
a2:2,b2:2 

ー L 0(2, a, 1, b)一 L O(a,b,1,2)+ L O(a,1,2,b) 
a+b~s+3 
a::0:2,b::0:2 

a+b~s+3 
a2:2,b2:3 

a+b~s+3 
a::0:2,b::0:2 

ー L O(a,b,2) +0(3,2,s + 1)-O(s + 1,2,3) 

a+b=s+4 
a2'.2,b2'.3 
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