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スケーリング変換のヤコビアンの正則化

無所属 (元信州大学) 浅田 明 (ASADA Akira)

Freelance Mathematician, (Formel$\cdot$ ; Sinsyu University)

概要

有限次元の場合と違って、無限次元では 変数のスケーリング変
換のヤコビアンは発散 (または 0) となるのが普通で 積分の計算
ができなくなる。 ここでは $\zeta$ 一正則化の手法を使って.. スケーリン
グ変換のヤコビアンを正則化する。応用として、 $D$ を正定値楕円形
微分作用素としたとき 経路積分 $\int\exp$ ( $-\pi$ ( $x,$ $D$x))Dx の値が $D$

のレイーシンガー行列式で与えられることの 正当化 と、 ヒルベ

ルト空間 (にデターミナン $\vdash 0$ バンドルを付け加えた空間) の球面
の正則化体積の計算を行う。経路積分にレイーシンガー行列式が表
れることの正当化は、以前 分数幕積分を用いて行ったが、 スケー
リング変換のヤコビアンの正則化として,、 もつと簡単 (自然) にで

きる。

1 Introduction
$D$ を正値楕円形偏微分作用素 $\lambda_{n}$ をその固有値; $De_{\mathrm{f}1,}.=\lambda_{\tau\iota}e_{n}$ , とすると
きガウス型経路積分は形式的には

$\int e^{-\pi(x,Dx)}\mathfrak{D}x$ $=$ $\lim_{narrow\infty}\int_{\infty}^{\infty}\cdot\cdot \mathrm{c}\int_{-\infty}^{\infty}e^{-\pi(\lambda_{1}x^{\frac{7}{1}}+\cdots\lambda_{n}x^{\frac{9}{n}}}.dx_{1}\mathrm{J}\cdot\cdot cfx_{n}$

$=$ $\lim_{narrow\infty}\frac{1}{\sqrt{\lambda_{1}\cdots\lambda_{n}}}=\frac{1}{\sqrt{det.D}}$

と計算されるが この式で det.Dはそのままでは意味がないので、Hawk-
ing によって $D$ のレイーシンガー行列式

det.D $=e^{-\zeta’(D,0)}$ , $\zeta(D, s)=\sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}^{-s}$ ,

を使う事が提案され 物理学者の間では広くみとめられている ([11])。 以

前その数学的正当化を分数幕積分を使って与えたが ([4])、 分数幕積分

は計算しにくいので、有限次元のガウス積分と同様 スケーリング変換の

ヤコビアンを使って計算てきれば、より実用的になる。 もちろん無限次元

では スケーリング変換の行列式は そのままでは定義できないので、正

則化が必要である。 この正則化を 以下に述べるように レイーシンガー

行列式の定義 $([1],[13],[15])$ と同じ考えで定義する ([5])。
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レイーシンガー行列式は

$\prod_{n=1}^{\infty}\lambda$7$\overline{n}^{S}|_{s=}$

O $=e^{tr(D^{-s}\log D)}|_{s=}$ O,

と書ける。 ただし $|_{s=0}$ は $s=0$ への解析接続を表す。 一般に 線形作用
素 $T$ が $T=e^{S}$ と書ければ $S=\log T$ と書いて

$det_{D}T=e^{t\tau(D^{-s}}.$
. s)

$|s=0,$

が存在するとき detDT を $T$ の $D$ にかんする正則化行列式と呼ぶ

( $[6],[14]$ 参照) $\circ$

$T$ がスケーリング変換 $T_{a}:T_{a}e_{n}=a_{n}e$n’ $a=(a_{1}, a_{2}, \ldots)$

のとき

$det_{D}T_{a}=e^{\Sigma\lambda_{\overline{n}}^{s}\log a_{1}}’|_{s=0}= \prod_{n=1}^{\infty}a_{n}^{\lambda_{\overline{n}}^{s}}|_{s=0}$ ,

だから $detDT_{a}=: \prod$n $a_{n}$ : となる。 ただし : $\Pi$n $a_{n}$ : は正則化無限積で
ある $([2])_{\text{。}}x_{n}$. を変数と考えたとき : $\Pi$n $x_{n}$ : は 各 $x_{n}$ について線形であ

る。 したがって、

$\frac{\partial^{N}}{\partial x_{i_{1}}\cdots\partial x_{i_{N}}}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n};=:\prod_{n\not\in\{i_{1},..,i_{N}\}}.x_{n}:$,

となるが、

$\lim_{Narrow\infty}\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}\prod_{n=1}^{\infty}x_{l\mathrm{I}}..$ : $(= \lim_{Narrow\infty} : \prod_{n=N+1}^{\infty}x_{n}:)$ ,

は 通常の意味では計算できない。 しかし 適当な関数空間上の弱微分と
しては

$\lim_{Narrow\infty}\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}$ : $\prod_{n-1}^{\infty}x_{n}:=1$ , (1)

が成立する ([5])。 これから $T_{a}^{*}f(x)=f(T_{a}x)$ としたとき

$\lim_{Narrow\infty}\int_{\mathrm{R}^{n}}|\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}x_{1}^{\lambda_{1}^{-s}}$ . . . $x_{N^{N}}^{\lambda^{-s}}|$ 7: $f(x)d^{N}x|_{s=0}$

$=$ $\lim_{Narrow\infty 7}4_{N}|$ : $\prod_{n=1}^{\infty}a_{n}$ : $|^{-1}f.(x)d^{N}x$ , (2)

となり $T_{a}$ (74ヤコビアンが : $\Pi_{n}|a_{?\iota}|:=|det_{D}T_{a}|$ と正貝 1J化される。 ただし

次のことが問題になる。
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(1). $f$ は (1) が成立する関数空間にぞくしているか ?
(2). : $\Pi$n $x_{n}$ : は $f$ の定義されている空間の変数に対して意味があるか ?

(1) につ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ては ( $\mathbb{R}^{n}$ ではなく $\mathbb{R}_{+}^{ll}=$ {(x1, . . . , $x\sim|x_{1}\geq 0,$ . , $x_{?}.,$. $\geq 0$ }
での積分の極限だが)

$\lim_{Narrow\infty}\int_{\mathrm{R}_{+}^{N}}(\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}.x_{1}^{\lambda_{1}^{-\epsilon}}\mathrm{j}\cdot\cdot x_{N^{N}}^{\lambda^{-3}})e^{-(x_{1}+\cdots+x_{N})}d^{N}x$

$\infty$

$=$ $\prod\Gamma(1+\lambda_{n}^{-s})$

$n=1$

であり $\log\Gamma(1+x)=-\gamma x+\Sigma_{m\geq 2}$ (-1)m$\zeta(m)/mx^{\prime rll}$ だから ([9])

1Og $\prod_{n=1}^{\infty}\gamma(1+\lambda_{n}^{-s})=-\gamma\zeta$ (D, $s$ ) $+ \sum_{m=2}^{\infty}(-1)^{m}\frac{\zeta(m)}{m}\zeta$(D, $ms$),

となって、 右半平面の実軸と虚軸に接しない道 $\gamma(s):\gamma(0)=0$ に沿って解
析接続すれば

$N1? \int_{\mathrm{R}_{+}^{N}}(\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\lrcorner\cdot\cdot\partial x_{N}}x_{1}^{\lambda_{1}^{-s}}, . .x_{N^{N}}^{\lambda^{-s}})e^{-(x_{1}+\cdots+x_{N})}d^{N}x|_{s=0}=1$,

となり $f$ が $\mathbb{R}_{+}^{n}$ でソボレフ $1- L^{1}$ の関数であれば $f\exp$ ( $-\Sigma_{n\iota\geq n+1}x$m) に
対して (1) が成立する。 $\exp(-\pi\sum x_{n}^{2})$ にたいしても同様の計算ができる
から、 かなりの関数に対して.. (2) が適用できる。 ただし解析接続の道と
して実軸は取れないから 「積分」 としては 「架空」 の感じがするのは否定
できない。

(2) については 関数空間としてヒルベルト空間 $H$ を考えるのは適切で
なく $H$ を少し拡張した空間で考えなければならない ([3],[4])。 この拡張
された空間は ほぼ $H$ にデターミナント = バンドルを付け加えた空間で

ある ([3])。

$\exp(-\pi$ ( $\Sigma_{n}x$D) を含む空間の上の弱微分として (1) が成立するから

$\int$ $e-\pi$(x,Dx)
$\prime Dx=\frac{1}{\sqrt{det\cdot D}}$ ,

が (2) から得られる。 また 極座標を使って、計算すれば 「球面」 の

正則化体積要素

: $d^{\infty} \omega:=\prod_{n=1}^{\infty}\sin\theta$,,d$\theta_{n}$ , : $d^{\infty}x:=r^{\nu-1}dr$ : $d^{\infty}\omega$ :,
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が導かれる ([4])。 ただし $\nu=\zeta(D, 0)$ である。 またこの場合 球面は $H$

ではなく $H$ の極座標で 現れる緯度変数をすべて独立と考えた空間 $(H$

より 1 次元高い空間) の球面 $\hat{S}^{\infty}$ としなければならない。 その場合 上

の「体積要素」 による (単位球面) の正則化 「体積」 は

$\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(\hat{S}^{\infty})=\frac{2\pi^{\nu/2}}{\Gamma(\frac{\nu}{2})}$ ,

となる。

本稿の概要は次のとおりである。 レイーシンガー行列式 $([1],[4],[13],[15])$

と正則化行列式を 2節で、 3節で正則化無限積 $([\underline{9}],[4])$ を説明する。 正則

化無限積の弱微分は 4節で計算される ([5])。 ヤコビアンの計算は全空間
(5節), 「立方体」 (6節) で行われる ([5])。 これらの計算は正則化因子

$\lim_{narrow\infty}\frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{1^{1}}^{\mu^{\mathrm{S}}})\cdot\cdot x_{n}^{\mu_{n}^{S}}|_{s=\mathrm{t}’}$ ,

を利用して行われる。 7節ではヒルベルト空間の極座標について説明す
る。 ヒルベルト空間は最後の座標がないので、経度がなく 緯度も独立で

はない。緯度をすべて独立になるよう空間を拡張すれば 1-次元あがる。こ

の付け加えられた次元は デターミナント. バンドル (のファイバー) 的

なものである ([3])。 これを付け加えることによって 拡張された空間の

球面にたいして正則化体積要素と正則化体積が 8節で求められる。

2 レイーシンガー行列式と正則化行列式

$D$ がコンパクト多様体の上で定義された楕円形偏微分作用素のとき、 そ

のスペクトラル $\zeta$ 一関数 $\zeta(D, s)=tr(D^{-s})=\sum_{?1r}\lambda_{7\iota}^{-s}$ は $s=0$ で正則に

なり $D$ のレイーシンガー行列式 det.D は

det.D $=e^{-\zeta’(D,s)}|_{s=}0$ $= \prod_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}^{\lambda_{\overline{n}}^{s}}|_{s=0}$ ,

で定義される $([13])_{\text{。}}D$ が正定値でなければ $\lambda_{n}^{-s}$ は \lambda 。の偏角のとり方
に関係するから $((D, s)$ は一意ではない。 したがってそのレイーシンガー

行列式も一意には決まらない。 固有値に無関係に偏角が取れるとき そ

の角を Agmon angle $\theta$ といい 一般の楕円形微分作用素につ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ては $\theta$ に

関係して $\zeta-$関数や レイーシンガー行列式が決まる。 $D$ 力相己共役のと

きは

((D, $s$ )
$=. \sum_{\lambda_{1}>0}\lambda_{n}^{-s}+$ $(-1)^{s} \cdot\sum_{\lambda_{n}<0}|\lambda_{n}|^{-s}$

,
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と書 $\#\mathrm{y}$ば、 $-1=\exp(\pi i)$ とするか $-1=\exp(-\pi i)$ とするかによって

$\zeta(D, s)$ は 2 種類ある ([1])。 前者を $\zeta_{+}(D, s)$ , 後者を $(_{-} (D, s)$ と書く。 $D$

の $\eta-$関数

$\eta$ (D, $s$ )
$= \sum_{n}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\lambda_{n})|\lambda_{n}|^{-s}=\sum_{\lambda_{n}>0}\lambda_{n}^{-s}-\sum_{\lambda_{n}<0}|\lambda_{n}|^{-s}$

,

を ($\mathrm{E}$ うと

$( \pm(D, s)=\frac{\zeta(|D|,s)\pm\eta(D,s)}{2}$ , $\zeta$ ( $|$ D $|$ , $s$ ) $=\eta$ (D2, $\frac{s}{2}$ ),

である。 $\nu=\zeta(|D|, 0)$ , $\nu\pm=\zeta\pm(D, 0)$ とおけば

$det(D)=(-1)^{\nu-}det\cdot|$D $|$ , $det\cdot|$D $|=det\cdot D+\cdot det\cdot D_{-}$ , (3)

$D \pm=\frac{|D|+D}{2}$ ,

となる。 したがって ([1], [15])

定理 $D$ が自己共役のとき det.D が一意的にきまること,. det.D が実数
になること および $\nu_{-}$ が整数になること は同値である。

レイーシンガー行列式の定義は det.D $=\exp(t’r(D^{-s}\log D))|_{s=0}$ と書け

るので、 一般に $T=\exp(S)$ となるとき $T$ の ( $D$ に関する) 正則化行列

式を

$det_{D}T=e^{tr(D^{-s}S)}|_{s=0}$ ,

で定義する ( $S$ は一意的でないから一般には一意的ではない)。

注意 $D$ が正でないが自己共役なとき

$D^{-S}=D_{+}^{-s}+(-1)^{-s}|$D$|-s,$
$e^{-i\pi s}-e^{\pi s}=-2i\sin\pi$ s,

だから detDT の定義は $D^{-s}$ のとり方には関係しな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\mathrm{o}}$

$D$ の固有関数を $e_{n}$ : $De_{n}=\lambda_{n}e$n とし、 $T_{x},$ $x$ =(x1, $x_{2},$ $\ldots$ ) を $T_{x}e_{n}=$

$x_{n}e_{n},$ $x$ =(x1, $x_{2},$ $\ldots$ ) で定めれば

$det_{D}T_{x}= \prod_{n=1}^{\infty}x_{n}^{\lambda_{\overline{n}}^{s}}|_{s=0}$ ,

だから以前に定義した 正則化無限積 : $\Pi$n $x_{n}:$
. になる。 $x\text{。}$ >0 で無けれ

ば正則化無限積 : $\prod$

n $x_{n}$ : は かならすしも一意的に決まらないが、

$|$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}$ : $|=: \prod_{n=1}^{\infty}|$ x$n|$ :,
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が成立する。 また $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots$ で張られるヒルベルト空間 $H$ では $T_{j}.’$

’ はス

ケーリング変換である。

例 1 $T=tI_{?}t>0;I$は恒等作用素であれば: $\prod_{?\mathrm{z}}t:=t^{\zeta(D,s)}|_{s=0}=t^{\nu}$

だから $det_{D}tI=t^{\nu}$ , また

$det_{D}(T_{1}.T_{2})=det_{D}T_{1}\cdot det_{D}T_{2}$ , if $T_{1}T_{2}=T_{2}T_{1}$ ,

だから $tT=tI\cdot T$ により

$det_{D}(tT)=t^{\nu}det_{D}T$ ,

である。

例 2 $(Te_{n}, e_{l}.,)=x_{n},$ (S $e_{n},$ $e_{n}$ ) $=\log x$n であれば $t^{\gamma}\cdot(D^{-s}S)=$

$\sum\lambda_{n}\log x,$ , だから

$det_{D}T=: \prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:$ ,

である。 特に

$T=T_{x}$. $+N$, $oT_{e}N=NT_{x}.$ , $\lim_{narrow\infty}||$ N$n||"=0$ ,

であれば $det_{D}T=det_{D}T_{x}=: \prod$n $x_{n}$ : である。

注意 $x\not\in H$ であっても $oT_{e}$ は ( $H$ の中で定義された作用素) として

定義できる。 たとえば $x_{n}=\lambda_{n}$ であれば $T_{x}=D$ だから $T_{x}$ の定義域は $D$

.の定義域と一致し、 $H$ ではない。

以下では $D$ の変わりに $G=D^{-1}$ , \mu 7、 $=\lambda_{n}^{-1}$ を使い detDT を detcT
とも書く。 このときは

: $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:=,\prod_{\prime 1,=1}^{\infty}x_{7l}^{/\iota_{1}^{s}}’|_{s=0}$

である。 また $\zeta(D, s)$ の代わりに $\zeta(G, s^{)})=tr(G^{s})(=\zeta(D, s))$ を使う $\text{。}$

注意 $T=e^{S}$ なら $P^{-1}TP=e^{P^{-1}SP},$ $tr$ (Gs, $P^{-1}SP$) $=tr(P^{-1}G^{s}P, S)$

だがら

$det_{G}(P^{-1}TP)=det_{P^{-1}GP}T$,

が成立する。 特に $PG=GP$ であれば $detc(P^{-1}TP)=detcT$ である。
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3 正則化無限積

$\{H, G\}$ をヒルベルト空間 $H$ とその上の非退化で正の Schatten class
作用素 $G$ で その $\zeta-$関数 $\zeta(G, s)=t_{7}\cdot(G^{s})$ が $s=0$ で 正則なものと
の組とする。 $G$ の固有値とそれに属する正規化された固有関数を $\mu_{n},$ $e_{\tau \mathrm{z}}$ :
$Ge_{?l}$. $=l\iota ner\iota_{j},\mu 1\geq\mu 2\geq$ . $\llcorner>0$ , とし $H$ の完備正規直交系は $\{e_{n}\}$ に固
定する。 また $x\in H$ の座標は $x=$ $(x_{1},$ $x$ 2, . . . $)\rangle$ x=\Sigma 7、$x_{n}e_{n}$ とする。

例 $X$ をコンパクト リーマン多様体 $E$ をその上のベクトル = バンド

ルとし、 $D$ を $E$ の切断に働く 非退化自己共役 楕円形 (擬) 微分作用素
とする。 If を $E$ の (二乗可積分な) 切断の作るヒルベルト空間、 $G$ を

$D$ のグリーン作用素とすると $\{H, G\}$ が 上記の組の例になる ([10])。

注意 この組は Connes の spectrml triple と良く似ているが、 spec-
tral triple ほどの一般性は無い。 しかし より具体的である ([4],[7])。

$\{H, G\}$ は 次のような (不変) 量をもっ。

1. 正則化次元 : $\nu=\zeta(G, 0)$ .
2. $d:\zeta(G, .\backslash ’)$ の最初の極の位置.
3 $\cdot$ $det,.G,$ ( ( $G’,$ $-$ d/2).

定義から $\sum\mu_{n}^{c}.e_{n}\in H,$ $c>d/2,$ $\mu_{?l}e_{n}d/2\not\in H$ である。 3番目の det.G
や $\zeta(G, -d/2)$ は意味が不明確だが、 $H=L^{2}$ (X) のとき

$d= \frac{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\cdot X}{m}$ , $m=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\cdot D$ ,

だから占ま $H$ が 番次元空間上の関数空間 に近いことをあらわす。

$H$ のノルムを $||||$ とし $x\in H$ の $k-$ソボレフ ノルムを

$||$ x$||k=||G-k$x $||$ , $(4)$

で導入する。 また このノルムと $H$ から作られたソボレフ空間を $W^{k}$ と
する。 $W^{k}$ の完備正規直交系は $\{e_{n,k}\},$ $e_{n,k}=\mu_{n}^{k}e$n であたえられ 正則化
次元は $H$ と同じ $\nu$ である。

$e_{\infty}= \sum_{r\iota=1}^{\infty}\mu$ :/2 $e$n’ $e_{\infty,k}= \sum_{71,=1}^{\infty}\mu_{n}^{d/2}e_{n},k=\sum_{7\iota=1}^{\infty}\mu l+d/2e_{n}$,

とおけば

$(^{\lrcorner},\infty\not\in H,$ $e_{\infty}\in W^{k},$ $k<0$ , $e_{\infty,k}\not\in W^{k},$ $e_{\infty},’\in W^{l},$ $l<k$ , (5)

である。 集合として $W^{k}\subset W^{l},$ $k$ >l だが

$H^{-}= \bigcap_{l<0}W^{l},$ $W^{k-0}=\cap W^{l}l<k$ ’ $H^{+}= \bigcup_{l>0}W^{l},$ $W^{k+0}=\cup.Wl>k$
l, (6)
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とおけば $e\infty\in H^{-},$ $e\infty,’\in W^{k-0}$ だから $H\subseteq H^{-},$$W^{k\subset}W^{k}\neq\neq$ -0 である。

位相を考えに入れたとき $(H^{-})\mathrm{f}=H^{+},$ (W$k-0$ ) $\dagger=\forall V^{k}$+0 であるが、以下

では $H_{:}^{+}$ Wゞ+0 は使わない。

定義 空間 $H^{-}$ ( $f$inite), $H^{-}(\mathrm{O})$ を

$H^{-}(fi^{t}rl’ite)$ $=$ { $x= \sum_{rx=1}^{\infty}x$n $e_{r\iota} \in H^{-}|\lim_{narrow\infty}$ $\mu_{?1}^{-}$”x。exists}, (7)

$H^{-}(0)$ $=$ { $x= \sum_{?\gamma=1}^{\infty}x_{n}e_{7l}\in H^{-}|\lim_{narrow\infty}\mu_{n}^{-}d/2x$ ,$x^{=0\}}$
’ (8)

で定義する。 同様に $W^{k-0}$ (f.inite), $W^{k-0}(0)$ も定義される。

定義から $x\in H^{-}$ のとき $\lim_{narrow\infty}\mu_{n}^{-d/2}x_{n}=t$ とおけば

’z $=y+te_{\infty},$ $y\in H^{=}(0)$ , $y= \sum_{n-1}^{\infty}y_{n}e_{n},$
$y_{ll}’=x_{n}-t\mu_{n}^{d/2}$ ,

である。 同様に $x\in W^{k-0}$ (finite) なら $x=y+te_{\infty,k},$ $y$ \in W$k-0(0)$ と一

意的にかける。 したがって

$H^{-}(f\prime inite)=H^{-}(0)\oplus \mathbb{R}e_{\infty}$ , $W^{k-0}$ (finite) $=W^{k-0}(0)\oplus \mathbb{R}e_{\infty,k},$ $(9)$

である。位相空間として $H^{-}(0)$ は $H^{-}$ の部分空間と考えるが、 $H^{-}(f.i^{\prime r\iota\prime}ite)$

は $H^{-}(0)$ と $\mathbb{R}$ の積空間と考える。
$x=y+tc_{\infty}’\in H^{-}$ ( $fi$nite) とし、 $t\neq 0$ とすれば $x_{n}=y_{n}+t\mu_{n}^{d/2}$ の正

則化無限積 : $\prod$

n $x_{n}$ : は

$\prod_{?\iota=1}^{\infty}(y,\iota$

$=$
$t^{\zeta(G,s)}$

$( \prod_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\mu_{n}^{\epsilon}})$

d/2
$\prod_{n-1}^{\infty}(1+\frac{y_{n}}{t^{\mu_{n}^{d/2}}})\mu$

; ,

だから $\Pi_{n}(1+y_{n}/(t\mu_{n}^{d/2})$ が収束すれば存在し

: $\prod_{/\iota=1}^{\infty}x_{n}:=t^{\nu}(det\cdot G)^{d/2}\prod_{n=1}^{\infty}(1+\frac{y_{n}}{t\mu_{n}^{d/2}})^{/\iota_{\iota}^{b}}’.|_{s=}0,$ (10)

となる。 同様に $x=y+te_{\infty,k}\in W^{k-0}$ ($fi$nite), $t\neq 0$ であれば $x=$

$\sum x_{\iota},e_{\iota,k},,=\sum x_{n}\mu_{ll}^{k}.e_{n}=\sum_{n}x$n,k $e_{n},$ $\sum$n $x_{n}e_{n}\in H^{-}$ (f.inite) だから $\text{、}$

: $\prod_{\mathrm{n}-1}^{\infty}x_{n,k}:=(det\cdot G)^{k}$ : $\prod_{ll=1}^{\infty}x_{n}:$ , (11)
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である。 よって $H^{-}$ ( $fi$nite) や $w^{k-0}$ (finite) では その稠密な部分集合の
元にたいして $\llcorner$. 正則化無限積が定義できる。 なお $t>0$ で無ければ $\nu$ が整
数でないとき正則化無限積は $t$ の偏角の選び方に関係し、必ずしも一意で
はない。

定理 正則化無限積は 各変数 $x_{n}$ について線形で すべての $n$ につい

て $x_{?\iota}>0$ なら : $\Pi$n $x_{n}:>0$ , また

$|$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}$ : $|=: \prod_{n=1}^{\infty}|$ x$n|$ :, (12)

が成立する。

注意 $x=\Sigma x_{rl}e,,$ $\in H\cap H^{-}$ ( $fi$nite) のとき: $\Pi$n $x_{n}$ : は存在しないが、
$\nu>0$ であれば : $\Pi$,, $x_{n}:=0$ として良い。

$\Pi_{n}(tx_{n})^{\mu_{n}^{s}}’=t^{\zeta(G,s)}\Pi$, $x_{n}$ だから

: $\prod_{n=1}^{\infty}tx_{n}:=$ $t^{\nu}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:$ ,

である。 また各 $x_{r\iota}$ が実数で 有限個 ($p$個) を除いて $x_{n}<0$ であれば

: $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:=(-1)^{\nu-p}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}|x_{n}|:$ ,

となる。 したがって $\nu$ が整数でなければ : $\Pi_{\iota},x_{?\iota}$ : は一価ではない。

4 正則化無限積の弱微分

正則化無限積は各変数について 線形だから

$. \frac{\partial^{N}}{\partial x_{i_{1}},1\cdot\cdot\partial x_{i_{N}}}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:=:\prod_{j\not\in\{i_{1},\ldots,\prime i_{N}\}}x_{j}$ :

と思える。 したがって

$\lim_{Narrow\infty}\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{?\iota}:=1$ (13)

が成立する事が期待されるが、微分を通常の意味とするとこの極限は計算
できない。 この節では 適当な弱微分の意味でこれが成立することを示す
([5], [12] 参照)。
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ダ $|$」 1 $\int_{0}^{\infty}\frac{d}{dx}.x$
c

$e^{-x}‘ d\prime x=\Gamma(1+c)$ だから

$\lim_{Narrow\infty}\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}(\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}x_{1}^{\mu_{1}^{S}}\cdots x_{n}^{\mu_{n}^{s}})e^{-(x_{1}+\cdots+x_{N})}d$x1. . $dx_{N}$

$=$
$\prod\Gamma(1+\mu_{n}^{s})\infty$ ,

$r\iota=1$

である。 $\log(\Gamma(1+x))=-\gamma x+\Sigma_{m\geq 2}(-1)^{m}(\zeta(m)/m)x$
m だから

$\sum_{r\iota=1}^{\infty}\log(\Gamma(1+\mu_{n}^{s}))=-\gamma\zeta(G, s)+\sum_{m\geq 2}(-1)^{\tau\prime 1}’\frac{\zeta(m)}{m}((G, ms)$,

となる。 したがって、, $\Pi_{n}\Gamma(1+\mu_{n}^{s})$ は 右半平面 $\{7.|\Re z>0\}$ に解析接続
され 特異点は実軸の上で 0 に集積する。 これから $s$ が右半平面の中の区
分的に滑らかで、実軸と虚軸に接しない道に沿って、 0 に近づけば

$\lim_{sarrow 0_{n}}\prod_{=1}^{\infty}\Gamma(1+\mu_{n}^{s})=1$, (14)

となる。 よって

$\lim_{Narrow\infty}\int_{\mathrm{R}}$J$\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}x_{1}^{\mu}$
f, .. $x_{N^{N}}^{\mu^{S}}$ ) $e^{-x_{1}-\cdots-x_{N}}d^{N}x|_{s=0}$

$=1$ , $s=\gamma$(t), $\gamma(0)=0$ , (15)

となる。 但し $\gamma$ は 右半平面の実軸 および虚軸に接しない道である。
有限変数の関数にたいしては $f$ が適当な可積分条件を満たせば

$sarrow 01\mathrm{i}\mathrm{n}1$ $/+N$ ( $\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}x$pH. . $x_{N^{N}}^{\mu^{S}}$ ) $f(x_{1}, \cdot\cdot \mathrm{c}, xN)d^{N}x$

$=$ $f_{\mathbb{R}^{N}}f(x_{1}, \cdots, x_{N})d^{N}x$, $(1(\mathrm{j},)$

だから、 (15) によって正成分の無限次元ベクトルの作る空間 $\mathbb{R}_{+}^{\mathit{7}1}$’の上のソ

ボレフ $L^{1}$ 型の関数空間を $L^{1,1}(\mathbb{R}_{+}^{n}),$ $L^{1,1}(\mathbb{R}_{+}^{\infty})$ を

$\bigcup_{n=1}^{\infty}\{f(x_{1}, \ldots, x_{n})e^{-\Sigma_{m>n}x_{m}}|f\in L^{1,1}(\mathbb{R}_{+}^{n})\}$ ,

のソボレフ $(1, 1)$-型完備化とすれば $L^{1,1}(\mathbb{R}_{+}^{\infty})$ 上の弱微分として (1) が

成立する。
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ィ列 2 $\int_{-\infty}^{\infty}|\frac{d}{dx}.x^{\mathrm{c}}|f(x)dx=\int_{0}^{\infty}(\frac{d}{dx}f)f(x.)dx+\int_{-\infty}^{0}(\frac{d}{rfx}|x|^{c})f(2;)dx$ と

すれば

$\int_{-\infty}^{\infty}|\frac{d}{dx}$ x$c|e-\pi x_{dx=2\pi^{-\mathrm{C}/2}\Gamma(1+\frac{c}{2})}^{2}$

である。 e-\pi \Sigma .\sim 可は各変数について 偶関数だがら

$\int_{\mathbb{R}^{N}}|\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}x_{1^{1}}^{\mu^{s}}|$ . $.x_{N^{N}}^{\mu^{s}}|e^{-\pi(x_{1}^{2}+\cdots+x_{N}^{2}}d^{N}x|_{s=0}$.

$=$
$\int_{\mathrm{R}_{+}^{N}}$

$( \frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}(2x_{1})^{\mu_{1}^{s}} . . (2x_{N})^{\mu_{N}^{s}})e^{-\pi(x_{1}^{2}+\cdots+x_{N}^{2})}d^{N}x|_{s=0}$,

とすれば

$\lim_{Narrow\infty}\int_{\mathrm{R}^{N}}|\frac{\partial^{N}}{\partial X_{1}\cdots\partial x_{N}}x_{1^{1}}^{\mu^{S}}\mathrm{I}\cdot\cdot x_{N^{N}}^{\mu^{s}}|e^{-\pi(x^{\frac{9}{1}}\cdot\circ\circ x_{N}^{2})}"" d^{N}x|_{s=0}$

$=$ $\prod_{1\prime\iota=1}^{\infty}\frac{2^{\mu_{n}^{S}}\Gamma(1+\mu_{n}^{s}/2)}{\pi^{\mu_{n}^{s}/2}}|_{s=0}$ ,

となる。 例 1 と同様に

$\sum_{n=1}^{\infty}\log(\frac{2^{\mu_{n}^{S}}\Gamma(1+\mu_{n}^{s}/2}{\pi^{\mu_{n}^{s}/2}}$

$=$ $( \log 2-\frac{\pi}{2}-\gamma)((G, s)+\sum_{n=2}^{\infty}(-1)^{n}\frac{\zeta(n)}{n}\zeta$ (G, $\frac{n}{2}$ s),

だから $\prod_{n}(2^{\mu_{n}^{s}}\Gamma(1+\mu_{n}^{s}/2))/\pi^{\mu_{n}^{s}}$ は 右半平面に解析接続可能である。 ま
た $(2\Gamma(1+1/2))/(\sqrt{\pi})=1$ だからアーベルの連続性定理により $\gamma$ が右半
平面の実軸・虚軸に接しない道で $\gamma(0)=0$ のとき $s=\gamma(t)$ であれば

$\lim_{Narrow\infty}\int_{\mathrm{R}^{N}}|\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdot\cdot\partial x_{N}}x_{1}^{\mu}"\cdot\cdot x_{N^{N}}^{\mu^{S}}|e^{-\pi(x_{1}^{2}+\cdots+x_{N}^{2})}d^{N}x|_{s=0}=1$ , (17)

となる。 よって $W^{1}(\mathbb{R}^{\infty})$ を

$\infty$

$\cup\{f\cdot(x_{1}, \cdots, x_{n})e^{-\pi\Sigma_{m>n}x_{n1}^{2}}|f\in W^{1}(\mathbb{R}^{7l}’)\}$,
$n=1$

の ソボ ‘レフ 1 型完備化とすれば、 $W^{1}(\mathbb{R}^{\infty})$ の双対空間の元としての弱
微分として、 (1) が成立する。

注意 $\int_{-\infty}^{\infty}e$\prec dxn を $\int_{0}^{\infty}2^{\mu_{n}^{s}}e^{-\pi oe_{n}^{2}}dx_{n}|_{s=0}$ と正貝 1化するのは人

工的だが 「立方体」上の積分の極限と考えれば ある程度の正当化が可能
である。
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5 スケーリング変換のヤコビアンの正則化

H、 あるいは $W^{k-0}$ (finite) 上の関数 $f$ に対し $T_{a}^{*}f$ を

$T_{a}^{*}f(x)=f.(T_{a}x)$ , $a=$ ( $a_{1}$ , a2, . . . ), $T_{a}x=(a_{1}x_{1}, a_{2}x_{2}, \ldots)$ , (18)

で定義する。

注意 $a\in H$ は仮定しない。 したがって $T_{a}$ の定義域 (像) は必ずし
も $H$ ではない。 例えば $a_{n}$ $=\lambda_{n}$ であれば $T_{a}$ の定義域は ( $H$ の部分集合
としての) $W^{1}$ になる (あるいは $H$ から $W^{-1}$ への写像)

。

以下 $\lim_{narrow\infty}\int_{\mathrm{R}^{n}}$ f♂x が存在するとする ( $f\in W^{1}$ (R勺とする) $\circ$

$\int_{-\infty}^{\infty}cx^{c-1}f(ax)dx=\int_{-\infty}^{\infty}|a|^{\mathrm{c}}cy^{c-1}f(y)dy$ , $y=ax$ ,

だから $f$ が例 2 で使われた関数空間に属してぃれば

$\lim_{narrow\infty}|7_{\mathbb{R}^{n}}\frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{1^{1}}^{\mu^{l}}\cdots x_{n}^{\mu_{h}^{l}}|$I:$fd^{n}x$

$=$ $\lim_{r\iotaarrow\infty}\int_{\mathrm{R}^{n}}|$ al $|^{-\mu_{1}^{s}} \cdots|a_{n}|^{-\mu_{n}^{\theta}}|\frac{\partial^{n}}{\partial y_{1}\cdots\partial y_{n}}y$r$s1|\cdot\cdot y_{n}^{\mu_{n}^{S}}|$ f $(y)d^{?\iota}y$ ,

となる。 これから : $\mathrm{I}$

n $a_{n}$ : が存在すれば

$\lim_{narrow\infty}$ / $n| \frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdot\cdot\partial x_{n}}x_{1}^{\mu}’\cdots x_{n}^{\mu_{n}^{\epsilon}}|T_{a}^{*}fdx^{n}|_{s=0}$

$=$ $\lim_{\gamma\gammaarrow\infty}\int_{\mathrm{R}^{n}}|$ : $\prod_{n=1}^{\infty}a_{n}$ : $|^{-1}fdx^{n}$ , $(1^{\mathrm{t}}\mathrm{J})$

である。 この式からスケーリング変換 $T_{a}$ のヤコビアンは : $\Pi$,, $a_{n}$ : と正則
化されたことになる。 また特に

$\lim_{narrow\infty}$ / $n| \frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{1}^{\mu_{1}^{s}}$ . . $x_{n}^{\mu_{n}^{s}}|e^{-\pi(x,Dx)}ff^{l}x|_{s=0}= \frac{1}{\sqrt{det\cdot D}}$ , $(2())$

となる。 この式はガウス型経路積分の値がレイーシンガー行列式に正則化
される解析接続の方法を与えている と解釈できる。

注意 $x\in H$ であれば : $\prod$

n $x_{n}:=0$ だから この計算に意味をつけるに
は 積分を $H^{-}$ (finite) の上で考えた と解釈する必要がある。

$e^{-\pi}$ \Sigma n2火は $H^{-}$ ( $fi$nite) の上では定義されて $\mathrm{A}\backslash$ オ $\mathrm{A}\mathrm{a}$が、 $x\not\in H$ であ才し

ぱ $\sum_{n}x_{n}^{2}=\infty$ だから $H^{-}$ ( $fi$nite) で

$e^{-\pi\Sigma_{n=1}^{\infty}x_{n}^{2}}=\{$

$e^{-\pi||x||^{2}}$ $x\in H^{-}$ (finite)\cap H

0 $x\in H^{-}$ (finite)\H
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と定義できる。同様に $e^{-\pi(x,Dx)}$ も本来の定義域 $W^{1/2}$ から定義域を拡張し

て $W^{1/2-0}$ (finite) の上の関数にできる。 したがって上の注意から (20) は

$\int_{W^{1/2-0(f^{inite})}}e^{-\pi(x,Dx)}Dx=\frac{1}{\sqrt{det\cdot D}}$ , (21)

と解釈できる。

注意 $\int_{-\infty}^{\infty}e$\prec dxn を $\int_{0}^{\infty}2^{\mu_{n}^{\epsilon}}e^{-\pi x_{n}^{2}}dx_{n}|_{s=0}$ と正貝|」化するのを正当化

するには 積分の場所を $W^{k-0}$ (finite), $k<-d/2$ としたほうがよ $\mathrm{A}\mathrm{a}(6^{1}$
.

節末の注意 2 参照)
。

$1 \mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{n}_{?\iotaarrow\infty}\int_{\mathbb{R}_{+}^{n}}f$ (x)dnx が存在するときも ( $f\in L^{1,1}(\mathbb{R}_{+}^{\infty})$ のときも) $a>>$

$0,\cdot$ $a_{1}>0,$ $a_{2}>0,$ $\ldots$ であれぱ $yn=a_{n}x_{n}$ として

$n1$r$\infty$ \sim Cn $( \frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{\mathrm{l}^{1}}^{\mu^{\mathrm{g}}}\cdots x_{n}^{\mu_{n}^{s}}.)T_{a}^{*}f(x)d^{n}x$

$=$ $\lim_{?larrow\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}a_{1}^{-\mu_{1}^{s}}+\cdot$
. . $a_{n}^{-\mu_{n}^{s}}$ $( \frac{\partial^{n}}{\partial^{y_{1}}\cdots\partial^{y_{n}}}y_{1}^{\mu_{1}^{S}} . .y_{71}^{\mu_{n}^{S}})f(y)d^{n}y$,

となるから : $\Pi$n $a_{n}$ : が存在すれば

$\lim_{narrow\infty}\int_{\mathrm{n}_{+}^{n}}$
$( \frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{1^{1}}^{\mu^{s}}. .x_{n}^{\mu_{n}^{S}})T_{a}^{\#}f(x)d^{n}x|_{s=0}$

$=$ $\lim_{narrow\infty}\int_{\mathrm{R}_{+}^{n}}(:\prod_{n=1}^{\infty}a_{n}:)^{-1}f(x)d^{n}x$, (22)

である。 (19), (22) から

定理 $W^{1}(\mathbb{R}^{\infty})$ または $l^{1,1}(\mathbb{R}_{+}^{\infty})$ の元に対する積分では、 スケーリン

グ変換 $T_{a}$ のヤコビアンは

$det_{G}T_{a}=: \prod_{n=1}^{\infty}a_{n}:$ , (23)

と正則化される。

注意 (22) も積分は $H_{+}=\{x\in H|x=(x_{1}, x_{2}, \ldots)\gg 0\}$ では無く

$H^{-}$ (finite)+={ $x\in H^{-}$ (finite)|x\gg 0} で行われていると解釈すべき

である。
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6 「立法 $1\mathrm{T}$」 での積分

$a\in H^{-}(fin’ite),$ $a>>0$ のとき $H^{-}$ ( $fi$nite), $H^{-}(finite)_{+}$ での 「立方

体」 $Q(a),$ $Q(a, +)$ を

$Q(a)$ $=$ $\{x=(x_{1}, x_{2}, . . . )\in H^{-}(finite)||x_{n}|\leq a_{n}\}$ , (24)

$Q(a,$ $+)$ $=$ {$x=(x_{1}$ , x2, . . . )\in H-(finite)+|0\leq xn\leq a。}, (25)

で定義する。 また

$Q(a, n)$ $=$ {$x=(x_{1},$ . . $\mathrm{t}$ , $x_{n})||x_{1}|\leq a_{1},$ $\ldots$ , $|$ x$n|\leq a_{n}$ }, (26)

$Q$ (a, $n,$ $+$ ) $=$ {x=(xl, . . 、’
$x_{n})|0\leq x_{1}\leq a_{1\mathrm{l}}\cdots$ 0\leq x。 $\leq a_{n}$ },$(27)$

とおく。 $b>>0$ ; $b$ =(b1, $b_{2},$
$\ldots$ ) のとき

a $b=(a_{1}b_{1}, a_{2}b_{2}, \ldots)$ , $b^{(-1)}=(b_{1}^{-1}, b_{2}^{-1}, \ldots)$ , (28)

と書くことにする。同様に $a\in W^{k}$-0(finite) であれば $W^{k-0}$ (finite) の立

体 $Q$ (a), $Q(a,$ $+)$ も定義される。 特に $\epsilon=(1,1, \ldots)\in W^{-1/2-0}$ (finite)

だから $Q$ (\epsilon ), $Q(\epsilon,$ $+)$ が $W^{1/2-0}$ (flnite) の部分集合として定義される。
$Q(\epsilon,$ $+)$ の上の定数関数 1 については

$\lim_{narrow\infty}\int_{Q(\epsilon,n,+)}1d^{n}x=\lim_{narrow\infty}\prod_{n}1=1$ ,

となる。 他方 $Q$ (\epsilon ) 上では定数関数 1 の積分は

$\lim_{r\iotaarrow\infty}\int_{0}^{1}2^{\mu_{1}^{S}}dx_{1}\cdot\cdot\uparrow\int_{0}^{1}2^{\mu_{n}^{\delta}}dx_{n}|_{s=0}=\prod_{n=1}^{\infty}2^{\mu_{n}^{S}}|_{s=0}=2^{\zeta(G,s)}|_{s=0}=2^{\nu}$ ,

と正貝 1化する。 一般に $t\epsilon=$ $(t,$ $t$ , . . . $)$ , $t>0$ として、 $Q(t\epsilon, +)$ , $Q(t\epsilon)$ での

定数関数 1 の積分は

$\lim_{narrow\infty}\int_{0}^{1}t^{\mu_{1}^{\delta}}dx_{1}\cdot\cdot \mathrm{t}\int_{0}^{1}t^{\mu_{n}^{S}}dx_{n}|_{s=0}=t^{\zeta(G,s)}|_{s=}0$
$=t^{\nu}$ , (29)

$?Jarrow \mathrm{i}$\sim
$\infty\int_{0}^{1}(2t)^{\mu_{1}^{s}}dx_{1}d\cdot\cdot\int_{0}^{1}(2t)^{\mu_{n}^{\epsilon}}dx_{n}|_{s=0}=(2t)^{\nu}$, (30)

と正則化する。

(28) により $f$ が $Q(b)(Q(b,$ $+))$ で定義されていれば $T_{a}^{*}f$ は $Q(a^{(-1)}\cdot b)$

$(Q(a^{(-1)}\cdot b, +))$ で定義される。

$\lim_{narrow\infty}\int_{Q(a,n)}f(x)d^{n}x$ $=$ $\int_{Q(a)}f(x)d^{\infty}x$ , (31)

$\lim_{narrow\infty}\int_{Q(a,n,+)}f(xf)^{f}x$ $=$ $\int_{Q(a,+)}f.(x)d^{\infty}x$ , (32)
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と書くことにし、 その存在を仮定すれば

$\lim_{narrow\infty}\int_{Q(a^{(-1)}\cdot b,n)}|\frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{1^{1}}^{\mu^{S}}\cdot$ . $x_{?1}^{\mu_{n}^{\mathrm{S}}}|T_{a}^{*}f$ (x) $d^{7b}x|_{s=0}$

$=$ $\int_{Q(b)}|:,\prod_{1=1}^{\infty}a_{n}$ : $|f(x)d^{\infty}x$ , (33)

$narrow 1\mathrm{i}$” $\int_{Q}$

(a(-l).b,n,+)
$( \frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\mathrm{J}\cdot\cdot\partial x_{n}}x_{1^{1}}^{\mu^{\mathit{8}}}\cdots x_{n}^{\mu_{\tau\iota}^{S}})T_{a}^{*}f(x)d^{n}x|_{s=0}$

$=$ $\int_{Q(b_{1}+)}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}a_{n}$ : $f(x)d^{\infty}x$ , (34)

となる。 したがって

定理 $Q$ (b), $Q(b,$ $+)$ 上の積分についてもスケーリング変換 $T_{a}$ のヤ

コビアンは $|$ : $\prod$

n $a_{n}$ : $|^{-1}$ と正則化される。

列 1 $T_{\mathrm{t}}x=tx$ とすれば $W^{-1/2-0}$ (finite) で $T_{\mathrm{t}}Q(\epsilon, +)=Q(t\epsilon, +)$

だがら

$\int_{Q(t\epsilon,+)}1d^{\infty}x=\int_{Q(\epsilon,+)}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}t$ : $1d^{\infty}x=t^{\nu}$ ,

となって (29) が正当化される。

例 2 $T_{a}Q(\epsilon, +)=Q(a,$ $+)$ だから : $\mathrm{I}$

n $a_{n}$ : が存在すれば

$\int_{Q(a,+)}1d^{\infty}x=\int_{Q(\epsilon,+)}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}a_{n}$ : $1d” x=: \prod_{n=1}^{\infty}a_{n}$ : $d^{\infty}x$ ,

となる。 したがって $Q(a,$ $+)$ の正則化体積 : $\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(Q(a,$ $+))$ : を

: $\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(Q(a, +))=:\prod_{n=1}^{\infty}x$ : (35)

で定義できる。

注意 1 平行移動変換 $\mathrm{t}_{a}$ を $\mathrm{t}_{a}x=x+a$ で定義すれば $\mathrm{t}_{a}Q(a)=Q(2a, +)$

である。 有限次元では平行移動のヤコビアンは 1 だから t。の正則化ヤ
コビアンも 1 とすれば (30) も (35) から正当化されることになる。 なお

$\int_{-\infty}^{\infty}f(x_{n})dx_{n}=_{a_{n}arrow\infty}1\mathrm{i}\mathrm{m}\int-anJa_{n}$ .(x$n$ ) dxn’

と見れば $\int_{-\infty}^{\infty}f(x_{n})dx_{n}=\int_{0}^{\infty}2^{\mu_{n}^{-}}f$(xn)dxn の正貝 1」化が 正当化され

たことになる。
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注意 2 一般に $Q$ (a) が $W^{k-0}$ (finite) の「立方体」 であれば

$\bigcup_{t>0}Q(ta)=W^{k-0}$ (finite),

だが 積分については $\lim_{tarrow\infty}\lim_{narrow\infty}\int_{Q(a,n)}f$ (x)dnx が (無限積として) 収

束する}こは $k$. $<-d/2$ が必要である。 したがって (21) も $(\exp(-\pi(x, Dx))$

を $W^{k-0}$ (f.inite), $k<-d/2$ , ?こ拡張して)Wk-0 (f.inite) での積分と考え
る方が良いかもしれな $\mathrm{A}\backslash _{\mathrm{o}}$

7 ヒルベルト空間の極座標と経度

$x=(x_{1}, x_{2}, \ldots)\in H,$ $||x||=r$ とする。 $x$ の極座標を

$x_{1}=r\cos\theta_{1}$ , $x_{2}=r\sin\theta_{1}\cos\theta$2, ... ,

$x_{n}$ $=$ $r\sin\theta_{1}$ . . . $\sin\theta_{n-1}\cos\theta_{n}$ , . . . $0\leq\theta i\leq\pi$ , (36)

とする。 この座標は動径と緯度は有るが経度は無い。 また一 $=x_{1}^{2}+\cdots+$

$x_{\gamma 1}^{\mathit{2}}.,$ $+$ ”.2 $\sin 2\theta_{1\mathrm{I}}\cdot\cdot\sin 2\theta_{n}$ だから緯度 $\theta_{1},$
$\theta$2, . . . は独立ではなく制約

$\lim_{narrow\infty}\sin\theta$ 1 $\ldots\sin\theta n=0$ , (37)

をみたす。 この制約をはずし $\theta_{1},$ $\theta_{2},$
$\ldots$ を独立と見たとき $0\leq\theta_{i}\leq\pi$ か

ら $0\leq\sin\theta_{i}\leq 1$ だから

$\lim_{narrow\infty}\sin\theta_{1}\cdots\sin\theta_{n}=\prod_{n=1}^{\infty}\sin$ \mbox{\boldmath $\theta$}n=t。 (38)

は存在し $0\leq t_{\infty}\leq 1$ である。

$H$ の「経度」 $\phi;-\pi\leq\phi\leq\pi$ を導入し、「緯度」 $\theta_{1},$ $\theta_{2},$
$\ldots$ を独立と見て、

$y=rt_{\infty}\cos\phi$, $z=rt_{\infty}\sin\phi$ ,

とおく。 $H$ に経度 (変数 $y,$ $z$) を付け加ええた空間を

$\overline{H}$

$=$ $\{(x, y, z)|x\in H\}\cong H\oplus \mathbb{R}^{2}$ , (39)
$\hat{H}$

$=$ $\{(x, y, z)|x\in H, \phi=\pm\frac{\pi}{2}\}\cong H\oplus \mathbb{R}$ , (40)

とする。 $(x, y, z)\in\overline{H}$ のノノレムを $||(x, y, z)||^{2}=||x||^{2}+y^{2}+z^{2}$ とし、 $\overline{\mathcal{F}I}$ ,
$\hat{H},$ $H$ の半径 $r$ の「球面」を、それぞれ $\overline{S}_{r}^{\infty},\hat{S}_{r}^{\infty},$ $S_{7}^{\infty}$. とする。特に $r=1$

の時 (単位球面のとき) $S^{\infty},$ $S$̂oo, $\overline{S}$“ と書く。
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$\hat{H}\cong H\oplus \mathbb{R}$ と $H^{-}$ (finite) のそれぞれに付け加えられた 1 次元空間
$\mathbb{R}=\{\pm t_{\infty}\}$ と $\mathbb{R}e_{\infty}$ との間には関係がある $([3])_{\text{。}}t_{\infty}= \prod_{n}\mathrm{s}$ in $\theta_{n}\neq 0$ の

とき $\theta_{n}=\pi/2+c\mu_{n}^{d/2}+o(\mu_{n}^{d/2})$ であれば $x\in W^{k}$ , $k<0$ となり $c\neq 0$ で

あれぱ $x$ は $H^{-}$ (finite) の部分空間 Re。の元になる。
$x= \sum_{n}x$n $e_{n}\in H^{-}$ ($fi$nite) であれば $x=y+te_{\infty},$ $t\in \mathbb{R},$ $y$ =

$\sum_{n}’./\iota_{\mathrm{z}l}e_{n}\in H^{-}(0)$ である。 このとき $c={\rm Res}_{s=d}\zeta$ (G, $s$ ) $\neq 0$ とすれば

$.. \lim_{karrow+0}\sqrt{k}||x||_{-}k$ $=$
$\sqrt{\frac{|c|}{2}}|t|)$ (41)

$\lim_{karrow+0}k^{-1/2}||x||_{-}kt\infty$ $=$ $k arrow 41\mathrm{i}0\frac{1}{\sqrt{k}}\frac{x_{n}}{\cos\theta_{r\iota,k}}=\sqrt{\frac{2}{|c|}}|t1$ (42)

が成立し、 $t$ と $t_{\infty}$ には関係がある ([3])。

8 ヒルベルト空間の「球面」の正則化体積

$f\in W^{1}$ (Rn) とする。 極座標で積分

$\int_{\mathrm{R}^{n}}|\frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{1^{1}}^{\mu^{l}}$ . . . $x_{n}^{\mu_{n}^{s}}|f(x)d_{l}^{\mathit{7}l}x$ ,

を書きなおせば

$\int_{0}^{\infty}\int_{S^{n-1}}\gamma^{\mu_{1}^{s}+\cdots+\mu_{n}^{s}-n}.\sin\theta_{1}$ . . $\sin\theta_{n-2}\cross$

$\cross F_{n}(\theta_{1}, \ldots, \theta_{n-2}, \phi;s)f(x)\mathrm{x}$

$\cross rn-1\mathrm{i}\mathrm{n}n-\mathrm{s}2\theta_{1}$ ... $\sin\theta_{n-2}$drd$\theta_{1}$ ... $d\theta_{n-2}d\phi$

$= \int_{0}^{\infty}r^{\mu_{1}^{S}+\cdots\mu_{n}^{s}-1}dr\int_{S^{n-1}}f(x)|F_{n}(\theta_{1}, ..., \theta_{n-}2, \phi;s)|\cross$

$\cross\sin\sim\theta_{1}$d$\theta_{1}$ ... $\sin\theta_{n-2}+\mu_{n}^{s}-1$d$\theta_{n-2}$ d$\phi$ ,

となる。 ただし $F_{n}^{\urcorner}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}1,. $\cdot$ . $(’\theta_{n-2}, \phi;s)$ は

$\mathcal{F}_{n}(x_{1}, \ldots, x_{n};s)$ $=$ $\frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{1^{1}}^{\mu^{s}}\cdots x_{n}^{\mu_{n}^{\ell}}$

$=$ $\mu_{1}^{S}x_{1^{1}}^{\mu^{\mathrm{s}}-1}\urcorner\cdot\cdot\mu_{r\iota}^{s}x_{n}^{\mu_{n}^{S}-1}$

に

$x_{1}$ $=$ $\cos\theta_{1}$ , .. , , $x_{n-2}=\mathrm{c}.\mathrm{o}\mathrm{s}\theta_{n-2}$ ,
$x_{n-1}=\cos\emptyset$ , $x_{n}=\sin\phi$ ,



37

を代入した関数である。
$H$ は最後の座標がないから

$\lim_{narrow\infty}F_{n}(\theta_{1}, \ldots, \theta_{n-2}, /;s)=F(\theta_{1}, \theta_{2}, \ldots ; s)$, (43)

と置く。 この左辺では $\theta_{1},$ . . $,$

$,$

$\theta_{n-2}$ は独立だから右辺でも $\theta_{1},$ $\theta_{2},$
$\ldots$ は

独立である。 したがって、 $F($ \mbox{\boldmath $\theta$}1, $\theta_{2,..1}$ ; $s)$ は $S^{\infty}$ ではなく $\hat{S}^{\infty}$ の上の関

数である。
$f\in W^{1}$ (R勺で $\overline{H}$ の上で定義できている とすれば

$n arrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{I}\mathrm{n}\int_{0}^{\infty}r^{\mu_{1}^{s}+\cdots\mu_{n}^{s}-1}dr\int_{S^{n-1}}f(x)|F_{n}(\theta_{1}, \ldots,\theta_{n-2},\phi;s)|\mathrm{x}$

$\cross\sin\theta_{1}d\theta_{1}\cdots\sin\theta_{n-2}+\mu_{n}^{B}-1dfln-2d\phi$

$=$ $7^{\infty}7^{\zeta(G,s)-1}.dr \int_{s^{-}\infty}f(x)|F(\theta_{1},\theta_{2}, .. ; s)|\cross$

$\cross\sin$
p$s1-1\theta_{1}d\theta_{1}\sin d\theta_{2}\cdots d^{\phi}$,

だから

$\lim_{narrow\infty}\mathrm{f}_{n}|\frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}x_{1}^{\mu_{1}^{*}}$
, . . $x_{n}^{\mu_{n}^{8}}|$ f $(x)d^{n}x|_{s=0}$

$=$ $7^{r}r^{\nu-1}dr \int_{\overline{S}^{\infty}}f(x)|F(\theta_{1}, \theta_{2}, \ldots ; s)||_{s=0}\cross$

$\cross\prod\sin\theta_{k}d\theta_{k}\infty$ . $d\phi$ , (44)

となる。 これから

定義 $\overline{S}^{\infty},\hat{S}^{\infty}$ の正則化体積要素を

: $d \Omega:=\prod_{r\iota=1}^{\infty}\sin\theta_{n}d\theta_{n}\cdot d^{\phi}$ , : $d \omega:=\prod_{n=1}^{\infty}\sin\theta_{n}d\theta_{n}$ , (45)

で定義する。

また この正則化体積要素を使って $\hat{H}$ の正則化体積要素を

: $d^{\infty}x:=r^{\nu-1}dr$ : $d \omega:=r^{\nu-1}dr\prod_{n=1}^{\infty}\sin\theta_{?\iota}d\theta_{n}$ , (46)

と置 $<$
。

注意 (37) から :!:, : $d^{\infty}x$ : は $S^{\infty},$ $H$ の上では発散する。 した

がって正則化体積要素は $\hat{S}^{\infty},$ $H$
^

等 $H$ を拡大した (determinant bundle
を付け加えた) 空間でしか意味がない。



38

$f\in W^{1}(\mathbb{R}^{\infty})$ のとき

$\lim_{narrow\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}|\frac{\partial^{7l}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{r\iota}}..x_{1^{1}}^{\mu^{s}}$ . . $x_{n}^{\mu_{n}^{s}}|f(x)d^{\prime \mathrm{t}}.x|_{s=0}$

$=$ $\int_{0}^{\infty}r^{\nu-1}dr\int_{\hat{S}^{\infty}}f(x)|F(\theta_{1}, \theta_{2}, \ldots ; s)|$ : $d\omega$ : $|_{s=}0,,$

である。 また $f(x)=e^{-\pi||x||^{2}}$ とすれば

$\int_{\hat{H}}e^{-\pi||x||^{2}}$ : $d^{\infty}x:= \lim_{narrow\infty}/ne^{-\pi(x_{1}^{2}+\cdots+x^{\frac{}{n},})}’ d^{n}x=1$ ,

だがら

$J_{\hat{H}}^{e^{-\pi||}}$

E $||^{2}$ : $d^{\infty}x$ :

$=$ $\int_{0}^{\infty}r^{\nu-1}e-\pi r_{drJ_{\iota \mathrm{b}^{\mathrm{x}_{J}}}1\cdot|}^{2}$.F$(\theta_{1)}\theta_{2}, \ldots ; s)|$ : $d\omega$ : $|_{s=}0$

$=$ $\frac{1}{2}\frac{\Gamma(\nu/2)}{\pi^{\nu’ 2}}/\mathrm{s}"|$F(& $\iota,$

$(f\underline{‘)}$ , . . . ; $s)|$ : $d\omega$ : $|_{s=}0$ $=1$ ,

となる。 よって

$\mathrm{p}_{\infty}|F(\theta_{1}, \theta_{2}, \ldots ; s^{1})|$ : $d\omega$ : $|_{s=0}= \frac{2\pi^{\nu/2}}{\Gamma(\frac{\nu}{2})}$ , (47)

である。 よって

定理 $\hat{H}$ の単位球 $\hat{S}^{\infty}$ の正則化体積は $\hat{H}$ の正則化次元 $\nu$ だけで決ま

$\text{り}$ $\frac{\underline{9}\pi^{\nu/2}}{\Gamma(\nu/2)}\text{て}*\text{ある_{。}}$

$\hat{S}_{r}^{\infty}$ の正則化体積 : $\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(\hat{S}_{\mathrm{r}}^{\infty})$ : は (46) から

: $\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(\hat{S}_{r}^{\infty}):=\frac{2\pi^{\nu/2}}{\Gamma(\frac{\nu}{2})}r^{\nu-1}$ , (48)

である。 この値も $\nu$ だけで決まり、, $lJ$ が正の整数であれば (48) は $(\nu-1)-$

次元球面の体積と一致する。 $\nu$ が 0 または負の偶数であれば (47) は 0 にな
る。 また $-4m>\nu>-(4m+\sim 9);\uparrow n$ は 0 または正の整数、 のときは (48)
は負になる。

注意 1 $\nu\leq 0$ のときは $\Gamma(x)\Gamma(^{-}[perp]-x)=\frac{\pi}{\sin\pi x}$ により

: $\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(\hat{S}_{r}^{\infty}):=-\frac{\sin(\frac{|\nu|\pi}{2})}{\pi^{\nu}r^{|\nu|+1}\bigcup_{2}+1}\Gamma(\frac{|\nu|}{2}+1)\}$

と書き直したほうが見やすい。

注意 2 $\hat{S}^{\infty}$ に「積分」 して有限で 0 でない値を与える 「体積要素」が
存在することはこれらの空間に 非自明な無限次のコホモロジー群を持っ

ド $=$ ラム型コホモロジーが存在する可能性を示している ([8] 参照)。
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