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概要

荒川—金子によって考察された(-関数は，ポリ Bernoulli 数及び多重ゼータ値と密接に関連する重要な
関数である．本稿ではその多変数化に当たる関数の性質について述べる．

1 導入

「Riemannゼータ関数は Bernoulli数を特殊値に持つ．ではポリ Bernoulli数を特殊値に持つゼータ関数

はどのような性質を持つか」という問題を起点に，荒川—金子 [1] と金子ー津村 [10] は， Riemann ゼータ関数

の積分表示を多重ポリログ関数で変形した一変数~-関数並びに一変数 n—関数（それぞれ荒川—金子ゼータ関

数，金子津村ゼータ関数と呼ばれる）を考察した関連研究は，付随するインデックスが正の場合と非正

の場合に分けられる.[1]と[10]による結果としては，正インデックスと非正インデックスの両方で整閲数

への解析接続と非正整数点での(~-関数では C 型， TJ-関数では B 型）多重ポリ Bernoulli 数による表示が知

られている ([1,Theorem 6(i)], [10, Theorem 2.3, Remark 2.4, Theorems 4.4, 4.6]). 特に非正インデック

スについての考察からポリ Bernoulli数の双対公式が導かれる ([10,Remark 4.8]). 正インデックスについ

ては正整数点での値が多重ゼータ値の有理数係数線形結合で表されることが明示式として計算されている

([10, Theorem 2.5]). この式は~-関数と n—関数の双方で比べたときに同じ形を持っており，＜—関数と n—関数

の理論の対称性を示唆しているこのように~-閲数と n—関数はポリ Bernoulli 数と多重ゼータ値に深く関係

する対象であり，双方の理論を発展させることが今後の Bernoulli数とゼータ値の考察においても璽要であ

るといえる．

n—閲数の定義式において，多重ポリログ関数を多変数多重ポリログ関数で置き換えた関数（多変数 n—関数）

は[10]と[12]で考察された．多変数化により，多重ポリ Bernoulli数と多重ゼータ値をより精密に捉えられ

ると期待される．実際，非正インデックスについては，整関数への解析接続と非正整数点での B型多重添え字

ポリ Bernoulli数による表示 ([10,Theorem 5.7]), またその表示から B型多重添え字ポリ Bernoulli数の双

対公式が導かれている ([10,Theorem 5.4]). この公式は，上インデックスとドインデックスの交換による値

の不変性を表すポリ Bernoulli数の双対公式 ([8,Theorem 2]) を一般の深さに拡張したものであり，浜畑—増

渕，鎌野によって得られていた他の拡張 ([2,Corollary 10], [7, Corollary 3(ii)])を自然に含む美しい一般化

である．さらに山本は複素数インデックスに対する多変数 n—関数を定義し，その整関数への解析接続を行っ

たうえで， B型多重添え字ポリ Bernoulli数の双対公式を nの関数等式として拡張した ([12,Corollary 2.5]). 

n—関数の解析的な性質は，かなりのところまで明らかになっているといえる．一方，ー変数の場合の類似と

して，正インデックスに対する多変数 n—関数の正整数点での値は多重ゼータ値の空間に属することが予想さ
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れるが，完全な解答は得られていない部分的な結果として山本は，ある系列に対して多変数 'TJ-関数の正整

数点での値が多重ゼータ値の空間に属することを示している ([12,Theorems 4.2, 4.6]). 

さてここで一変数Cー関数と一変数'TJ-関数の対応を思い起こせば，適切に定義された多変数5ー関数も多変数

n—関数と対応した性質を持つと期待される実際，筆者は非正インデックスに対する多変数~-関数を構成し，そ

の整関数への解析接続と非正整数点での C型多重添え字ポリ Bernoulli数による表示の計算([6,Theorem 1]), 

及び，その表示を利用した C型多重添え字ポリ Bernoulli数の双対公式の証明を行った ([6,Theorem 2]). こ

の公式は， C型ポリ Bernoulli数の双対公式 ([9,Section 2])の拡張となっている．

非正インデックスの研究と並行して，筆者は正インデックスに対する多変数~-関数の考察も進めている．

本稿では，正インデックスに対する多変数~-閲数が整関数へ解析接続されること，並びに，その正整数点で

の値が多重ゼータ値の空間に属することを報告する．

2 多変数t-関数の性質

2.1 定義

正インデックスに対する多変数~-関数を，ー変数~-関数と多変数 n—関数にならい定義する：

定義 1.正整数 k1,... ,kr E Zき1とdE {l, ... , r}に対し，

~(k1, ... , kr; s1, ... , Sr; d) 

1 
: = ffj=1r(s) f IT庁―1

r Li図，...,kJl -e―t1 -··•-tr'1 -e—t2-··•-tr'...'1 -e―tr) r 
II叱 (1)

m=l(eち＋・・・十tr_ 1) J (O,=)" j=l j=l 

(s1, ... , Sr E IC, 沢(sj)> 0 (j = l, ... ,r). 

ここで， Li悶，..,kJz1, ... , 石）は多変数多重（シャッフル）ポリログ閲数であり z1,... ,Zr E IC, lz』<1 (j = 

1, ... , r)に対し，

Li此．ぷJz1,--., 各）：= L 均者・..ヰ

11,---,lr:O:l か(h+ l2)k2 . • • (h +・ • ・+ Zr)柘

で定められる．定義式 (1)の収束は，定数 M>Oによって

J trりJ―1Li悶，.,kr(l-e―t1-・・・-tr'1 -e―t2-・・・-tr'...'1 -e―tr) II dtj 

(O,=)r j=l rrt=l(eい ・・+tr-1) j=l 

~M附00 tf(む）ーle― 如Jdtj・

と評価できることから分かる．以下では，次の二つの間題を考える：

1 関数くの解析接続を与えよ．多変数 n—閲数と同様に，整関数になるか？

2正整数点での値は多重ゼータ値の有理数係数線形結合で表せるか？

2.2 (ー関数の解析接続

口

本節では~-関数の解析接続について議論するはじめに実数 E::;:, 0に対し，原点中心で半径 cの閉円板を

D(s) := {z E (CI lz :::; s}とおく．また十分小さな so>0をとり， erの部分集合△ を

△ : = (D(so) U (so, oo)r. 
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で定める．さらに関数f:(Cr X △→ C を~-関数の定義式における被積分関数，すなわち

J(s1,,,,,sr;a1,,,.,ar) := IT心―
r 1 Li悶，...,kr(l -e咽 1-…-ar,1-e―e>2-…-…, ... , 1-e―"") 

j=l n:=1 (e句＋・・・十""- 1) 

で定める．このとき，関数fは上からの一様な評価を持つ：

命題 1.ある M>Oが存在し，領域 !CrX △上で，

R 

1/(sい..., s叫 1,... ,ar)I <:::MIT(la』況(s,)-le―十沢(a;))

j=l 

が成り立つ． 口

Cを，実軸上を無限大から coまで動き，原点中心で半径coの円周を正の向きに動き，実軸上を coから無

限大まで帰っていく経路とする多変数t-関数の定義式を C上の線積分に変形することで次の定理を得る：

定理 1.正整数 k1,... ,kr E Z21とdE {1, ... , r}に対し， t(k1,... ,k五s1,... ,sr;d)は整関数に解析接続

され，次の式が成り立つ：

t(k1, • • •, kr; -mi,•••, —叫；d) = (-l)m,+…+mrc氣．：ご,(d) (m1, ... , mr E Z;;.o)- ロ

すなわち多変数~-関数は，多変数 n—関数と同様の解析的性質を持つことが分かった．ここで， {C詑'.::;;;';),(d)}
はC型多重添え字ポリ Bernoulli数であり，金子ー津村による B型多重添え字ポリベルヌーイ数 ([10,Defini-

tion 5.1])の自然な類似として次の母関数で定められる：

定義 2([6, Definition 1]). 複素数 s1,... , Br E (Cと正整数 dE{l,... ,r}に対し，

Li周，..,,Sr (1 -e-t, 一・・ •-tr, 1 -e-t2-.. •-tr, ... , 1 -e-tr) 

m=l(eち＋・・十tr_ 1) 
= L 誓，;:;l,(d)IT !.t__, 

叫n,, … ,n五~O j=l 

多重添え字ポリ Bernoulli数は叩=.•. = nr-1 = 0のとき，多里ポリ Bernoulli数に帰着する特に母関

数のパラメータ dは，荒川ー金子 [1],今冨ー金子ー武田 [5],浜畑ー増渕 [2]によって導入された二つの多重ポリ

Bernoulli数を統一的に取り扱うための工夫である．多重添え字ポリ Bernoulli数は，双対性，明示公式，漸化

式など，ポリ Bernoulli数の持つ様々な性質を自然に拡張することが分かっている．

定理の証明では，線積分の収束性を担保するために命題 1を用いる．講演の段階では，被積分関数の評価

を弱い形でしか証明できておらず，積分領域を変数の大小によって分割する手法 ([11]でMordell-Tornheim

型二璽ゼータ関数を解析接続するときに用いられた手法）で対処していたが，その代償として特異点の候補

が残ってしまっていた後日，多変数多重ポリログ関数の境界付近での挙動を再検討＊することで，被積分

関数の評価を命題 1に改善できた．この結果，領域の分割は不要となり，整関数への解析接続が得られた．

2.3 ~ —関数の正整数点における値

本節では~-関数および n—関数の正整数点における値を考察する一変数の場合は金子と津村により，多

甫ゼータ値の有理数係数線形結合による明示式が得られている ([10,Theorem 2.5]). これより特に Zk:= 

〈く(k1,• • •, kr) I kい..., kr-1 E Z21, kr E Z22, 柘＋・ ・・+kr=k沿とおくとき，

~(k1,---,kr;l),T/(k1,••·,kr;l) E Zk,+…+kr+l 

＊立教大学の小森靖先生の助言による
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が成立する（ここで ~(k1, ... , kr; s), ry(k1, ... , kr; s) は一変数~-関数，ー変数 n—関数）．一方で k1, ... ,kr E Z;,-1 

に対して ~(s1)>0(j=l, ... ,r-)なる s1,... , Sr EC で定義される多変数 n—関数

r,(k1, ... , kr; S1, ... , Sr) 

1 
r 

: = m=江(s)J IT t;, ―1Li悶，…，kJl-eい・・十tr,1-eい ・・+tr'...'1-etr) II dtj 

J (O,oo)" j=l rr;=l (1 -eち+・・・Hr) j=l 

(cf. [10, Definition 5.6], [12, Definition 2.3])について，山本の考察によれば，重さと深さを固定した和，及

び深さ 2かつ高さ 1のadmissibleindexに対する値は多甫ゼータ値の有理数係数線形結合で書ける：

定理 2([12, Theorems 4.2, 4.6]). (1)↑ 正整数 r,k, l 2> 1に対して，

区区 17(k1,• • •, kr; li, •••,Zr) E Zk+l・ 
柘十…十柘~k li+…+lr~l 

(2)正整数 k,l 2'. 1に対して，

17(1, k; 1, l) E Zk+l+2・ 口

この結果と双対性 ([12,Corollary 2.5])により，多変数 17-i直17(k1,...'kr; li'...'lr)の張る空間を

Yw:=〈rJ(k1,... , kr; li, ... , lr) I kj, lj E Z21, k1 +・ ・ ・+ kr + li +・・・+Zr = W〉Q

とおくとき， w= 2,3,4,5では YwこZwが従う．以上を踏まえたうえで，多変数,_関数についても同様の問

題を考える．すなわち，多変数,_値 '(k1,... , kr; li, ... , Zr; r)の張る空間を

Xw :=〈'(k1,... , kr; li, ... , lr; r) I kj, lj E Z21, k1 +・ ・ ・+ kr + li +・ ・ ・+ lr = W〉Q

とおくときのぷU とZwの包含関係を調査する．今回，次の定理を得た：

定理 3.正整数 k1,... ,kr,m1, ... ,mr E Z21に対し，

~(k1, . . . , kr; m1, . . . , mr; r) E Zい＋・・・十kr+m叶 ・+mr

が成り立つ．すなわち w::>: 2に対し，

Xw <;;Zw 

が成り立つ． 口

つまり，多変数,_値が多重ゼータ値の有理数係数線形結合で表されることが分かった（係数の明示は更なる

課題である）．定理の証明は変数変換 x・=l-e―t,― (j=l, ... ,r)により

t(k1, ... , kr; m1, ... , 叫；r) 

= 1 J iI炉―1Li悶，..,kr(l -e―t, -•••-tr, 1 _ e—t2-•••-tr, ... , 1 -e-tr) r 
II dtj 

m=l(mj―l)! (O,oo)" j=l m=l(eち+・・Hr-1) j=l 

1 
r r 

＝ 叫(mj―1)1J IJ(L氾）— Li1(い））m曰Li悶，，K立1,···,xr) IJ~ 
・O<xr<・・・<x1 <1 j=l J=l巧

（ただし Xr+l:= 0)と変形すると，勝手な r<:'. n, {i1, ... ,in}= {1, ... ,r}に対して

J Liw 
dx・? 

k,, ... ,kn (x;,'...'x;J II _l_ E zい十…十kn+r
O<x, <・・・<xr<l j=l 

Xj 
(2) 

t原論文ではサークル調利積と refinementを用いて多重ゼータ値の線形和を与えている
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が成り立つか？という議論に帰着されるが，変数の重複が障害になり簡単には計算できない．そこで多重ポ

リログ閲数を hyperlogarithrnで表示し，その微分公式を使って“変数を端に寄せて”から一変数ずつ積分す

ることを考える tここで hyperlogarithrnは実数 O=a。<an+l, 複素数a1,... , an EC¥ (0, an+i), ただし

a1 =J 0, an =J an+lに対し，

I(O;a1, ... ,an;an+1) := J IT t dtj 
D<t,<…<tn<an+l j=l J―ai 

で定められる ([3],[4]など）． ただし n= 0のとき I(O;ai):= 1とする．定義から k1,... ,kr E Z:::1, 

Xj E { z E IC I lzl < 1} (j = 1, ... , r)に対し，
k1 -1 kr-1 

,--"---... ,--"---... 

Li悶，，kJx1,---,Xr)= (-1「I(O;x11,0,... ,0, ... ,x;:1,0, ... ,O; 1) 

が成り立つことに注意する．したがって，主張 (2)は， hyperlogarithmの三角領域での積分

J dxi 
I(O;a1, ... ,an; 1) IT― 

O<x, く・・・<xr<l j=l 巧

（ただし各 a;E {0, 1, 祈―i,... ,x:;: りは a1ヂ0,anヂ1で，すべての x―1が一回は現れると仮定）が多童ゼー

夕値で表されることを示せば従う．実際，一般化された次の主張を証明できた：

命題 2.n, l 2: 0, aj E {O, 1, 祈―1,... , 垢-1}(j = 1, ... ,n), a1ヂ 0,anヂ 1,bj E {O, l,x1, ... , 叫｝

(j = l, ... ,l), b1ヂ0,b1ヂX1とする．また各 jE {l, ... ,r}に対して番号 iが存在し x;-1= a; または

巧=b; が成り立つものとする．このとき

j I(O; a1, ... , an; l)I(O; b1, ... , b1; X1) II~E Zn+l+r 
O<x,<…<xr<l j=l Xj 

が成り立つ． 口

hyperlogarithm の Landen 型接続公式を用いることで，命題 2 は多変数 n—値の計算にも応用できるこの

ことについては改めて述べる予定である．
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