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ON CERTAIN TWO PARAMETER DEFORMATIONS OF MULTIPLE ZETA 

VALUES 

神戸大学大学院理学研究科加藤正輝

MASAKI KATO 

DEPARTMENT OF MATHEMATICS, GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE, KOBE UNIVERSITY 

1. はじめに

本稿は2019年11月に行われた研究集会「多里ゼータ値の諸相」における筆者の講演内容をま
とめたものである．講演では説明が駆け足になってしまった部分についても，本稿では出来る限り

詳述するように努めたが，紙幅の都合もあり，主定理の証明については省略させていただいた．も
し証明についても知りたい方は， [8]を見ていただきたい．
さて，本稿の題目にある多重ゼータ値の 2パラメータ変形とは，多重ゼータ値

((k) := L (k = (k1, .. ・, kr) E Z>1 x Z霊）
n1>…>nr>O 心・・・心

の q 類似の p変形のことを指す．このような q—特殊関数の変形は楕P3特殊関数と呼ばれ，可積分系
や表現論，数理物理等の分野において近年活発に研究されている．本稿の目的は，このような変形

を多咀ゼータ値に対しても導入し，その基本的な性質を調べることにある．

本論に進む前に，楕円特殊閲数の例を一つ見ておこうここでは，Ruijsenaars[12]によって導入さ
れた楕P3ガンマ閤数を取り上げる．楕P3ガンマ関数は次のように定義される.p,qを0< IPI, lql < 1 
なる複素数とし， zE(Cとする．楕円ガンマ関数r(z;p,q)を

00 1-z―lpm+lqm+l 
r(z;p, q) == II 

m,n=O 
1-zpmq 

と定める.q-shifted factorial (z; q)00を

00 

(z;q)00 := Il(l -q'z) 
i=O 

で定めると，楕円ガンマ関数r(z;p,q)のp→0の極限は
1 

lim r(z; p, q) = 
P→ O (z; q)00 

で与えられることは容易にわかるさらに以下の公式が成り立つ（例えば， [5]の§1.10を参照）：

lim(l -q) 1―X (q; q)oo 
q→ 1 (qx;q)oo 

= r(x), 

ここにr(x)は通常のガンマ関数を表す．
楕P3ガンマ関数が通常のガンマ関数の類似物であることは，以下の差分関係式からも見て取れる．

r(pz;p,q) = 00(z;q江(z;p, q), 

r(qz;p,q) = 00(z;p)r(z;p,q), 

ここに， 0o(z;q)は以下のように定義されるテータ関数を表す：

0o(z; q) := (z; q)00(qz―1; q)oo・
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この差分閲係式は，通常のガンマ関数の差分関係式r(z+ 1) = zr(z)の楕P3類似である．その他の
楕円ガンマ関数の基本的性質と応用については， [4,10, 12]等を参照していただきたい．
近年の研究においては，楕円ガンマ関数をはじめとする楕円特殊関数が非常に豊かな構造を持つ

ことや様々な応用を持つことが判明してきているよって，このような変形を多重ゼータ値に対し

ても考えることができれば，それは非常に輿味深い性質を持つことが期待できるのである．

2. 関数ゅKとKRONECKER関数

この節では，本論文で基本的な役割を果たす関数咋およびその母関数とみなせる Kronecker関

数F(w,z;q)を導入し，それらの某本的性質を調べるこの節では qはo< lql < iなる複素数を
表すものとする．

関数心Kは以下のように定義される.z E (CおよびkE Z:;,oに対して，関数Gk(z;q)を

伍 (z;q) := IT (1 -zqno+-・・nk /-l)k (1 -z―lqno+・・-+nk+k+l) 
no, …，nk20 

と定める.Gk(z; q)は西澤 [11]によって導入された多重楕円ガンマ関数の特別な場合である．関数
咋(z;q)は

と定義される．

d 
仇(z;q) := z-log Gk(z; q) 

dz 

関数仇の基本的な性質は以下の通り．

命題 2.1.(a) k 2". 0に対して，

叡(qz,T) =咋(z,q) +心い(z,q), 

ここに，立1(z,T):=-lとおいた
(b) k 2". 0とする・lqlk+1< lzl < 1のとき，

咋(z;q)=(-1t+l L 砂
(1 -qりk+l.

nEZ-{O} 

Kronecker関数を尊入しよう．テータ関数0(z;q)を
00 

0(z; q) := iqs (zう— z―½) II(l-z―1炉）(1-z炉）(1-炉）
m=l 

で定め， Kronecker関数F(w,z;q)を

F(w, z; q) := 
0'(1; q)0(zw; q) 

0(z,; q)0(w, q) 

で定める．以下の命題により， Kronecker閑数は，匹の母関数とみなせる

命題 2.2.lql < lzl < 1を満たすzE (Cを固定する．このとき F(w,z;q)は， w= lの周りで以下
のように Laurent展開される：

00 

F(w,z;q) = + L(-l)k匹(lz;q)(w-1)と
w-l 

k=O 

命題 2.2は， F(w,z; q)が以下のような級数表示を持つ ([13]を参照）ことから容易に従う：

F(w,z;q)=ど
Zn 

nEZ 
q呻ー 1.

本稿における， Kronecker関数の最も重要な性質として，以下の Fayの恒等式が挙げられる．

定理 2.3(Fayの恒等式）．

F(w1, z1; q)F(w2, z2; q) = F(w1, z1z2; q)F(w11w2, z2; q) + F(w2, z1z2; q)F(w1w21, z1; q). 
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定理 2.3は，一般の Riemann面の場合の Fayのtrisecant公式 ([3])の楕P3曲線の場合である．

3. 多重ゼータ値の q類似

この節では，多重ゼータ値の q類似について簡単に復習し，その後，それらの母関数とみなすこ

とができる積分 I(l,a, b; q)を導入する．この節を通して， qはo< lql < 1なる複素数を表すもの
とする．

多重ゼータ値の q類似にはいくつかのモデルが存在するが，本稿では， Bachmann-Kuhn[1]に
よって専入された q類似に注目する

定義 3.1(Bachmann-Kuhn [1]). s1, ・ ・ ・, sz E Z:;::,1に対して，ブラケット [s1,・ ・ ・, sz]を

[s1, ・ ・ ・, sz] := 1 L df□ .. -d;z―lq呻＋＋鴫
(s1 -1)! ・ ・ ・(sz -1)! 

で定める．

n1>…>nz>O 
d1, …，dz>O 

以下の命題により，ブラケット [s1・・ ・, sz]は多重ゼータ値の q類似とみなすことができる：

命題 3.2([!],Proposition 6.4). s1 > 1のとき，

lim(l -q)釘+・+s1[s1,・ ・ ・, sz] = ((s1, ・ ・ ・, sz). 
q→1 

Zudilin [14]はブラケット [sぃ・・・，sz]の一般化として，以下のような qー級数を導入した：

定義 3.3(Zudilin [14]). s1, ・ ・ ・, s□ 1, ・ ・ ・,rz E砂に対して，多重 qーゼータブラケットを

3 [s1,・・・,sz] := L m『―ld?-l・・・m?-1叩―lq(m叶 +m⑯＋（四＋＋四）必＋十m叫
r1, ...'rz 

m1, …，m1>0 
d1, …，di>O 

で定める特に，

3「;,: _" _" _" : ;1] = [s1, ・ ・ ・, sz] 
が成り立つ．

注意 3.4.Bachmann [2]は， [s1,・ ・ ・, sn]の別の一般化として，双ブラケット (bi-bracket)という q-
級数を導人している．双ブラケットは，多重 q—ブラケットで表すことができる．逆に，多重 qーゼー
タブラケットを双ブラケットで表すことも可能である ([14]のProposition3を参照．）

ここで，多重 qゼータブラケットの母関数とみなすことができる，積分I(l,a, b; q)を導入する．

定義 3.5.nを正の整数とする.z E ICに対して

z 
c(z) := 
z-1 

とおく.i = 1, • • •n に対して， l; E Z::::。および以下の条件を満たすa;,b; E ICをとる：

la;Iヂ1, lb;I~lqlZ,so U lql1i十H鯰 0.

l := (11, ・ ・ ・, ln), a:= (a1, ・ ・ ・, an), b := (b1, ・ ・ ・, bn)とおき，積分I(l,a, b; q)を以下で定める：

1 
I(l, a, b; q) = (21ri)n in IT c(a凸 ・・・Zn)仇(b占；q) dz1・ ・ ・dzn 

i=l 
z1 ... Zn 

ここに， 11':={zEiCllzl=l}である．

積分I(l,a, b; q)は以下のような級数表示を持つ：
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命題 3.6.lail < 1, lqll,+l < lbil < 1 (i = 1,・・・,n)のとき

n d n 

I(l, a, b; q) = (一ir区 rr 吋
(1 -砂＋…+d,)li十1Il(qい1炉）心

d1, …,dn~l i=l j=i 

命題 3.6の右辺の無限級数の Taylor展開の係数は多重qーゼータブラケットの和で表すことが
できる：

命題 3.7.li,···,lnEZ~。に対して，級数 S(l,a, b; q)を

n d, n 

S(l, a, b; q) := L IJ a. 

(1 -砂+'・+d,)l.+1II (qり＋叩）di 
d1, ... ,dn2'.1 i=l j=i 

で定めると，

li!••· ら！か1 0sn 
叫・・ ・S以oxf'...oxかS(l, (e21r訟1l . . . l e27riXn) l (砂，...'砂）；q) 

x1=・・・=Xn=O 
li ln 

= (211"i)8'+・+sn L・・・L s1(li,j1)···s1(ln,jn)j1!••·jn!3 [釘 +l,・・・ ,sn+l] 
Jl + 1, ・ ・ ・, jn + l' 

j,=0 jn=O 

ここに，釘(n,k)は以下で定義される第 1種 Stirling数である：

x(x + 1)・・ ・(x+n-1):=I:釘(n,k)砂．

k=O 

逆に，多菫qーゼータブラケットは級数S(l,x, y; q)のTaylor展開の係数の和で表される（この
意味で， S(l,x, y; q)のTaylor展開の係数と多重qーゼータブラケットは等価である．）：

命題 3.8.

(-l)J1+ .. +in(21ri)81+・+snji! ... j五,3[s.1+1,・・・,sn+l] 
J1+l,・・・,j五+1

ji in 
= I: ・・・ I:(ー1r1+•+rn況 (JI,r1)・ ・ ・ 況（知，Tn)叫・..叫

s1! ・・・Sn! 
r1=D Tn=O 

か1 [)Sn 
. . .. 
枷? OXか

S((r1,00・,rn),x,(qri, ... , 心）；q)'  
xi=…=Xn=O 

ここに，況(n,k)は以下で定義される第2種 Stirling数である：

n 

砂=L s2(n, k)x(x -1)・・・ (x-k + 1). 
k=O 

4. 多重ゼータ値の 2パラメータ変形

この節では， 3節で導入した積分I(l,a, b; q)のp変形とみなすことができる稼分I(k,l, a, b; p, q) 
およびその母関数I(a,{3,a,b;p,q)を導入する．本節以降， p,qは， 0< IPI < 1, 0 < lql < 1なる複
素数とする．

定義 4.1.nを正の整数とする.i = 1, ・ ・ ・,nに対して， ki,liE Z::,oおよび以下の条件を満たす
ai, bi E ICをとる：

lail fl. IPIZso U IPI柘+1十220, lbi I fl. lqlZso U lql1i+l十Z::,o.
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k := (k1, ・ ・ ・, kn), l := (Z1, ・ ・ ・, Zn), a:= (a1, ・ ・ ・, an), b := (b1, ・ ・ ・, bn)とおき，積分I(k,l, a, b;p, q) 
を以下で定める：

1 
I(k,l,a,b;p,q) = j IJ心，（ dz1・ ・ ・dzn 

(2n:i)n']['n 
k・aiZi"'Zn;P)仇(b占；q) . 

i=l 
z1 ... Zn 

以下の命題により，積分 I(k1,li, a1, b1;p, q)は一般化された楕円ガンマ閲数の対数微分で表さ
れる

命題 4.2.k, l E Z2:oに対して，一般化楕円ガンマ関数且，z(z;p,q)を

rk,lに；p,q) := IJ (1-zpmo+・+mkqno+ .. +nk)C-l)k+L+i(l-pk+lql+lz―lpmo+・+mkqno+ .. +nk) 

で定め，

mo, …, mk2'.0 
no,"・,nz2'.0 

d 
叡，z(x;p,q):=z-logrい(z;p,q) 

dz 

とお<• IPlk+l < lal < 1, lqll+1 < lbl < 1のとき，以下が成り立つ：

I(k,l,a,b;p,q) = (-1/+1如 (ql+1ab―1;p,q).

注意 4.3.関数rい(z;p,q)は西澤 [11]によって導入された多重楕P3ガンマ関数の特別な場合であ
る．特に，関数r。,o(z;p,q)はRuijsenaars[12]によって導入された楕円ガンマ関数である．

積分I(k,l, a, b; p, q)のp→0の極限は，本質的には 4節で導入した積分I(l,a, b; q)と一致する：
命題 4.4.

lim I(k, l, a, b;p, q) = (-l)k1+・・+kn I(l, a, b; q). 
p--+0 

命題 2.2により， Kronecker関数を用いて以下のように定義される積分I(a,(3, a, b;p, q)は，積
分I(k,l, a, b; p, q)の母関数とみなせる．

定義 4.5.以下を満たすように，パラメータ O!i,出，ai,bi E (['. (i = 1, • • • , n)をとる：

ai, !/c P2, lai I r/c IPI互瓜!/cq2, lbilダlql2-
a := (a1, ・ ・ ・, O!n), f3 := (功，...'ぬ）， a:= (a1, ・ ・ ・, an), b := (b1, ・ ・ ・, bn)とおき，積分
I(a, (3, a, b;p, q)を以下で定める：

I(a,(3,a,b;p,q) := (2冠）nin IT F(ai, a凸・ • ・ZniP)F(/3, 厄；q) . 
dz1・ ・ ・dzn 

i=l 
Zl ... Zn 

5. 調和積公式とシャッフル積公式の拡張

多重ゼータ値のみたす基本的な関係式として，調和積公式とシャッフル積公式がある．この節で

は，これらの公式を 4節で導入した積分I(a,(3,a,b;p,q)にまで一般化することを考える．
調和積とシャッフル積公式は，どちらも 2つの多重ゼータ値の積を多重ゼータ値の線形和で表す

公式である例えば， 2つの Riemannゼータ値の積については，以下のような公式が成り立つこと
はよく知られている：

(a) (調和積）

((s1)((s2) = ((s1, s2) + ((s2, s1) + ((s1 + s2)-

(b) (シャッフル積）

伽）((s叫＝戸（釘ーil+ i)く(s1+i,s2-i)+戸（砂ーjl+ j)〈(s2+ j,s1 -j) 
以下の金子-Gangl-Zagier[6]による結果は， (5.1),(5.2)のq類似とみなすことができる

(5.1) 

(5.2) 
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定理 5.1(金子-Gangl-Zagier[6],Theorem 7). s1, s2を正の整数とすると以下が成り立つ：
(a) (調和積）

[s叶・ [s吋=[s1,s叶+[s2, s叶+[s1 + s吋

＋喜—ir-1(釘+:t: ii -1) (s~~:;2~\)! [i] 

+ I:(一l)s'-1(釘十砂一］ー1)Bs, +s2-1. 1 [j], 
j=l 

s2-j (s1+s2-J). 

ここに，凡は以下で定義される Bernoulli数を表す：

X oo Bn n 

ex-1 = Lァ・
n=O 

(b) (シャッフル積）

[s1]・[況］＝ド（釘ー/+i)困+i, s2 -i] + t (砂ー)+j)因+j,s1 -j] 
_ (s1~ ~; 2) [si + 82 _ l] + (s1~ ~; 2) [s1 + ;2―1] 

定理5.1は深さが2以上の場合に一般化できることが知られている．詳細は， [1],[2]を参照の
こと．

定理5.1のJJ-変形として，以下が成り立つ：

定理 5.2.(a) (調和積）

J(a1, /31, a1, b1;p, q)I(a2, /32, a2, b2;p, q) =I((a1, a2), (/31, /31/32), (a1, a2), (b1b21, b2);p, q) 

+ J((a2, a1), (/32, /31/3叫，(a2,a1), (b11b2, b1);p, q) 

(b) (シャッフル積）

J(a1, /31, a1, b1;p, q)Ji(a2, /32, a2, b2;p, q) =I((a1, a11a2), (/31, /32), (a1a2, a叫，(b1,b叫；p,q) 

+ I((a2, a1a21), (/32, /31), (a1a2, a1), (b2, b1);p, q). 

証明．定義により

I(a1, /31, a1, b1;p, q)I(a2, /32, a2, b2;p, q) 

= (2面）2i2 F(a1,a1z1;p)F(a2年 2;p)F(f31,b1z1; q)F(/32, b匹2;q) 
dz2dz2 

z1砂

が成り立つ．この表示において， F(/31,b戸1;q)F(/32, b匹2;q) (すなわち底がqの部分）に定理 2.3
を用いれば (a)が得られ， F(a1,a戸1;p)F(a2,a匹2;p)(すなわち底がpの部分）に定理 2.3を用い
れば (b)が得られる

ロ

定理 5.2から，定理 5.1が得られることを見ようまず，定理 5.1(a)を示す．定理 5.2(a)にお
いて，以下の条件を満たすようにパラメータ a1,a2,b1,的を固定する：

IPI < la;I < 1 (i = 1,2), 
lql < lb叶<lb叶く 1.
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定理の両辺を，変数a1-l,a2 -l,fJ1 -1, あー 1について逐次的に Laurent級数展開して定数項
を比較すると， Proposition2.2より

I(O, 0, a1, b1; p, q)I(O, 0, a2, b2; p, q) = I((0, 0), (0, 0), (a1, a2), (b1 b21, b2); p, q) 

+ I((O, 0), (0, 0), (a2, a1), (qb11b2, b1);p, q) + I(l, l,pa1a21, qb1b21;p, q) (5.3) 

を得る.p→0の極限をとると，命題 4.4,命題 3.6により，
S(O, a1, b1; q)S(O, a2, b2; q) =S((O, 0), (a1, a2), (b1b21, b2); q) 

1 
―正jS(O, a2z, qb11b2, b1; q)co(a戸）ゆo(b戸；q)-dz 
1 1'z  

が得られる．簡単な計算より，

S(O, a2z, qb11b2; q) = S(O, a匹，炉b2;q) +勾(a幽 b戸）

がわかるから，

S(O, a1, b1; q)S(O, a2, b2; q) =S((O, 0), (a1, a2), (b1b21, b2); q) + S((O, 0), (a2, a1), (b11b2, b1); q) 

1 
＋正！切（鴫b戸）co(a戸）心o(b戸；q)-

dz 

11' 

を得る．さらに

co(a1z)co(a幽 b凸）＝（叫1ザb□b2; q) -D・(叫鴫b戸）ー co(a戸））
1 
+-(co(a戸） + co(a如 b戸））
2 

が成り立つことに注意すると，

S(O, a1, b1; q)S(O, a2, b2; q) 

=S((O, 0), (a1, a2), (b1b21, b2); q) + S((O, 0), (a2, a1), (btb2, b1); q) 

+ G-co(a叫 b心）） ・(S(O,a幽 b21,b1; q) -S(O, a1, b1, y2; q)) 
1 
+ -(S(O,a砂1;q) + S(O, a2b1炉，b1;q)) 
2 

(5.4) 

を得る．解析接続により， (5.4)は，特異点を除くすべての a1,a2, b1, b2で成り立つ.(5.4)において
b1 = b2 = 0, a1 = e2匹 i'a2= e21ri立とし，両辺を X1心2に関して逐次的に Taylor級数に展開して
係数を比較すると定理 5.l(a)が得られる．
次に，定理 5.2(b)から定理 5.1(b)を導く．定理 5.2(b)において，以下の条件を満たすように，

パラメータ a1,a2, b1, b2を固定する．

IPI < lail < 1, lql < lbil < 1 (j = 1, 2), 

IPI < la1a叶<1. 

変数fJ1-1, ふー 1心1-1, a2 -1について逐次的に Laurent級数展開して定数項を比較すると，

I(O, 0, a1, b1;p, q)I(O, 0, a2, b2; p, q) = I(O, 0), (0, 0), (a1a2, a2), (b1, b2); p, q) 

+ I((O, 0), (0, 0), (a1a2, a1), (b2, b1); p, q) + I(l, 1, a1a2, b1b2;p, q) (5.5) 

が得られる.(5.5)において， p→0の極限をとり， Taylor展開の係数の比較をすると定理 5.l(b)
が得られる

定理 5.2は，深さが2以上の場合に拡張することができる．まず， (a)の一般化について考えよ
う.Aとその部分集合 A'を以下で定義される文字の集合とし， C〈A〉,C〈A'〉を，それぞれA,A'上
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の語で生成される C上の非可換多項式環とする：

A:= { Z(a, /3, a, b) I a, /3, a, b E ex}. 

A':= { Z(a,{3,a,b) E Al a rf_ p2, lal rf_ IPI尻f3rf-q2,lblrf-lql2}. 

C〈A〉の語wに対して，その長さを l(w)と書く.C-双線形写像*: (C〈A〉X(C〈A〉→ C〈A〉を以下
で定める：

(i) (C〈A〉の任意の元 wに対して 1*W = W * 1 = W. 
(ii) (C〈A〉の任意の語 w,w'に対して

wZ(a1, /31, a1, b1) * w'Z(a2, /32, a2, b2) = (w * w'Z(a2, /32, a2, b11b2))Z(a1, /31/32, a1, b1) 

+ (wZ(a1, 針，a1,b1b2り*w')Z(a2, f3心，a2,b叫. (5.6) 
(C〈A〉，＊）は可換かつ結合的なC代数となる．
以下の定理は，本稿における 1番目の主定理である．

定理 5.3.C-線形写像 J:(C〈A'〉→Cを

I(Z(a1, 功，a1,b1)・ ・ ・Z(an, f3n, an, 加））：= J((a1, ・ ・ ・, an), (/3ぃ..・, f3n), (a1, .. ・, an), (bi, .. ・, bn);p, q) 

で定める．すると， w1,w四WI*W2 E (C〈A'〉のとき以下が成り立つ．

I(w1 *四） = I(w1)・I(四）．

次に定理5.2(b)の一般化について考える.C-双線形写像 LJIJ:(C〈A〉x(C〈A〉→C〈A〉を以下で定
める：

(i) (C〈A〉の任意の元 wに対して lLJ1JW=WLJ1Jl=w
(ii) (C〈A〉の任意の語 w,w'に対して

Z(a1, /31, a1, b1)w lJlJ Z(a2りぁ，a2,む）w'= Z(a1, /31, a1a2, b1)(w lJlJ Z(a11a2, /32, a2, b叫w')

(C〈A〉,LJIJ)は可換かつ結合的なC代数となる．
本稿の 2番目の主定理は以下の通りである．

+ Z(a2, あ，a団2む）(Z(a1a21凸，a1,b1)wlJIJw').

定理 5.4.w1, w2, w1 lJlJ初2E (C〈A'〉のとき以下が成り立つ．

J(w1 lJlJ四） = I(w1)・I(四）．

主定理の証明は，以下の小森ー松本ー津村 [9]による結果の楕P3変形を示すことによりなされる．

定理 5.5([9]). 多重ゼータ値のシャッフル積分解は，計算の途中でAr型のルート系ゼータ値が現
れることを許せば，部分分数分解として実現できる．

[9]においてゼータ値の部分分数分解に用いられているのは，以下の有理関数の恒等式である：

呼11yk2= :t: (灼ー!:mi) (x + y)k2; 加呼1-m1十こ（如ー!;m2) . .. 1 
本稿の主定理は，この恒等式ではなく， Fayの桓等式（定理2.3)を用いて， [9]と類似の議論を行う
ことにより証明される．

注意 5.6.部分分数分解を用いた多重ゼータ値のシャッフル積公式の証明としては， Goncharov[7] 
によるものもある [7]の証明において用いられている有理関数の恒等式は以下のようなもので
ある：

1 1 

P1(P1 + P2)・ ・ ・(p1 +・・・+Pk) . Pk+I(Pk+l + Pk+2)・・・（四＋・・ ・+ Pk+l) 

= L 
crES(k,l) 
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ここに， S(k,l)はu(l)< .. ・< u(k)かつ u(k+ 1) < .. ・< u(k + l)なる {1,.. ・, k + l}の磁換ぴ
全体のなす集合を表す．この有理関数の恒等式の楕円類似を考えることにより主定理を証明する

ことも可能かもしれない
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