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多重対数関数の特殊値の線形独立性について

大阪大学 JII島誠

Makoto Kaw邸 hima

Department of Mathematics, Osaka University 

概要

sを自然数とする.s多里対数関数を Lis(z):=区；；~。 zk+l/(k + l)s E IQl[[z]]と定義する.Lis(z)をC
係数の幕級数とみると，その収束半径は 1である．本小論では多重対数関数の，収束半径内の異なる代数的

数における特殊値の代数体上の線形独立性について， SinnouDavid氏(SorbonneUniversity), 平田典子

氏（日本大学），筆者の共同で得られた結果を紹介する．

1 導入

sを自然数とする.(Q)係数の塞級数
00 

Lis(z):=区
zk+l 

k=O 
(k + 1)• 

をs多重対数関数という定義より Lii(z)= -log(l -z)が成り立つ.Lis(z)をC係数の憲級数とみると，

その収束半径は 1である．多重対数関数は微分方程式

d 1 
-Li.(z) = -Lis-1(z) 
dz z 

を満たす．ここで， Lio(z)=~ こ。沙+l= z/(1-z)である．また多重対数関数は， Siegelの意味での， G-関
数 ([37]参照）と呼ばれる幕級数のクラスに属している．

本小論では，多重対数関数の収束半径内の代数的数における特殊値の線形独立性に関して， SinnouDavid 

氏(SorbonneUniversity), 平田典子氏（日本大学），筆者の共同で得られた結果を紹介することを目的として

いるはじめに，多重対数関数の特殊値の線形独立性についての先行研究を紹介するなお，本小論の内容

は， xE [0, 1) n IQに対して，多重対数関数を一般化したレルヒ閲数 if>s(x,z) :=~';=0 zk+l /(k + x + 1)"に

対しても成り立つ ([11]参照）．

1.1 多重対数関数の特殊値の線形独立性の先行研究

多里対数関数の特殊値の，無理数性，線形独立性，或いは，超越性といった数論的な性質はr=lの対数関

数の場合を除いて，あまり知られていないここでは，主要な結果を紹介する多重対数関数 (Lis(z))区sSr

のO<a<lを満たす有理数aにおける特殊値の無理数性に関して， 1979年に E.M. Nikisinが次の結果を

与えた．
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定理 1.1. (cf. [28, Theorem 1]) rを自然数， a,bを互いに素な整数とし，次を仮定する.b>Oかつ，

(1) br+l < lalexp(-(r -l)(r(logr + 1) + 2rlog2)). 

このとき， r+l個の実数：

1, Li1 (b/a), ... , Lir(b/a) 

はQ上線形独立である．

原論文では，若干のミスがあり， [28,Theorem 1]で述べられている， 1,Li1 (b/a), ... , Lir(b/a)の線形独立

性が成り立っための b/aに対する条件は， (1)と異なっていることに注意しておく．この修正は [22]を参照

のこと．定理 1.1の代数体への一般化が[20]で与えられている．

つぎに，ダイログ関数Li2(z)に関する結果として， 1993年に得られた畑正義氏の結果を紹介する．

定理 1.2.[19, Theorem 1.1] qを， q?:7, 若しくは， q~ ー 5を満たす整数とするこのとき， L砂(1/q)は

無理数である．

また， 2005年に G.RhinとC.Violaは， 1996年に [31]で，彼らによって考案された“置換群の手法”をも

ちいて，定理 1.2の改良を行っている ([32]参照）．

ここまで紹介した結果は，一つの代数的数 a に対して (Lis(a))区s~r の代数体上の線形独立性に閲するも

のであった．次に， aを動かした際に多重対数関数の特殊値の線形独立性について知られている結果を紹介

する.mを自然数とする.a1, ... ,amを相異なる， 0でない代数的数とする.1986年， Rhin,P. Toffinは対

数関数， log(l+ a1z), ... , log(l + amz)のパデ近似を構成することで次の結果を示した．

定理 1.3.[30, Theoreme 1] K を有理数体，若しくは，虚二次体とする.a1, ... ,amを相異なる， 0でな

い， Kの元とする.max(la1I, ・ ・ ・, la』)が叶分0に近い"とき， m+l個の複素数：

1, log(l + ai), ... , log(l + am) 

はK上線形独立である．

定理1.3における，‘‘十分0に近い"という条件は， [30]では定量的に与えられている．しかし，複雑である

ので，ここでは明示的には紹介していない．定理1.3は対数関数に閲するものであるが，ダイログ閲数Li2(z)

の異なる特殊値の線形独立性について， 2018年に Viola,W. Zudilinによって得られた次の結果がある

定理 1.4.[41, Main Theorem] qをq?:9, 若しくは， q~ ー 8を満たす整数とする．このとき， 4つの実数：

1, Li1(l/q), Li2(l/q), Li2(l/(l -q)) 

はQ上線形独立である．

このように対数関数，若しくは，ダイログ関数についてしか，多重対数関数の異なる値での代数体上の線

形独立性は知られていなかった．我々の結果は，定理1.3の手法を拡張して，多重対数関数の異なる値での代

数体上の線形独立性を示すものである．次に我々の主結果を紹介する．
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1.2 主結果

はじめに記号を準備する.r,mEN,Kを代数体とする.Kの整数環を OKとかく.Kの複素数体への埋め

込み知： Kc...+Cを固定し， Kの元を Cの元と見倣す.a EKに対して， aの共役を a,C9)(1 S g S [K : {Q)]) 

とかく．ここで a,Cl)=°'とする. a:= (a1, ... ,am) E (K¥{O})mをどの成分も一致しないベクトル，

/3 EK¥ {O}とする.D(a,/3) := min{n EN I nai,n/3 E 0叶とおく．さらに

.4(9)(a, /3) := rm [r(l -log2) + logD(a, /3) + logmax(l, min(la;9))-1・1/3(9) 1] 

+r(言log(2詞叫＋引max(la罰，l/3(g)I)) + log3) (1 S g S [K : {Q)]), 
A(a,/3) := logl/31 -(rm+ l)logmax(lai) -{rm(r + logD(a, /3) + rlog(5/2)) + rlog3}, 

V(a,/3) := A(a,/3) +AC1l(a,/3)-
立竺AC9l(a,/3)
[Koo: JR]' 

と定義するこのとき，次が成り立つ．

定理 1.5.上述の記号の元， V(a,/3)>0であると仮定するこのとき， rm+l個の複素数：

1, Lii(ai//3), ... , Lir(ai//3), ... , Lii(a:m//3), ... , Lir(a:m//3) 

はK上線形独立である．

注意 1.6.pを素数とする．定理1.5のp進類似である， 「p進多重対数園数の収束半径内での異なる代数

的数における特殊値の代数体上の線形独立性の十分条件」も得られる ([11]参照）．

K=IQの場合はV(a,/3) = A(a, /3)が成り立つので，次の系が得られる

系 1.7.r,m EN, a:= (0:1, ... ,am) E (IQ¥ {O}rをどの成分も一致しないベクトル， /3E IQ¥ {O}とする．

V(a, /3) := logl/3 -(rm+ l)logmax(lail) -{rm(r + logD(a, /3) + rlog(5/2)) + rlog3} 

とおく.V(a,/3)>0がなりたつとする．このとき， rm+l個の実数：

1, Lit(ai//3), ... , Lir(ai//3), ... , Lit(am//3), ... , Lir(am//3) 

はQ上線形独立である．

次に一般次数の代数体上の多重対数関数の特殊値の線形独立性の例を与える．

系 1.8.mを自然数， a:=(a1, ... ,am) E (Q¥ {o}imを各成分が異なるベクトルとする.d,Mを自然数

として， M 2: 3とする.d,Mに関する多項式， fM,d(X)E (Ql[X]を次で定義する．

和，1(X):= (2 +訂）X-灼，

f M,2(X) := (2 +訂）X2 -2X +灼，

fぃ(X):= (2 +ガ）xし合xd-1-2x+合．
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このとき， d,r,m,aにのみ依存する十分大きな自然数Mo:=Mo(d,r,m,a)で，次を満たすものが存在する

M。より大きな任意の自然数M に対して， fM,d(X)の複素数体における根の中で絶対値が最小のものを

l/ (3とおく．このとき， rm+l個の複素数：

1, Lii(ai//3), ... , Lir(ai//3), ... , Lii(am//3), ... , Lir(am//3) 

は{Q)(/3)上線形独立である．

証明.Mを自然数とする.fM,d(X)の複素数体における根の中で絶対値が最小のものを 1/(3とおく．この

とき，次が成り立つ．

(i) [(Q)(/3) : (Q)] = d, 

(ii) den(/3) <:'. 2, 

(iii) M が十分大きい時， I1//31'ま十分0に近<,ll/f3(9りは十分 1に近い (2<:'. g <:'. [(Q)(/3) : (Q)]). 

(i), (ii)から次の不等式を得る．

d m 

(2) V(<>, (3) 2'. loglf31 —Z:(rm -logmax(l,min(lail)―1 . lf3(g) I) -r L log(2門叫＋がmax(la,,I, lf3(9ll))) 
g~2 ,~1 

d 

-(rm+ l)logmax(lail) -{rm(r + 2logD(a) + rlog(5/2)) + rlog3} - rm [r(l -log2) + 2logD(a) + log3] . 芦｛｝
ここで (iii)を用いると，十分大きな自然数M に対して， V(a,{3)>0が成り立つ．

1.3 具体例

はじめに系 1.7の例を与える．

口

例 1.9.r = m = 15, a:= (1, ½, ... , 喜）， 0を， l/31> e3712.5を満たす整数とするこのとき， D(a,/3) = 
l.c.m.(1, ... , 15) = 360360が成り立つ．また，不等式：

log(360360) < 12.80, log3 < 1.10, log(5/2) < 0.92, 

が成り立つことから，不等式：

logl/31 > 3712.5 > 225(15 + log(360360) + 15log(5/2)) + 15log3 

を得る．従って，定理 1.5から， 152+ 1個の実数，

1, Li1 (1/ /3), ... , Li15(l/ /3), ... , Li1 (1/15/3), ... , Liい(1/15/3),

はQ上線形独立である．

次に，系 1.8の例を与える．
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例 1.10.d = 3, r, m E {1, ... , 10}, a := (ふふふふ..., 土）とする．系 1.8の証明中に与えた不等式，
(2)の右辺に現れる実数を V(a,M,d,r,m)とおく.(2)から V(a,/3)?:V(a,M,d,r,m)が成り立っている．

これより kを自然数，M=10kに対して， Kで条件：

(3) V(a, 10尺d,r, m) > 0, V(a, Iok-l, d, r, m) <::: 0 

を満たすものを考察する.(r,m)に関して， (3)を満たす Kの表を与えると次のようになる．

m¥r 1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 
1 6 17 30 58 72 118 150 195 220 308 

2 16 41 73 131 164 259 329 422 476 655 

3 30 74 127 221 277 425 535 682 769 1044 

4 48 115 194 326 410 615 770 974 1099 1473 

5 69 164 273 449 563 830 1034 1300 1465 1944 

6 96 221 364 587 737 1070 1327 1658 1869 2455 

7 126 286 467 743 931 1334 1648 2049 2309 3008 

8 160 360 583 914 1146 1623 1999 2472 2786 3601 

， 198 442 711 1102 1381 1936 2378 2929 3301 4236 
10 241 532 852 1307 1637 2274 2785 3418 3852 4912 

2 対数関数の特殊値の無理数性

主定理の証明は「ディオファントス近似」と呼ばれる，数の有理近似の手法を用いて行う．その際に，多

甫対数関数の特殊値に対して，具体的にその有理近似を構成する．我々はその有理近似の構成のために，幕

級数の有理関数の近似の一つの手段であるパデ近似を用いた．いきなり主定理の証明そのものをみると複雑

であると思われるので，まず，本研究の雛形となる対数関数の特殊値の無理数性について復習する．

まず，与えられた実数が無理数であるかどうかを判定する補題を与える．

補題 2.1.aを実数とするある整数のペアの列 {(pn,qn)}n=l,2, … CZ¥ {0} X Zで次の条件を満たすも

のが存在するとする．

(i) Pn°'-qn =J 0となる nが無数に存在する．

(ii) lirn p四— qn = 0が成り立つ．
n→OO 
このとき aは有理数でない，即ち，無理数である．

証明.aが有理数になると仮定して矛盾をだす.a=  q/pとするここでp,qは整数である.p>Oとする．

(i)より，

(4) q
-
P
 

＃
 

qn-Pn 
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となる nが無数にある.(4)を満たす全ての nに対して，等式：

q 
〇ヂ IP也—叫= Pn--qn = 

伽q-qnPI
p p 

が成り立つ．この時， 0でない正の整数の大きさは 1以上，ということから

1 
IP四— qnl 2': ー

p 

が成り立つ．しかし，これは条件 (ii)に矛盾する．

補題2.1を用いて対数関数の特殊値の無理数性を示す．

口

定理 2.2.log2は無理数である．

証明.0 = log2に対して，補題2.1に現れる整数のペアの列 {(pn,q叫}n=l,2,… CZ¥ {0} x Zを次のように

作る.nを自然数，心を 1,... ,nの最小公倍数， Pn(z):= 1/n! (羞）n zn(l -zr E Z[z]とおく．また

（四 =d占 (2),伽＝国 G芦―l)k+~り~1~(;十~+1)) 21) E z2 

とおく．このとき，不等式：

ヽ

ー

＇

）

5

6

 

，
ー
、
，
ー
、

/几(t)dt = i『(1-tr dt 
。2_ t l (2 _ t)n+l 

n 

<:'. (3 -2v2) < (0.18)n 

が得られるここで， (5)は部分積分公式から得られている．更に (5)の右辺を用いると， 0< Ii。1与乎dtが
成り立つ.(6)は， maxtE[0,1]号ヂ=3-2v'2であることを用いたさて， (6)から，不等式：

1凡(t)
0 < 1Pnlog2 -q叶=dn j dt = en+o(n)・(0.18)n < (0.504r+o(n)→ 0 (n→ oo), 。2-t

が得られる．但し，上記の不等式において，素数定理を用いた不等式， dn= en+o(n) (n→ oo)を用いたこと
に注意する．これより， log2の無理数性が示された． ロ

注意 2.3.定理2.2の証明において現れた整数列 (Pn,qn)は一見どのように得られたか分かりにくい．し

かしこれらは，対数関数Lh(z)= -log(l -1/z)のパデ近似（補題3.1,及び，定義3.2参照）を用いると自然

に現れる対象である（注意3.6参照）．特に (Pn(z))nはルジャンドル多項式族と呼ばれる有名な直交多項式

族である．

3 多重対数関数のパデ型近似

ここではLを標数0の整域とするまずパデ型近似を復習する．無限遠点におけるオーダー関数， ord00,

を次で定義する．

ord00: L((l/z))→ ZU{oo}, 苫ak·~→ min{k E Z I ak =JO} . 
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補題 3.1.Tを自然数， fi(z),... ,fr(z) E 1/z・L[[l/z]]をローラン級数， n:= (n1, ... , 匹）€罰とす

る. N :=区：~1niとおく.MをM?:N を満たす整数とする．このとき，次の条件を満たす多項式族

(Po(z), A(z), ... , Pr(z)) E L[z]"+1 ¥ {O}が存在する．

(i) degP0(z):; M , 

(ii) ord00Po(z)fi(z) -Pj(z) ?: 巧+1 (1 :::: j :; T) . 

定義 3.2.補題3.1と同様の記号を用いる (i)と(ii)の条件を満たす多項式の族， (Po(z),A(z), ... , Pr(z)) E 

L[z]"+l を (fl,··•,fr) の軍さ， n, 次数M のパデ型近似という．

以卜:,r,mを自然数， a1,... , am, tを不定元， L:= {Q)[a1, ... ,am]とおいて， L係数のローラン級数族

oo a7+1 1 
Lis(a;/z) := L E L[[l/z]] (1 <:: i <:: m, 1 <:: s <:: r) 

(k + 1)8 zk+1 
k=O 

のパデ型近似を与える．まず記号の準備を行う．

記号 3.3.

(i) a ELに対して，代入写像L[t]-----+ L, P-----+ P(a)をEvalaとかく．

(ii) PE L[t], に対して， P倍写像L[t]-----+ L[t], (Q←→ PQ)を[P]とかく．

(iii)形式的な積分写像L[t]-----+ L[t], P ピ➔ u。~P(~)d~ をPrimとかく．定義より，任意の非負整数 Kに対

して， Prim(tり＝町(k+1)が成り立つ．

(iv) nを自然数とする．写像L[t]-----+ L[t], P←→ 古釜遺nP(t))を品とかく．定義より，非負整数Kに対し

て，品(tり=(n~k)柱が成り立つことに注意する．

(v) a E L, s E Zに対して， L線形写像L[t]-----+ L, tk >--+ ak+1 /(k + 1)8を'Pa,sとかく．また記号の濫用で

あるが，知，sRL[t]L[tl[[z]]も'Pa,sと記述する．

sを自然数， Kを非負整数とする 'Pa,s(住）は次の積分の形式化であることに注意する．

(s~1)! 1"凸ogs-1 f dt 
事実 3.4. (i) PrimはL同型写像であり，その逆写像はふである．

(ii)非負整数n1,n2に対して， Sn,,Sn2は可換である．即ち， Sn,O Sn2 = S四 oSn,が成り立つ．

(iii)整数sE ZとaELに対して， 'Pa,sO S1 ='Pa,s-1が成り立つ．

(iv) a ELに対して， L加群の射，知，。の核はイデアル (t-a)である．

sを自然数とする．このとき，次の,,積分表示,,が成り立つことに注意する．

(7) 'Pa,s C~』= Lis(a/z) . 
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定理 3.5.lを非負整数として，

m 

(8) Pn,t(alz) := Evaしastl (t1 Jリ(t-年）rn), 
(9) Qn,l,i,s(alz) :=い（幻(alz;□ ;n,z(alt)) (1::; i::; m, 1::; s::; r) . 
とおく．このとき， (Pn,z(alz),Qn,l,i,s(alz)hsi:om /ま， rm+l個のローラン級数族， (Lis(ai/z)h:oi:omの，

1 <s:or l:os:or 
重さ (n,... ,n) ENrm, 次数 rmn+lのパデ型近似を与える．

注意 3.6.r = m = 1, l = 0, かつ， a1= 1とする．このとき，

1 dn 
Pn,o(z) := Evalz o品((t-lt) = --(zn(z -1)門

n!dzn 

Qn,o,1,1(z) = j Pn,o(z) -Pn,o(t) dt 。 z-t

が成り立ち， Pn,o(z)は(-It倍のn番目ルジャンドル多項式である．このことから，定理3.5で与えた多重

対数関数のパデ近似は，対数関数のパデ近似の自然な一般化であることがわかる．

証明.Rn,l,,,s(a z) := Pn,z(a z)Li.(ai/z) -Qn,l,,,s(a z)とおく. Pn,t(alz) の定義から deg~れ，z(alz)= 

rmn+lが成り立つのでordoo(Rn,l,i,s)2'. n + lを示せばよい．

Rn,l,i,s(alz)の定義と性質 (7)から次が成り立つ．

Rn,l,i,s(alz) = Pn,z(alz)<.pa.,s C~t) -Qn,l,i,s(alz) 

(10) ＝五，s(竺州）＝文五，s(t出，z(alt))zk~l ・
k=O 

ここで環End£(L[t])の元として次の等式が，成り立つことに注意する．

1 
Sn = -S1 o ... o (S1 + n -1) (n EN) 
n! 

[tk] O S1 = (S1 -k) 0 [tり(kE忍o)-

Pn,1(alT)の定義と上の等式から，それぞれの 1:S s :S r, 0 :S k :S n -Iに対して，多項式 Us,k(X)E (Q)[X] 

で， degUs,k= nr -s, かつ

抄Pn,1(alT)= Sis)。い(S1)(杵+l且(t-a;r)
を満たすものが存在するライプニッツの公式から， Us,k(S1)(tk+l IJ::1 (tー a;)rn)は任意の 1:Si:Smに

対して，イデアル (t-a;)に含まれる従って， 1:S i :S m, 1 :S s :S rとO:Sk:Sn-1に対して，

五，s(tk几，1(alt))=五，OO Us,k(S1) (tk+l l且(t-叫rn)=o,
が成り立つ．従って (10)から，

ord00Rn,l,i,s(alz) 2 n + l (1 <:'. i <:'. m, 1 <:'. s <:'. r) . 

が成り立ち，定理3.5が示された． 口
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4 証明の概要

この章では， r,mEN, 0:1, ... ,0:m EK¥ {O}を相違なる元， /3EK¥{O}とする．

定理 1.5を示すために，補題2.1の一般化である，与えられた複素数の代数体上の線形独立性を与える次

の判定法を用いている．

命題 4.l.K を代数体として，固定した KのCへの埋め込み LOOに関する Kの完備化を Kooとかく．

mENを自然数として， 0o:= l,01,・・・,0mを0でない複素数とする.Kの整数係数の行列の族，

{En:= (An,l,j)。Sl,jSm}nENC Mm+1(叩）n GLm+1(K) 

と正の実数

{A(Yl}忍 [K:Q],A 

で次の条件を満たすものが存在すると仮定する．

(11) 

(12) 

実数Vを

max A(g) n,l,j 0'.,l,J'.,m 
:S eA(Yl.n+o(n), 1 :S g :S [K : IQ)] (n→ oo) 

I n,l,O・0j―An,l,jl :Se -A・n+o(n) max A 
O<l<m 
lsjsm 

江戸乳4(g)

(n→ oo). 

V :=A+A<1) -
[K=皇］

と定義する.V>Oとすると， 0。，..., 如は K上線形独立である．

m 

証明．ベクトル/3:= (/30, ...'如）€ 〇K¥ {0}でA(/3,0) := L/3;0; = 0を満たすものが存在すると仮定し
i=O 

て矛盾を出す.nを自然数とする．仮定より， det(An,l,j)。'.',l,j'.',mヂ0が成り立つので， 0<:::Zn<::'. mをみたす

整数lnで，

m 

(13) 尻：=L心，ln,j約-=J0 
J=O 

が成り立つものが存在する.1 S j S m, 0 S l S mに対して， Rn,l,j= An,l,O化— An,l,j とおく. A(/3, 0), 

Bin, 及び， Rn,l,jの定義から，

m 

0 = An,ln,oA((3, 0) =尻＋区Rn,ln,Jも
J=l 

が成り立つ.Btn E OK¥ {O}に対して積公式を用いると，次の不等式を得る．

(14) 

[K=:11!.] 
m 

1 ::cc; IJ1IB{!)I x IE叫[K=:11!.]= IJ1IBt) x LRn,ln,jも
g g j=l 
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ここで，IT/における",,,は次を意味する．即ち， K==lR の場合は， g が 2~g~[K : {Q)]を走り， K==C

の場合は g が， 3~g~[K : {Q)]を走る．はじめに Bどりの上界の評価を行う．不等式 (11)とBzれの定義

より，

(15) IBz~)I <::'.eA叫 +o(n)(n→ oo) 

が成り立つ．次に区'J'=lRn,ln,jもの上界の評価を行う．不等式 (12)から

m 

(16) 区Rn,ln,j/3j<; e―An+o(n) (n→ oo) 
j=l 

が成り立つ.(15), (16)を(14)に用いて，新たに得られる不等式に l/[K00:民］乗を行うと，

l~e—Vn+o(n) (n→ oo) 

が成り立つ．仮定より V>Oなので，上の不等式は十分大きな nENに対して矛盾を与える． ロ

命題 4.1を(0i,s:= Lis(a;//3))i<::i<::m,1<::s<::rに対して用いたい．命題4.1の条件にある行列の族を，定理

3.5を用いて，次のように作る．

a1, ...'am, /3の分母を D(a,/3):= min{n EN  I na;,n/3 E 0吋と定義し，自然数nに対して， 1,... , n 

の最小公倍数を dnとおく．このとき，

An,l := d~D(a,/3)·Pn,1(al/3),An,i,s,l := d口D(a,/3)・Qn,i,s,l (nl/3) 

に対して， Bn:= (心，O • • • An,rm) と定義すると， BnE M,m+l囮）が成り立つ．こ

An,i,s,l 1'.".i'.".m,1'.".s'.".r 
D'.".l'.".rm 

こで，凡が可逆になることを示すことが難しいが，次の結果が成り立つ．

命題 4.2.nを自然数とするこのとき， enEK¥ {0}で次の条件を満たすものが存在する．

m 

detBn = Cn IJ a:(n+l)十,2n+(;) IJ (a;2-ai,)(2n+l)r2_ 
i=l l:',i1 <i2:',m 

この後は， Pn,z(alz),Pn,i,s」(alz)の定義から， (11),(12)に対応する評価を行い， OKの元を成分に持つ，

可逆な行列族(B砂nEJ¥Iに対して，命題4.1を用いると，定理1.5が得られる．
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