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概要

実数の部分集合 F の e△—近傍長さ K の等差数列が含まれないとき， F は (k,s)-AP を含まな

いという．この記事では，講演では省略した主結課に詳細な証明を与える.(k,s)-APを含まな
いような集合のフラクタル次元の上からの評価を rk(l/s)で表し， (k,s)-APを含まないような
フラクタル次元が人きい例を構成する．ただし， rk(N)とは長さ Kの等差数列を含まない集合
A<;;; {l, ... ,N}に対して Aの最大の濃度と定義する．

1 はじめに

本講演で紹介した結果に省略した証明をつける．この記事では一次元の等差数列についてのみ言及

するが，より高次元の等差数列については [Sai19]を見よ．まず，実数E>Oと整数k2'. 3に対して，

実数列 (aj)にJが(k,E)等差数列であるとは
laj―bjl::; E△ (1.1) 

を満たす長さ k,公差△ >0の等差数列（匂）；二が存在することをいう．

陶示すると以下の等差数列 (bJり闊の近傍にある点列が (k,E)ー等差数列である．

b。△ b b2 
---~ •~ tel 

bk-2 bk-I 
~ . ~ . I) 

c△ 

次に Assouad次元を定義しよう．任意の有界集合Ee股dとr>Oに対して，直径がr以下の開

集合でFを被覆することができる最小の個数を N(E,r)とかく．今，集合Eが有界であることと自

然数が整列集合であることから， N(E,r)はwell-defindである．このとき， Fこ配に対して

dimげ =inf{!J"ミ0: (ヨC>O)(¥/R>O) (¥/rE(O,R)) (¥/xEF) 

N(B(x,R)nF,r)::::; c(汀｝
をFのAssouad次元という．ただし， B(x,R)を中心x,半径Rの閉球と定める．この Assouad

次元と (k,c:)ー等差数列には関係があることを Fraser,筆者， Yu,によって示されている．彼らは各
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k 2 3とcE (0, 1)を固定し，集合Fi:;;JRが(k,c:)ー等差数列を含まないとき，

dimAF :<; 1 + 
log(l -1/k) 

log(k「1/(2c:)l)
(1.2) 

となることを示した [FSY19,Theorem 2.1]. また，彼らは整数k2: 3を固定し， 0< E < min{(k -

2)/4,1}を満たす実数eを固定したとき，

dimH F = dimA F = 
log2 

log 2k-2-4c k-2-4,: 
(1.3) 

となる具体例F<::::: JR. を構成した [FSY19,Theorem 2.2]. したがって，

DA(k,c):=sup{dimAF: F<::::: 戦は (k,c)ー等差数列を持たない} (1.4) 

DH(k,c):=sup{dimHF: F<::::: 戦は (k,c)等差数列を持たない} (1.5) 

とおくと次が成立する：整数k2: 3を固定し， 0< c < min{(k -2)/4, 1}を満たす実数eを固定す

る．このとき，
log2 
2k-2-4e S加 (k,E)S DA(k,E) S 1 + 

log(l -1/k) 

log k-2_40 log(k「1/(21::)l)
(1.6) 

が成り立っ．そこで，本講演では九(N)を用いて上の不等式を改善するということを議論した．こ

こで，整数k2'. 3 に対して，集合 A~{1,2, ... , N}が長さ Kの等差数列を含まないような最大の A

の濃度を rk(N)と書く．このとき，次の結果を得た：

Theorem 1.1 ([Sai19]). 整数 k2'. 3を固定し， Q< c < 1/4を満たす実数 eを固定する．この

とき，

が成立する．

logrk(ll/(8s)」）
log(l/s + 1) 

:::; DH(k,s):::; DA(k,s):::; -
1 log(rk(「1/sl)「1/sl)
2 log(「1/sl)

特に，正の上漸近密度を持つ自然数の部分集合は任意の長さの等差数列を含むという Szemeredi

の定理 [Sze75]は
叫N)
N 
→ 0 (as N→ oo) 

となることと同値である．この事実から次が系として成り立つ：

Corollary 1.2 ([Sai19]). 以下の 3つの条件は同値である．

(i) Szemerediの定理が成り立つ．すなわち，

lim 
IAn[l,N]I 
N N→DO 

を満たす集合AこNが任意の長さの等差数列をもつ；

(ii)任意の k2'. 3に対して，

>0 

lim fl-DA(k,s) = 0 
C→ +o 

が成り立つ；

(1.7) 
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(iii) 任意の k~3 に対して，

が成り立つ．

lim c 1-DH(k,e) =0 
e→ +o 

Szemerediによって (i)は成り立つことが証明されているので [Sze75],任意の k:C:: 3に対して

lim cl-D追，e)= lim El-D追，e)= 0 
e→ +o e→ +o 

が成立する．式 (1.6)の評価式では

El-DA(k,t:) -:::: (1/c:)点柑所告T= (1 -1/k)点告枡恥

したがって，届元→+o El-DA(k,s) -:; 1 -1/kが成り立ち，式 (1.6)から Szemerediの定理は導出でき

ない．ここで， rk(N)のより詳しい量的な評価が得られればD(k,E)の量的な評価も得られることに

注意せよ．例えば， O'Bryantの結果 [O'Bll]から，任意の N2 1とk2 3に対して’ある絶対定

数C>Oが存在して

叫N) 1 
N 2幻 xp((log 2) (-n2(n-l)/2喜戸＋茄log外0い））

が成立する．ただし， n=「log2klとおく．また， Gowersの結果 [GowOl]から，任意の N21と
k 2 3に対して，

叫N)< N 
N ―(log log N)2_2k+s 

が成り立つ． したがって，

1 
log(l;c: + 1) (1og(Cll/(8c:)」）+ (log 2) (-n2応 1)/2咋五口可＋面log外og丑1/(8c:)」））

~DH(k,c:) さ DA(k,c:) さ 1-
1 log log log「1/c:l) 
21+2k+9 1--f「1 ,_ lヽ

が成り立つ．

Proposition 1.3. 整数 k~3 を固定し， 0 < c < 1/4を満たす実数eを固定する．このとき，

c:rk(ll/(8c:)」） «cl-DH(k,c)~cl-DA(k,c)«(erk( 「l/c:l))l/2

が成立する．

定理 1.1仮定下での命題 1.3の証明．定理 1.1により，

rk(ll/(8c:)」） = exp(log(rk(ll/(8c:)」）））さ exp(log(l/c:+ l)DH(k,c:))≪cDH(k,0) 

が成り立つ．よって，
c:r叫1/(8c:)」） ≪cl-DH(k,c)

を得る．逆向きの不等式は定理 1.1により，

Tk(「1/c:l)「1/c:l=explog(rk(「1/c:l)「1/c: l))ミexp(2log(「1/c:l)DA(k,c:))ミ「1/cl2DA(k,c) 

(1.8) 
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が成り立つ． したがって，
cl-DA(k,e)≪(erk(「l/cl))1;2

を得る． 口

2 準備

正の整数N と有限集合AC[O,N] nzと実数0< t5 < 1/2に対して， 3つ組 (A,N,t5)から定ま
る自己相似集合F(A,N,t5)を次と定める：

2t5x Nt5 
叫 x)= + a -
N+2t5 N+2t5 

(a EA, x E罠），

I。=[A]<l, ln+l = LJ <Pa(In) 
aEA 

としたとき，
00 

F(A,N,8) = n In 
n=O 

と定め， F(A,N,8)を(A,N,8)が誘導する自己相似集合と呼ぶ．このとき，次が成立する．

(i)任意の aEAに対して， [a-8,a+8] ;;:i如(Io);

(ii) lnt(Io) ;;:i UaEA叫(Int(J0))が成り立ち，この和集合は非公差和である．ただし， S<;;;戦に対

して， Int(S)はSの内部とする．

(iii) F(A, N, 8)は空でないコンパクト集合で，

F(A,N,8) = LJ如(F(A,N,8)) (2.1) 
aEA 

が成立する；

(iv) 

dimH F(A, N, 8) = 
loglAI 

log (鈴+1) 
(2.2) 

が成り立っ．

まずこれらを簡単にチェックする．任意の XEf,。に対して，

-2炉 NJ 2Jx NJ 2J(N + J) NJ 
a-J= +a- <十a- <a+ =a 
N + 2J N + 2J -N + 2J N + 2J - N + 2J ―N+2J 

+J 

が成り立つことから (i)を得る.(ii)については如：股→ 股が同相写像であるから， (i)により，任

意の aEAに対して

(a -6, a+ 6) = lnt([a -6, a+ 6])~lnt(¢a(Jo)) = </Ja(Int(Io)) 

となるから，

Int(Io)= LJ(a-8,a+8);2 LJ叫 Io)
aEA aEA 
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が成立する．ここで， a1=/ a2, a1, a2 EAのとき， (a1-8, a1 + 8)と(a2-8, a2 + 8)は互いに交わ
りを持たないので (ii)を得る. (iii)はIFS(IteratedFunctions System) (伽）aEAから定まるアトラ

クターが一意的に存在することから (2.1)を満たす空でないコンパクト集合Fが存在する．また，そ

の明示式により，
00 

F= n In 
n=O 

と書ける．よって， F= F(A,N,'5)が成り立つ．最後に (iv)を示す.(ii)により (ef>a)aEAは開集合

条件を満たすから，その Hausdorff次元は

戸ご28)s = 1 
の実数解で与えられる．よって，式 (2.2)を得る．

Lemma 2.1. 集合Fこ配に対して，

dimげ =inf{u?:O : (ヨC> 0) (ヨ入?:1) (V R > 0) (Vr E (0, R) with R/r >入）

('vxEF) N(B(x,R)nF,r) :S: c(汀｝
が成り立つ．

Proof. 証明すべき等式の右辺を Dとおく．まず， dimAF:S:Dを示す．実数びがび >Dを満たす

と仮定する．このとき，ある C>Oと入?:1が存在して任意の R/r>入満たす任意の正数r,Rと

任意の xEFに対して

N(B(x,R) nF,r) さ c(~r
が成り立つ．不等式入r?:R>rが成り立つとき，任意のxEFに対して

N(B(x,R) nF,r) :S: N(B(x,2入r)nF,r):S:C(2入）a :c:; c2a(~r 

が成り立つ、したがって， C'=C汐とおくことで任意の O<r<Rを満たす r,Rと任意の xEF

に対して

N(B(x,R)nF,r) :S: c'(~r 

を得る.Assouad次元の定義によって， dimAF:S: びが成り立ち，ぴ→ D +0とすることで

dimAF:S: Dが成り立つ．逆に， dimAF?:Dを示す．実数oがu> dimAFを満たすと仮定する．

このとき，ある C> 0が存在して，任意の O<r<R満たす任意の正数r,Rと任意の xEFに対

して

N(B(x,R) nF,r) さ c(~r
が成り立つ．特に，入 =1とおくことで， R/r>入を満たすr,Rと任意の xEFに対して

N(B(x,R)nF,r) :c:; c(~) ゜
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を得る．よって， Dの定義から，び :s;Dが成り立ち， 0→dimAF-0とすることで dimAF:s; D 
が成り立つ． ロ

3 定理 1.1の証明

まず，
logr叫1/(8c:)」）
log(l/c: + 1) 

：：：：：： D(k,c:) 

を証明する．整数 k2: 3を固定し，実数〇<E'.S 1/4をとる．また， N := ll/(8c:)」とおき，

IA'I = rk(N) なる集合 A'~{1,2, ... , N}で長さ Kの等差数列を含まないようなものをとり，

A:= A'-1とおき， o= 1/16とおく．自己相似集合F(A,N-l,o)が(k,c:)等差数列を含まない

ことを証明する．背理法を用いる．自己相似集合 F(A,N,o)が(k,c:)ー等差数列 (biり闊を含むと仮

定する．定義から，（も）にJはI。に含まれる．まず， (biり闊が全て異なる I。の連結成分に属する
と仮定する．すなわち，各j= 0, 1, ... , k -1に対して, lbj -aJ :Soを満たす aJEAが存在し，

i -I jならばa¥-/c ajが成り立つと仮定する．定義から，ある公差△ >0で長さ k>Oの等差数列

(cj)にtが存在して
lbj ―叫 ~E△

を各j= 0, 1, ... , k -lが満たす．集合I。の直径はN-l +28であるから，

(k -1)△ー2c△::; N-l +28 

を満たす． したがって，公差の上界

△< 
N-1+28 

k-1-2c 

を得る．よって， 0< 8 < 1/8により，各j= 0, 1, ... , k -1に対して

N-1+28 1 
laJ+1 -aj —△|さ laJ+l ― Cj+il + laJ -c且さ 28+ 2c < -

k-1-2c 2 

となり，△-1/2 < aJ+l -aJ <△ +1/2がj= 0, 1, ... , k-1に対して成り立つ．ここで， aJ+l-aJ 

が整数であるから (aりに｝が長さ Kの等差数列となり Aの定めかたと矛盾する．よって， (k,c)ー等

差数列 (b況誡の少なくとも 2項は同じ I。連結成分に属する．ここで，ある整数m,LとaEAが

存在して

{bm, bm+l, ... , bm+L-d C [a -8, a+ 8], bm+L tf_ [a -8, a+ 8] 

が成り立つと仮定する．このとき， [a-8,a + 8]の直径が28であるから，

△ -2c△ ::; 28 

が成立する． したがって，

△さ
28 

1-2c 
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を得る． したがって，

bm+L SE△ + Crn+L = E△＋△ + Cm+L-1 S 2E△十△+ bm+L-1 

2+4c 
S(l+2c)△ +a+os C-2E +1)o+a<7o+a<a+l-o 

が成り立ち， a+o< bm+Lく a+l-oを得る．これは (bj)仁6CL。と矛盾する．したがって，あ
るaEAが存在して， [a-o,a+o]つ｛も}]闊が成り立つ．ここで， [a-o,a+o]つ如(Io)であり，

F(A,N-l,o)の構成法により，如(Io)つ{bj:j = 0, 1, ... , k-1}が成り立つ．よって，(¢;;尺的））にJ
は(k,c)ー等差数列でI。に含まれる．これを t回繰り返すことで，ある列 {a;:i = 1, ... ,t}~A が

存在して，

{¢;;,1o••·O 勾 (bj)}にJcL。

を得る．よって， t→CX)とすることで

d" ({b . 
20 

iam j:J=0,1, ... ,k-1})::;;(N+2o) (N+2o)→ 0 

を得る．これは矛盾である． したがって，自己相似集合 F(A,N-l,o)が(k,s)ー等差数列を含まな

ぃ．ここで， F(A,N-1,o)のHausdorff次元は

となる． したがって，

が成り立つ．

次に，

dimH F(A, N -1, o) = 

logrk(ll/(8c)」）
log(l/c + 1) 

logrk(ll/(8s)」）
log(l/s + 1) 

：：：：： D(k, c) 

DA(k,s) < ! logh(「1/sl)「1/sl)
-2 log(「1/sl)

を証明する．まず， Fこ良を任意の (k,s)ー等差数列を含まない集合とし， 1/Eが整数になると仮定

する．任意の正の実数のパラメータ a>Oと整数のパラメータ N 2 2を固定し，正の実数入>1 

をcとaとNに依存したパラメータとする．不等式 R/r>入を満たす実数r,Rをとる.Fと交

点を持つ直径 2Rの区間 Iをとる．その区間 IをN/s個の閉区間に分割して，小さい順に小区間

をふ，A互・ ・,AN/(2,:)とおく．ここで， N はeに依存した正整数のパラメーターとする．任意の

1 <::'. j <::'. 1/Eを固定し，各 n= 0, 1, 2, ... , N -1に対して Aj+n/,:の中心を aれとおく．ここで， F

が区間Aj+n/,:(n = 0, 1, ... , N -1)のうち， rk(N)+ 1個以上の区間と共通部分をもつとする．こ

のとき，集合 {an:n = 0,1,2, ... ,N-1}は等差数列 (b』にJを含み，各i= 0, 1, ... , k -1に対
して

lbi―叫 :S:2ER/N 

が成り立つような {Ci:i = 0, 1, ... , k -l} c Fが存在する．ここで，等差数列 (bi)に闊の公差を△

とすると，

△ ?: 2R/N 
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が成り立つ． したがって，

lbi―叫さ 2ER/N:S: E△ 

が成り立つ．よって， (Ci)に。1は (k,叶等差数列である．これは Fの条件と矛盾する．したがっ
て， Fは区間 Aj+n/c(n = 0, 1, ... , N -1)のうち，高々 Tk(N)個の区間としか交わりをもたな

い．よって， 1:S: j :S: 1/Eを動かすことで， Fは高々 Tk(N)/E個の長さ 2RE/Nの区間 Aj+n/c

(j = 1, 2, ... , 1/E, n = 0, 1, ... , N -1)としか交わりをもたない．各小区間 Aj+n/cに対して同様

の議論を t回繰り返すことで， Fは高々 (rk(N)/ザ個の長さ 2R(E/Nlの区間と共通部分をもっ．

ここで

とおくことで，

t = I log(2R/r) 
log(N/c) l 
2R(c/N)tさr

が成り立つ．任意の正の実数入＝入(E,a,N)を十分大きくとって， R/r2入により，

tS(l+a) 
log(2R/r) 

log(N /c) 

とできる． したがって，

N(I n F, r) S (rk(N)/c)t«(~)(Ha)亨亨
が成り立ち， Assouad次元の定義から，

dimA F S (1 + a) 
log(rk(N)/E) 

log(N/c) 

が成り立つ． したがって， a→+oとすることで，

dim江 S
log(rk(N)/E) 

log(N/c) 

を得る． したがって， N= 1/cとおいて

DA(k,E) < 
I log(叫1/c)/c)

ー 2 log(l/c) 

を得る. 1/E が整数とならないとき， €1 = l/「1/clとおくと， E1SEである．よって，

DA(k,E) S DA(k,E) S 
, ! log(rk(「1/cl)「1/cl)
2 log(「1/cl)

を得る．
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