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細胞接羞パターンの数理解析に向けて*1

1 はじめに

龍谷大学先端理工学部村JII秀樹
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Faculty of Advanced Science and Technology, 

Ryukoku University 

細胞同士の接着である細胞間接着や細胞が自発的に適切な組織や器官などの構造を作る

細胞選別は，生物の発生や疾患に関わるもので，非常に重要なテーマとして細胞生物学，発

生生物学において活発に研究が行われている．極最近，数百万個の細胞からなる細胞塊の

細胞選別現象を数理的に理解するための基盤として，細胞間接着・細胞選別に対する数理

モデルが提唱された [3,5]. 本稿では，その数理モデル，その数理モデルを含む 1成分のよ

り一般的な問題である非線形非局所凝集拡散方程式を紹介し，その方程式の解析結果とし

て得られた解の基本的な性質について述べる．

2 細胞間接着の数理モデル

細胞間接着・細胞選別に対する数理モデルを紹介する.nc股d(dEN)を有界領域， T

を正定数とする．位置 xEn, 時刻 tE [O,T]における細胞数密度を u= u(x, t)で表す．

このとき，細胞間接着・細胞選別を記述する数理モデルは次で与えられる [3,5]. 

OU 

at -=▽  • (u▽ H'(u)) -V• (u(l -u)K(u)), 

K(u)(x) = Jj au(x + r'fJ) w(r)rd-l'fJd'fJdr. 
0 Sd-1 

(1) 

ここで， H'は細胞数密度と圧力の関係を記述する関数であり， 3d-lはd次元単位球面

(d = lの場合は積分の代わりに 2点における和となる）， aは細胞接着強度， wは接着力

*1本稿の内容の一部は RafaelBailo(Imperial College London), Jose A. Carrillo(Imperial College 

London), 佐藤純（金沢大学）， MarkusSchmidtchen(Sorbonne University), 富樫英（神戸大学），
Olena Trush(金沢大学）との共同研究に基づくものである．本研究は JSPSKAKENHI (17K05368, 

18H01139)とJSTCREST(JPMJCR14D3)の支援を受けている．
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が尤からの距離にどのように依存しているかを表す関数である．実際には適切な境界条

件と初期条件の下で方程式 (1)を考える．無次元化により，多くのパラメーターが 1に正

規化されていることに注意しておく．右辺第 1項は細胞が圧力の高いところから圧力の低

い方向に向かって移動するという性質を表している．右辺第 2項が細胞間接着を記述して

いる．積分項K(u)は，各細胞が知覚範囲（半径は 1に正規化されている）の中を見渡すこ

とができ，他の細胞に接着するために範囲内の細胞数密度が高い方向に向かって動こうと

する挙動を表現している．その前の 1-uの部分は，その細胞が他の細胞と接着していな

い場合には他の細胞に積極的に接着しようとし，その細胞がすでに十分な細胞と接着して

いる場合には更に他の細胞と接着しようとはしないことを表現している．図 1は空間 1次

元における方程式 (1)の数値計算例を示している．空間的に広く分布していた細胞が寄り

集まって細胞塊を形成する様子が見て取れる．
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図 1 空間 1次元における方程式 (1)の数値解．ただし， 0= [-4,4), H'(u) = u, 
a = 40, w(r) = exp(l/(戸-1))である．周期境界条件を課し，初期値として 0.5に
10 %のランダムな摂動を加えたものを与えている．

方程式 (1)は1種類の細胞種からなる細胞集団の挙動についてのモデルである．これを

2成分に拡張すれば， 2種細胞種を含む細胞間接着に対する次の細胞集団モデルを得る．

｛悶＝▽. (u▽ (u +v)) -V• (u(I -u -v)K,(u,v)), 

枷
＝ at ▽ . (バ7(u+ v))―▽ •(v(l-u-v)氏(u,v)), 

Ki(u, v)(x) = 1Js足 1[化1u(x十r77)+ ai2v(x + r77)]w(r)rd-l叫 77dr(i = 1,2). 

(2) 

ここで， u,vはそれぞれ第 1種，第 2種の細胞数密度を表しており， aij(i,j = 1, 2)は第

i種と第j種間の接着強度パラメーターである．複数種の細胞種からなる細胞集団におい

て，接着力の相対的な関係によって細胞の再配置，すなわち，細胞選別が起こり，様々なパ
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ターンを形成することが多くの実験により示唆されている．実験に対応する状況の下で，

接着強度のパラメーター aijを設定して行った数値実験では，定性的にも定量的にも実験

を再現できることが確かめられた [3].このモデルは神経細胞の集まりのような，形状が複

雑であり，他の遠くの細胞と連携している細胞が数十万個以上集まっている細胞集団の挙

動を理解するのに適している．実際に，この数理モデルを用いて脳神経細胞が形作る構造

の形成過程の解明に貢献している [4,6]. 

3 非線形非局所凝集拡散方程式

多成分間題の解析のためには，まず 1成分の問題をきちんと理解する必要がある．本稿

では，方程式 (1)を含むより一般的な次の非線形非局所凝集拡散方程式に対する基本的な

解析的結果を紹介する．

1~~ 羞[,,羞(H'(u)+ V) + u(l -nu)羞Wrn] in !1 x (0, T], (3) 
u-(H'(u) + V + W*u) = 0 on 80 x (O,T], 
OX 
u(-,0) = u。 inn.

ここで， 9は空間 1次元の開区間であり， aは非負定数である．未知関数 uと与えれた関

数H,V,Wの意味は問題設定毎に異なる例えば，分子運動論においては， uを分子の密

度として， Hは内部エネルギー密度， Vは外部ポテンシャル， W は内部ポテンシャル（分

子間ポテンシャル）などと呼ばれる.a=  1, V=O, W が▽W(x) = w(国）x/1叫を満た

す関数であるとき， (3)は(1)に一致する様々な構造を離散レベルでも保つように時空間

を離散化した数値解法を考え，その解析と収束性の解析を用いて，解析的結果を得ている．

そのために， (3)では空間 1次元に限定しているが，この解析手法は空間多次元の場合にも

適用可能である．

方程式 (3)は様々な問題を含んでいる内部エネルギーとして Boltzmannエントロピー

H(u) = ulogu -uを選べば，線形拡散が得られ， W 三 0のとき， (3)はFokker-Planck 

方程式である．内部エネルギー密度がH(u)= uリ(l-1) (l > 1)のときは，多孔質媒体流
方程式型の非線形拡散が得られるポテンシャル W は様々な問題において現れる例え

ば，近距離反発，長距離吸引を表現する W(x)= lxla /a -I叫bjbのタイプのもの，支持関

数で表されるもの， Morseポテンシャルなどが，自己駆動分子や個体群のダイナミクスの

問題においてしばしば現れる．
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4 基本的性質

方程式 (3)はいくつかの基本的な性質を持っている．非負性，有界性，体積保存性，エネ

ルギー消散性などである．これらの性質について紹介する．

V,WEび([-£,L])とし， HEC2([0, oo))はH"(u)> 0 (Vu> 0), H'(o+) = 0を満

たすものとする．更に， sK"(s)= H"(s)を満たす下に有界な関数Kが存在するものとす

る．初期値uoE L00(D)は非負であるとする．このとき， (3)の解uについて次が成り立

つ([l,2]及びその系）．

（非負性，有界性）

OさUo:::;ヨM a.e. ⇒ 0:::; u :=::; ヨCa.e. 

より強く，以下が成り立つ．

〇＜ヨm:Su。こヨM a.e. ⇒ e―tern :S u(t) :S沢M a.e. (4) 

ここで， C= IIV"IIL00(n) + IIW"IIL00(n) lluollい(n)である．更に， a>Oのときは，次が成

り立つ．

〇:Suo :S 1 / a a.e. ⇒ 0 :Su :S 1/a a.e. 

（体積保存性）

llu(t)IIい(0)= lluollい(n)Vt E (0, T]. 

（エネルギー消散性）エネルギーを

1 
E(u) = j (H(u) +Vu+ 2(W * u)u) dx 

と定義すると，以下が成り立つ．
dE 

dt 
さ0.

(5) 

方程式の解析により直接的に得られる結果も含むが， [1,2]では，非負性，エネルギー消

散性を離散レベルで満たす数値スキームを構成して，そのスキームの解析を通してこれら

を証明している．ここで用いた数値スキームは空間離散には風上型有限体租法を，時間離

散については陰的離散を基本としているただし，非負性，エネルギー消散性を離散レベル

で満たすためには，特殊な離散化を用いる必要がある．紙面の都合上，言葉で簡単に述べる

だけにとどめるが，合成積 W*UのUの部分は時間離散における既知と未知の値の算術平

均により， l-auの部分は空間離散における隣のコントロールボリューム上の値との幾何

平均により扱う．このような離散化により，無条件で非負性，エネルギー消散性を保つ数値

スキームが得られる．
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さて，図 1を見ながら式 (4),(5)について考察してみよう．初期の細胞数密度は 0.5位

で，空間的に広がって分布している時間が経つと段々と細胞が寄り集まって紺胞塊を形

成していくが，密度は 1= 1/aを超えない様子がうかがえる．これが l-auの効果であ

る．この効果は，細胞塊の密度が変に波打つことをなくす効果もある（このことについては

[3]を参照）．また，図 1を見ると， t= 1.6の時には 4つの細胞塊ができ，それぞれは孤立し

ているように見えるつまり，密度が0の部分が表れ，密度が正の部分と 0の部分との間

に自由境界が現れたように見える．しかし， (4)はそうではないことを示している．初期値

が 0から離れていれば，密度の最小値は指数関数的に減衰するものの，有限時間では常に

正であるこのことから更に，初期値u。が滑らかであれば，解u(t)も滑らかであることが

分かるこれらは，特に， (2)のような多成分間題を解析する上で大いに役立つ性質である．
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