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2つのコンパートメントと 2つの感染経路を持つ体内の
感染症モデル

岡山大学大学院環境生命科学研究科梶原毅，佐々木徹，應谷洋二，

1 概略

Tsuyoshi Kajiwara, Tom Sasaki and Yoji Otani, 

Graduate School of Environmental and Life Science, 

Okayama University, 

体内の感染モデルにおいては，以前は主として病原体を通した感染ルート (v-croute)が考察さ

れていた。近年，細胞間感染ルート (c-croute)の重要性が注目され，多くの研究がなされている。

Wang et al.(2017)は， 2つの感染ルートを持つ感染齢構造モデルを提案し，大域安定性を証明し

た。 Qesmiet al. (2011)は、肝臓移植と関連して、 2つのコンパートメントを持つモデルを提案し

た。さらに Chenet al. (2018)は， 2つのコンパートメントと 2つの感染ルートを持つ齢構造モデ

ルを提案した。本発表では， Chenet al.(2018)のモデルについて， Lyapunov汎関数を構成し，平

衡点の大域安定性を示す。また，基礎再生産数等についての議論も行なう。

次が Chenet al. (2018)のモデルとである。体内を二つのコンパートメント 1,2にわける。 Ti

はコンパートメント jにおける未感染細胞， iはコンパートメ‘ノト jにおける感染細胞の齢密度，

Vは血液中の病原体の量で，これは共通である。

dTi 

dt 
ー＝む（い—約1TjV —加Ti 1=乃(a)り(a,t) da, (j = 1, 2) 

8ij 8ij 

at 8a —+-=-(も(a) +m迅 (a,t), (j = 1, 2), 

竺=1=  00 

dt 
q1(a)打(a,t) da十 q2(a)ゆ(a,t)da-cV

叫， 0)~#: (l)V(l) +約,T}乃(a凡(a,l)da, (j~l,2) 

未感染細胞の埒殖関数/jは次を滴たす。ただし冗は正の定数である。

が0)> 0, り(x)< 0, }四/j(x)= -oo, f(冗） =0. 

感染細胞の減衰率巧(a)はe-fo"的 (b)+四）dbと表される。

Chen et al. (2018)において以下のことが示されている。

• モデルは抽象的コーシー問題として定式化されている。

• 基礎再生産数の取り扱いは明らかでない。

• 内部平衡点の存在が示されている。
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• R。>1のときに一様パーシステンスが示されている。
• 限定された状況で，大域安定性が示されているが、一般的ではない。

• そのために漸近的安定性解析が用いられており、リアプノフ汎関数は使われていない。

それに対して，本発表では我々は次のことを示す。

• モデルを積分方程式で定式化した。

• 基礎再生産数、タイプ別再生産数について，関係を明確にした。

• 一様パーシステンスの別証明 (Smithand Thieme (2011)の手法）を行った。

• リアプノフ汎関数の定義が可能な関数の族を指定した。

• リアプノフ汎関数を定義し，導関数の計算を行った。

• 一般的に，大域安定性を証明した。

2 基本的な性質

積分方程式の局所解が存在し，また非負の初期値に対して，局所解は存在する限り非負になるこ

とがわかる。非負の初期値と積分方程式の解からり(t,a)を求め，

u(t) = (T1(t), 紅(t,・), 乃(t),砂(t,・), V(t)) 

と置く。

補題 1.解u(t)はt20で有界であり，全てのt20で定義できる。

X = (0,oo) xい([O,oo))十 X(0, oo) Xい([O,oo))十x[O,oo)と囮き，uEXに対してふ(u)= u(t) 
でふ (t2 0)を定義する。

命題 2.{St}t;:,oは相空間X上の連続な半群である。

補題 3.X上の半群{St}t;:,oはpointdissipativeであり，有界集合の像は有界である。

命題 4.半群{St}t;:,oはasymptoticsmoothであり，｛ふ}t;:,oに対してコンパクトアトラクタが存

在する。

3 再生産数

Chen et al. (2018)に従い，以下のように定義する。

Mj = 100乃(a)!J'j(a)da, Nj = f00も(a)!J'j(a)da, (j = 1, 2), 
゜R・=四+Rj2, where Rj1 = 
恥 N

J j冗， Rj2= h2M尤， (j= 1, 2), 
C 

冗m=
冗11 冗21
＋ 

l -R12 l-R22 
for R12く 1,R四く 1.

病原体のクラスを 0,1コンパートメントの感染細胞のクラスを 1,2コンパートメントの感染細

胞のクラスを 2と番号をつける。ほとんど未感染の状態で， jクラスの 1つが iクラスに直接生み
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出す感染細胞または病原体の平均数を tijとする。

K~[り: ::: ::: l 
t20 t21 t22 

Kは次世代行列であり， Kのスペクトル半径が基礎再生産数R。である。

命題 5.Kの元について次が成り立つ。

too = 0, t12 = 0, t21 = 0, t10t。1= R11, t20to2 =冗21, t11 = R12, t22 = R22-
命題6.R12 < 1, R四く 1のとき， Rmは0クラスのタイプ別再生産数(Robertsand Heesterbeek, 

2003), すなわちクラス 0から最初にクラス 0に生み出す病原体の個数の総和の平均値である。

基礎再生産数 R。は計算できないが， 1との大小について次が成り立つ。

補題 7.R。>1は次と同値である。『R1> 1, または冗2> 1, または 「R1:S 1, R2 :S 1かつ

Rm> 1」』。

R。<1は次と同値である。『冗1:S 1, 冗2:S 1かつ冗mく 1』。

命題 8.晶 >1なら内部平衡点が存在する。 R。:S1なら内部平衡点は存在しない。

前半は Chenet al. (2018)で示されている。後半は後で述べる大域安定性から従う。

4 パーシステンス

パーシステンス関数p,Xの境界X。を次のように定義する。。

p(u) = J1(u) + h位）+V, X。={ u E Xlp(S凸）） = 0, for each t 2:: O}. 
枷 >1とする。

命題 9.Xはuniformlyweaklyたpersistentである。

Proof. DFEの近傍の状況を調べることにより， Smithand Thieme (2011)のTheorem8.17から

従う。 口

命題 10.半群{S(t) h2:oしま uniformp-persistenceである。

Proof. 半群{S(t) }t;:,。がコンパクトアトラクタをもつことなどから， Smithand Thieme (2011) 

のTheorem5.2より従う。

ロ

命題 11.(Smith and Thieme [5] Theorem 5.7)半群｛ふ｝が uniformlyp--persistentであると

き，コンパクトアトラクタ AはA=A。UA1UCと分解される。ふは Xの内点のアトラクタで，

パーシステンスアトラクタと呼ばれる。

命題 12.(Ti,ii(・),T. ふ苔(・),V*)を正の平衡点とする。全域解u(t)がパーシステンスアトラクタ

ふに含まれるとする。そのとき正の数M,M'で次を満たすものが存在する。

O<M::; 巧(t,a)/吋(a)::;M'fort疇， aE恥

これは，リアプノフ汎関数を定義するために必要である。
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5 リアプノフ汎関数： R。>1
ある内部平衡点を (Ti*,ii(・),T2,i2(・),V*)とする。 C1> 0, C2 > 0を次のように定義する。

C1 = 
I。00仇(a)ii(a)da Ji。00卯(a)心(a)da

, C2 = v• v• 
また，次のように炉(a)を定義する。

00 

炉(a)=J加T兄 (b兄(b兄(a)-1db+ 00約17'.凡(b)J uj(b兄(a)-1db. 
a a 匂

x上の汎関数W(リアプノフ汎関数の候補）を定義する。

V 2 匂
W(u) = V -V* -V* log戸＋ど J(w/(u) + W'. 如）） • (1) 

j=l 
知T*

ただし， w/,wgは次で定義される。

W{ (Ti) = Ti -T/ -T/ log~, W'. 糾(・))= 1=炉(a)(り(a)ーり(a)ーり(a)log!; 悶Oda
前のページの式を利用し， 1コンパートメントモデルの計算を組み合わせて，次の結果を得る。

dWt(t)) =言 [/3五{*(Ti -T/)(fi(Ti) -fi(T/)) + 1= /3jiT/q:~ ;a)り(a)

(3-り-V*り(t,a) _ Ti匹 (0) 以t,a)り(0)
刀 Vi;(a) T~V*り (t,0) 

+log .• 
り(a)り(t,O))da 

+ 1=約2T兄 (a)り(a)(2 -窃—~!ぷ ~゚t芯悶 +log 謳誓悶霜） da}] ::;o 
定理 13.R。>1とする。 u(t)をパーシステンスアトラクタに含まれる全域解とすると， W(u(t))

の時閻微分は 0以下である。また{u EX  I W(u) = 0}の最大不変集合は，内部平衡点だけからな

る1点集合である。

6 リアプノフ汎関数： R。::;1 

R。::;1より冗m::;1なので， Rmさ1と仮定する。

補題 14.C1 > 0, C2 > 0, C1十C2= Cで次を満たすC1,C2が取れる。

恥冗M1
+ /312冗N1::;1, 

/321広島
+ /322乃N2::;1. 

C1 C2 

j = 1, 2に対して五J(a)を定義する。

喜） = 1=約1T:jqj(b) O"j (b)叫a)-1db+1=約2T氾 (b兄(b兄(a)-1db 

相空間X上の汎関数W(u)を定義する。
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W(u)=V+苫贔｛刀ー冗＋冗log互+100可(b凡(b)db} 
定理 15.R。::;1とする。 u(t)をコンパクトアトラクタ Aに含まれる全域解u(t)に対して，方程

式の解に沿った W(u(t))の微分は 0以下である。さらに集合{uEXIW(u)=O}の最大不変

集合は， {DFE}である。

Proof. 

dW(u(t)) 

dt 

＝苫贔 {i(Tj―冗）(fj(Tj) -Ji(冗)） + (/Jj1~:Nj + /3丸 Mi―1)以t,0)} ::; 〇

7 大域安定性の証明

補題 16. (Sell and You 2002) 

口

コンパクトアトラクタまたはパーシステンスアトラクタが 1点集合になる場合は，それらの点は

平衡点であり，局所安定である。

定理 17.R。>1なら，内部平衡点が大域安定である。 R。<:::1なら， DFEが大域安定である。

Proof. パーシステンスアトラクタ，あるいはコンパクトアトラクタに含まれる全域解の a極限集

合は枷>1のときには内部平衡点， R。<:::1のときには DFEだけからなる。これより，パーシス

テンスアトラクタ，あるいはコンパクトアトラクタは 1点集合となる。補題 16からそれぞれの平

衡点が大域漸近安定となる。 ロ
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