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1 はじめに

正方行列 AE cnxnに対して，方程式

exp(X) (=I+ X十亙炉＋面炉+・・・)=A 

を満たす行列 XEcnxnをAの対数と呼ぶ Aが正則ならば対数は無限個存在することが知られ

ており [12,p. 269], 特に対数の全ての固有値が {zE (['.: IIm(z)I < 1r}に属するとき，その対数を

主対数と呼び log(A)と表記する．なお， Aの全ての固有値が {zE (['.: z r/ (-oo,O]}に属するな

らば， log(A)は一意に存在する [12,Thm. 1.31]. 本稲では，これ以降 log(A)が一意に存在すると

し，また単に対数と述べたときでも主対数を指すものとする．行列対数関数の応用としては機械学

習 [2,6, 11]や量子情報科学 [9]などがある．

行列対数関数の計算手法としては Inversescaling and squaringアルゴリズム [1,7]や反復法 [3],

数値積分に基づく手法（これ以降数値積分法と略す） [4, 14]があるが，本稿では以下の 2点の長所を

持つ数値積分法に着目する. 1点目は，数値積分法は行列対数関数ーベクトル積 log(A)b (b E (['. 門

の計算に対応できる点である．応用上，大規模な Aに対して log(A)そのものではなく log(A)bの

みを必要とするときがある．このような場合， Krylov部分空間などの低次元空間への射影と log(A)

の計算手法とを組み合わせる方法 ([12,pp. 301-306]等）が考えられるが，数値積分法は log(A)b

の計算をシフト線形方程式の計算に帰着させるため，線形方程式さえ計算できれば簡単に対応でき

る. 2点目はアルゴリズムの階層的並列性により並列計算に向くことである．

本稿は研究集会（諸科学分野を結ぶ基礎学間としての数値解析学）における講演「数値積分に基づく行列対数関数の計

算について」に対する講究録である．
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数値積分を行うための log(A)の積分表示として，実軸上の積分表示

log(A) = (A -I) J [u(A -I) + I]―1 du 

゜= (A -I) J_l [(1 + t)A + (1 -t)I戸dt (u(t) =丁） (1) 

が知られており ([12,Thm. 11.1] 等），本稿では積分表示 (1) を採用する •1. 積分表示 (1)に対する

求積法としては Gauss-Legendre(GL)求積や二甫指数関数型 (DE)公式が考えられる．

A が正定値エルミート行列の場合は GL 求積の収束率が解析されており [8]•2' 実験的には A の

条件数が小さいときは GL求積が速く収束し，大きいときは DE公式が速く収束する [14]. しかし，

DE公式の収束率は具体的には明らかになっていない．

そこで，本稿では正定値エルミート行列 Aに対する DE公式の収束率を解析し， GL求積と比較

して計算の際の求積法の選び方の指針を述べる．ここでは，収束率の解析を文献 [8]の解析手法に

沿って，すなわち， log(A)に対する DE公式の誤差を Aの固有値の対数に対する DE公式の誤差に

帰着させて解析を行う．

本稿では次節において正定値エルミート行列の対数に対する DE公式の収束率を求め， GL求積

との比較を行う. 3節で数値例を示し， 4節でまとめと今後の展望を述べる．

表記について．これ以降， 'Ddを複素平面上の幅 2d(d > 0)の帯状領域 {zE IC: IIm(z)I < d}と

する．

2 収束率の解析

本節では，正定値エルミート行列 Aの対数に対する DE公式の誤差および収束率を求める．ま

ず， DE変換 t(x)= tanhrn sinh(x))を積分表示 (1)に適用すると

log(A) = f00扉 (x)dx 
-oo 

となる．ただし，

1r cosh(x) 
FnE(x) := - (A -I) [(1 + t(x))A + (1 -t(x))I]―1 

2 cosh芍 sinh(x))

•1 積分表示 (1) 以外にも Cauchy の積分公式に基づく積分表示が知られているが，計算の際には A の固有値分布を考慮

して積分経路を設定する必要がある．文献 [10]では Aの固有値が実軸付近にあるときの積分経路の決め方が提案され

ている．

•2 文献 [8] では， A が正定値エルミート行列であるときの，積分f1 (t-1)"-l(t+l)一"[(l+t)A+(l-t)J]一1dt (a E 

(0, 1))に対する重み (t-1)"-1(t + 1)-aのGauss-Jacobi求積が解析されている．重みを除いた被積分関数が共

通であるため，積分表示 (1)に対する GL求積の収束率は [8]で解析された収束率と等しい．
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である.Aが正定値エルミート行列であるとき， log(A)に対する DE公式の誤差は固有値の対数に

対する DE公式の誤差に帰着する．すなわち，

I: 国 (x)dx -kt;oo h国 (kh) =入閃因）「OQ加 (x,入） dxー文 hfnE(kh,入）
k=-oo 

である．ただし， A(A)はAの固有値の集合であり，

汀 cashx 入— 1
fnE(x, 入）＝一

2 cosh2(否sinh(x))(1 + t(x))入+(1-t(x))

である．そこで，まず 2.1小節でスカラー対数関数に対する DE公式の誤差を求め， 2.2小節で 2.1

小節の結果から log(A)に対する DE公式の収束率を求める．そして， 2.3小節で DE公式と Gauss

求積を比較する．

2.1 スカラー対数関数に対する DE公式の誤差

無限区閻上の解析関数に対する台形則の誤差に関して以下の定理が知られている．

定理 1([15, Thm. 5.1]). d > 0に対して帯状領域 'Ddで解析的な関数 g(z)がg(z)→0 (IRe(z)I→ 
oo)を満たすとする．さらに，ある定数 c>Oが存在して，任意の yE (-d,d)に対して

/00 lg(x + iy)I dx:::; c 
-co 

であるとする．このとき，任意の h>Oに対して，無限区間の台形則区':=-cohg(kh)の値が存

在し，

/00 g(x) dxー文 g(kh)< 2c 
-oo -exp(2祠 /h)-1 

k=-oo 

(2) 

が成り立つ．

そこで，本小節では定理 1を用いて，スカラー対数関数に対する DE公式の誤差を求める．

定理 1を用いるためには，被積分関数が解析的であるような帯状領域を知る必要がある．そこで，

以下の命題に fnE(z,入）が解析的である帯状領域を示す．

命題 2.入>0に対して

叫~=sin(J (log屈 +2炉—凶(log 入） + 2n叩ー4召 (3) 

とする．このとき， fnE(z,入）は Vdo(入）で解析的である．

証明• fnE(z, 入）を構成する関数のうち， 1/cosh(~sinh(z)) は 'D1r;2 で解析的であり [13], cosh(z) 

はCで解析的であるため，残りの 1/(l+t(z))入+(1-t(z))について考える． ここでは (l+t(z))入＋
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(1-t(z))の最も実軸に近い零点を求め，その零点の虚部の絶対値が do(入） (::; 7r /2)となることから

命題 2を示す．

(1 + t(z))入+(1 -t(z)) = 0を変形すると

exp(1rsinhz) = --
入

が得られる．そこで， zの実部と虚部を x,yとすると右辺と左辺はそれぞれ

exp(1r sinh z) = exp(1r sinh x cosy + 2i, cash x sin y), 

1 
--= exp(-log入+ik1r) (k =土1,士3,士5,...) 

入

となり，上述の 2式の右辺を比較して

となる．両辺を 2乗すると

{ 1r sinh x cos y = -log入，

1r cosh x sin y = k1r 

｛召sinh2x cos2 y = (log入）汽
1r2 cosh2 x sin2 y = k2召．

(4) 

が得られる．命題 2を示すためには零点の虚部が分かれば良いので式 (4)をyについて解く．そこ

で， cosh仕=1 + sinh2 xおよび cos2y = 1 -sin五を式 (4)に代入すると

(7!"2 + /::i入二） sin2 y = kデ ． (5) 

となる．

ここで，方程式 (5)の左辺を s(y)とおき，方程式 s(y)= k2召に対する絶対値最小の解を考え

る．なお， s(y) は偶関数なので一般性を失わず y~O とする．まず，方程式 (5) は任意の K につい

て (0,1r/2)の中に解を 1つ必ず持つ．これは s(y)が (0,1r /2)において単調増加し， s(O)= 0かつ

limy→ rr/2 s(y) = ooとなるためである．加えて， s(y)の単調増加性から，方程式 (5)はあらゆる K

の中で k=士1のときに絶対値最小の解を持つ．

以上より，方程式 s(y)=召を yについて解くと，関数 (l+t(z))入+(1-t(z))の最も実軸に近い

零点の虚部が得られ，具体的には式 (2)のdo(入） (s 1r /2)となる．従って foE(z,入）において最も

実軸に近い特異点の虚部の絶対値は do(入）であり， foE(z,入）は 1)do(入）において解析的である． ロ

なお， 8を十分小さな正の数とし， X+ iy E 1)do(入）ー6とすると， lfoE(x+ iy, 入）1は 国 → 0で＝

重指数関数的に減衰する．従って 1=-oo lfoE(x + iy)I dxはyについて一様有界であり，定理 1を適

用できる．以上より， fDEに対する DE公式の誤差は十分小さな hにおいて

1=加 (x,入） dxー文 hfnE(kh,入）：：：：： o(exp(-2叫（入））） (6) 
-oo h 

k=-oo 

である．
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2.2 行列対数関数に対する DE公式の収束率

第 2.1小節ではスカラー対数関数 log(入）に対する DE公式の誤差を解析した．本小節では前節の

結果を用いて log(A)に対する DE公式の収束率を求める．

log(A)に対する DE公式の誤差を求めるにあたって，収束の律速となる固有値を考える必要が

ある．そこで， log(入）に対する DE公式の収束の速さが入によってどのように変化するかを考え

る. do(入）は入<1で単調減少し入>1で単調増加する．従って，入が 1から離れる，すなわ

ち log(I入I)が大きいと DE公式の収束が遅くなる．また do(入） = do(l/入）が成り立つことから，

log(入）と log(l/入）に対する DE公式は同じ速さで収束する．なお， do(入）の単調増加・単調減少性

とdo(入） = do(l/入）であることは， do(入）をプロットした図 1からも確認できる．

rr/2 

さ
o rr/4 
て

゜10-16 10-8 1 108 1016 

入

図 1 do(入）（式 (3))のグラフ

上述より， hが十分小さいとき log(A)に対する DE公式の誤差は最大固有値入maxと最小固有値

入minのみに依存する．すなわち，

00 

log(A)一区 hFoE(kh) ::::; max log(入)- 00 hfoE(kh, 入）
入€｛入max, min} 区

k=-oo k=-oo 

である．さらに，入max入min=1, すなわち， Ilog(入max)I = I log(入min)Iを仮定すると， do(入max)=

do(l/入max)= do(入min)であることから log(入max)とlog(入min)に対する DE公式の収束率は等し

くなり， (6)より

log(A)ーミ虹(ih) ::::; 0 (exp (-2祠。；入max)))= 0 exp -

k=-oo 2 

((21rdo(~))) 
となる．ここで /',,(A)=IIAll2IIA-1ll2である．なお， log(A)= log(pA) -log(p)I (p > 0)が成り

立つので， AをpA(p = 1/v入max入min)と定数倍することを考えれば仮定入max入min=1は一般性

を失わない．

さらに， DE公式を計算するための有限の積分区間が [l,r]と得られているとする．なお，このよ

うな区間は文献 [14]における Algorithm1の第 2ステップから第 11ステップを用いると得られ
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る •3. このとき，台形則の誤差は積分点数m= (r -l)/h + 1を用いて

m-2 

L 
h 

log(A) - hFnE(l + kh) --(FnE(l) +恥(r))
2 

k=l 

~(')い（—加d。;~)m))'
と表される．以J:::より，本研究の主結果として， log(A)に対する DE公式の収束率

吋exp(— 2叫。臼元））） (7) 

を得る．

2.3 DE公式と GL求積との比較

本小節では DE公式と GL求積の収束の速さを比較する.Aの最大固有値と最小固有値の積が 1

のとき，どちらの求積法も積分点数に対して指数的に誤差が減少し，その誤差を O(exp(-¢m))と

表せる．ここで，¢は求積法と K(A)のみに依存する定数であり，¢が大きいほど収束が速い.DE 

公式では式 (7)より

¢= 
加 do(y,詞）

r-l 

GL求積では

¢= 2log ( 
t,,(A)l/4 + 1 

t,,(A)l/4 -1) 
である [8].そこで，図 2にDE公式と GL求積における収束の速さのを ,,,,(A)に対してプロットし

たものを示す．なお， DE公式の有限な積分区間 [l,r]は積分区間決定のアルゴリズム [14,Alg. 1] 

を用いて，積分区間の打ち切り誤差が c= 2-53~1.1 X 10-lG以下になるように得た*4. 圏 2よ

り， ,,,,(A)え2.7X 103のとき DE公式が速く収束し， ,,,,(A)乏2.7X 103のとき GL求積が速く収束

することがわかる．この結果から，正定値エルミート行列の対数を数値積分法で計算するときには，

条件数が大きいときは DE公式，小さいときは GL求積を選べば良いと分かる．

•3 積分区間決定のアルゴリズム [14, Alg. l]は DE変換として t(x)= tanh(sinh(x))を用いることを前提として

いるが，アルゴリズムの第 10ステップおよび第 11ステップにおいて， l= asinh(2 atanh(2a -l)/1r), r = 
邸 inh(2atanh(2b -l)/1r)と計算することで，本稿で用いた変数変換 t(x)= tanh(~sinh(x)) に対応できる．

•4 積分区間決定のアルゴリズム [14, Alg. l]は IA-1112, IA -Ill2, 及び Aのスペクトル半径を必要とするが， Aが

正定値エルミート行列かつ入max入min=1のときは K,(A)からその値を求めることができる．したがって本稿では積

分区間[!,r]は氏(A)とeのみに依存する．
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図2 DE公式と GL求積の収束の速さ¢が大きいほど収束が速い．

表 1 数値例で用いたテスト行列

行列 n "'(A) 

nos4 [5] 100 1.6 X 103 

bcsstk04 [5] 132 2.3 X 106 

lund_b [5] 147 3.0 X 104 

3 数値例

本節では表 1に示す行列を用いて， DE公式の収束率の見積りの妥当性を確かめる．なお，プログ

ラミングは Juliaを用いて行い，特に明記しない限り倍精度演算を用いた．任意精度演算は Juliaの

BigFloat型を用いて実装し， GL求積の積分点と重みの計算には QuadGK.j 1 *5を用いた．なお，計

算に用いたソースコードと実行結果は https://github.com/f-ttok/article-rims2019にアッ

プロードした．計算手順は以下のとおりである．

1. A=  A/,,/入max入minとスケーリングし， log(A)を任意精度演算向きの InverseScaling and 

Squaringアルゴリズム [8,Alg. 5.1]によって計算した

2. log(A)を倍精度で DE公式によって計算した．

3. log(入max)(入max=入max/v入max入min)をDE公式によって計算した．ただし log(A)をDE

公式で計算したときと同じ積分区間を用いた．

4. 参考のため， log(A)をGL求積を用いて計算した．

結果の誤差履歴を図 3に示す．

閲 3より以下の 3点が観察できた：

• 入max入min=1の条件下では log(入max)とlog(A)の収束履歴はほぼ一致した．

*5 https: / / gi thub. com/ JuliaMath/QuadGK. j 1 
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100 
nos4 

100 
bcsstk04 

100 
lund b 

10-a 10-s 10-s 

10-16 10-16 

0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150 —log(Amaxl • log(A) --- estimate ....,..... GL 

圏 3 テスト行列に対する DE公式の誤差履歴．

• DE公式の誤差履歴の傾きは，収束率の見稜りから得た線の傾きとほぼ一致した．

• GL求積と DE公式を比較すると， nos4では同程度の速さで，ほかの 2つのテスト行列では

DE公式が速く収束した．これはテスト行列の条件数を考えると妥当な結果である．

以上より本稿の議論の妥当性を確認できた．

4 まとめ

本稿では，正定値エルミート行列 Aにおいて， log(A)を計算するための DE公式の収束率を A

の条件数をもって見積もった．この見積もりを用いて GL求積と比較すると， Aの条件数が大きい

ときは DE公式が速く収束し，小さいときは GL求積が速く収束することが分かった．条件数の分

水嶺の数値はおおよそ 2.7X 103である．また，数値例を通して議論の妥当性を確認した．

今後の課題として，正定値エルミート行列でない一般の行列に対する GL求積と DE公式の解析

が挙げられる．また，並列化を行った上で大規模な実問題へ数値積分法を適用し， log(A)bの計算に

おける性能評価を行うことも挙げられる．
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