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1 導入

ハイブリッド型不連続 Galerkin(HDG)法は，各要素上で多項式となる不連続関数

と，各要素間上の数値トレースを用いて計算する数値解法である.HDG法は不連続

Galerkin(DG)法を改良したものになっており，その特徴として，数値トレースによって

問題の未知数を減らすことができる静的縮約や，適切な条件の元で通常より収束が早くな

る超収束などがある．

現実の問題を考える際に，考えている領域が滑らかなものになっている場合が多くあ

る．滑らかな領域上の偏微分方程式を数値的に解く場合，領域を多角形で近似して計算を

行っている．その際，間題の近似の仕方によっては，求めたい問題とは異なる問題の近似

解を計算してしまうことがある．重調和作用素を含む偏微分方程式に関する Babuskaの

パラドックス [1,§5]はその一例である．そのため，離散化だけでなく，領域の近似によっ

て生じる誤差に関しても解析することが必要である．この点について，標準的な有限要

素法では [8,§4.4]や [4,§4.4], [2]のようなエネルギーノルムを中心とする解析は数多く

行われている．近年では [7]のような L=ノルムなどによる誤差評価も行われている．一

方， HDG法では，多角形領域，もしくは滑らかな領域を厳密に要素分割したことを仮定

した解析がほとんどであり，滑らかな領域を多角形領域等で近似した場合における解析は
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ほとんど行われていない．その研究の一つである Cockburnらによる [6]では，滑らかな

領域上の Dirichlet境界条件に関して，多角形部分領域に適切な境界条件を定めることで

HDGスキームを構成している．しかし，複雑な境界条件に対する解析については研究の

余地がある．

本稿では，滑らかな領域上の Poisson方程式に対する HDG法のスキームの導出および

いくつかの数値例を示す．さらに，静的縮約について簡単に述べる．

2 モデル方程式と HOGスキーム

2.1 モデル方程式

nc記 (N= 2, 3)を滑らかな境界 r= anを持つ有界領域とする．次のような

Robin境界条件を持つ拡散方程式を考える．

{ -v'•(c—1• u) = f in D 
c―l Vu・V + au = g on I' 

(1) 

ここで， vはr上の外向き単位法線ベクトルであり， aは正定数である.Cは一様に正定

値対称な行列値関数， fとgはスカラー｛直関数であり，十分に滑らかであるとする．この

方程式は以下と同値である．
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このとき， [gE H1(D)でr上[g=gであり， ll£gllか (o):::; Cll9IIH1/2(r)を満たすも

のが存在する．

2.2 HDGスキームの導出 (cf.[5, §3]) 

｛凰を正則な三角形分割の族とし， h=糾閉転とする．多角形領域糾を糾＝

int(LJKE冗 K)で定め，その境界を几=anhとする.a冗：={oK:KE冗｝とし，

瓦：= {F: Fis an (N -1)-face of some KE冗}, Ff={FE瓦： F C I'h} 

とする．このとき，几は几=UFEF~F と表現できる．いは次の意味で r の近似であ

ると仮定する．

FE野のすべての頂点がr上にある．
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さらに，

尻：= {FE瓦： F <t-い｝＝五＼吋

とする.j, jjをそれぞれ， f,Egの!lhを含む領域への拡張とする．

冗に関する内禎を次で定める．

(w,v圧=L (w,v)応

KETh 

有限要素空間を次で定める．

〈w,v〉aTh= L〈w,v〉8K・
KETh 

Wh := {wh E L2(叫）： W虚 EWh(K) VK E冗｝，

枕：＝｛卯 Eび（仇）N: 叫KEVh(K) VK E冗｝，

恥：＝｛皿 Eび（瓦）：叫KEMh(F) Vp E五｝．

ただし， KE冗および FE瓦に対し， Wh(K),Vh(K), Mh(F)はそれぞれ適切な有限

次元の関数空間である．

以下 HDG法のスキームを導出する. (qh, U砂Evh X whをHDG法で得られる近似

解とし， UhE MhをUhの数値トレース， {jh=似qh,UゎUh)をqhの数値トレースとす

る．各 KE冗に対し， (2)の第 1式第 2式にテスト関数をかけ，部分積分することで，

(cqか狐）K -(uh, ▽ ・V虚＋〈如，V・n〉8K = 0 _ ¥/狐 EVh(K) 

-(qh, ▽w砂K+伽・ n,w〉8K = (f,w)K ¥/叫 EWh(K) 
(3) 

を得る．また，境界条件より， FE巧［に対し，

―伽 ・n,Ji,h圧+a〈虹μh圧＝〈g,I叫F ¥/伽 EMh(F) (4) 

を得る．

KE冗とその辺 BKつFE瓦に対し qhを次で定める．

Qh . n := Qh . n + T(Uh -'U砂 (5) 

ただし， nはF上の K に対する外向き単位法線ベクトルであり， T は正定値対称な線形

汎関数である.Qhの条件について， FE巧；に対し，

〈[q_h・n],μ砂F= 0 V伽 EMh(F) (6) 

とする．ここで， F = aK+ naK一であり， n土は K土の外向き単位法線ベクトル，

[{jh・n] =吋 ・n++侃 -n-である．
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(3), (4), (6)を合わせて整理することで，次の HDGスキームを得る．

Find (qh墨 h,Uh) E Vh X Wh X Mh s.t. 

(cqh,Vh圧ー (uゎ▽ 'Vh)'Th+〈Uh,V・n〉81h= Q 

-(qh, ▽ Wh圧＋伽・ n,w〉叩=(i, w)nh 

一〈qh・n,μ砂81h+ a〈仇，μh応＝〈g,μh〉rh

このスキームは，適切な仮定の下で一意解を持つ．

2.3 スキームの誤差評価

V 
狐 EVh 

V 
叫 EWh 

v伽 EMh

(7) 

同様の問題に対する FEMの研究 [2]および， DG法の研究 [3]をもとに解析を行った．

以下がその概要である．

h:::;h。ならば

dist(afi, 0) 2: h。and dist(80, Oh) 2: h。• (8) 

を満たすように，正定数 h。と十分滑らかな領域0を一つ固定する.J, りをそれぞれ， f,

gの0への拡張とする．

有限要素空間を

とする．このとき，

叫 (K):= {wh E L2(K): Wh E炉 (K)},

枕(K):= {vh Eだ(K)N:Vh Eか(K)N},

島 (F):= {肌 Eび(F):皿 Eか(F)}

llvhlli2(aK) ::; C1hi1 llvhlli2(K) vvh E Vh(K), KE  Ti,. (9) 

が成り立つ・CK,minを
. (cv, v)K 

CK,min := min 
vEL2(K)八{O}llvll加2(K)

同様に Tminを
. 〈Tμ,μ〉8K

TK,min := ffilll 
μEMh(K)¥{O} 2 

llμIIL2(8K) 

で定める. T について

TK,min > MC1c応minh云1 VK E冗 (10) 
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LU ~ g 10・3 ug ~ 」 10・3 

10・4 10-4 

10―5 10―5 
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10-2 10―1 10―2 10―1 

(a) Pl要素 (b) P2要素

図 1 u(xぃ四） = sin(x1) sin(四）

を満たすような正定数M>lが存在すると仮定する．

糾上の関数 wおよび巧し上の関数μに対し， HDGノルムを次で定める．

2 2 

ll{w,μ}I位：= c1l2 Pvc―1▽ w Th+ IT1;2(w -μ) BTh + a llμlt. (11) 

ここで， Pvは次で定められる％への射影である．

(Pvq,cvh圧=(q,cvh)Th V狐 EVh 

(1)の解uが十分滑らかならば，十分小さな hに対し，以下の誤差評価が成り立つ．

ll{u -uh, u -uh}llh'.S Ch(llullH列0)+ lliillHl(Q)) 

llu -uhll1ン2cnh):S Ch2(11ullH3(0) + lliillH3(n)) 

・. 

ここで， aはuのQへの拡張である．

3 数値例

(12) 

(13) 

以下，いくつかの数値例を紹介する．考える領域は 0= {x E配： lxl < 1}とする．

厳密解が u(x1,四） = sin(x1) sin(四）となるように C, f, gおよび aを定め， tauは

(10)を満たすように定めたエネルギーノルム ll{u-uゎd―似｝伽およびだノルム
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LU ~ g 10・3 ug ~ 」 10・3 
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10-2 10―1 10―2 10―1 

(a) Pl要素 (b) P2要素

圏2 u(x1, 四） = exp(-xi —碕）

llii-uhllL2(叫）による誤差を計算し，その結果を図 1に示した．左 (a)がPl要素を用い

て計算したものであり，右 (b)がP2要素を用いて計算したものである．どちらについて

も，エネルギーノルムの誤差は O(h),びノルムによる誤差は O(hりとなっていること

がわかる．

次に，厳密解が球対称関数 u(x1心2)= exp(-Xi -X§)となる計算例を示す．結果は 2

である．左 (a)がPl要素を用いて計算したものであり，右 (b)がP2要素を用いて計算

したものである.P2要素を用いた場合，エネルギーノルム，びノルムの両方とも O(hり

となっていることがわかる．

最後に， T = 1とした例を示す．これは (10)を満たしていない．圏 3がその結

果であり，左 (a)が厳密解 u(x1,立） = sin(x1) sin(四）の計算結果，右 (b)が厳密解

u(x1, X2) = exp(-Xi -X§)の計算結果である．誤差のオーダーが (10)を渦たしていると

きと同じであることがわかる．これは (10)をTK,min> 0に弱められる可能性があること

を示している．
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(a) u(x1,x2) = sin(x1)sin(x2) (b) u(x1,x2) = exp(-xi -x~) 

図3 T = 1による誤差

4 静的縮約

KE冗と μEび(aK)に対し， (Qμ,島） E V(K) x W(K)を次で定める．

(cQμ, 狐）K -(Uμ, ▽．狐）K =-<µ,v•n>8K V狐 EVh(K) 

-(Qμ, ▽w叫K+〈Qμ・n+TUμ,w〉8K =〈Tμ,w〉8K V叫 EWh(K). 

同様に， fEび(K)に対し， (Qゎ巧） E V(K) x W(K)を次で定める．

(cQゎ 叫K-(Uゎ▽ ・V砂K =0 vvhEVh(K) 
-(Qゎ▽w砂K+〈Qt・n+TUJ,W〉8K = (f,w)K V叫 EWh(K). 

これを用いると， HDGスキーム (7)は以下のように書き換えることができる．

Find uh E Mh s.t. 

一〈Q恥 ・n+T(U血― Uh),μ砂叩 +a〈虹叫rh

(14) 

(15) 

=〈Q1・n+TUゎ叫arh+〈g,μ砂rh V伽 EMh (16) 

Qh = Quh + Qゎ狐=Uuh + uh 

(14), (15)は各 Kで独宣な低次の連立一次方程式であり，高速かつ容易に解くことがで

きる．また， (16)も，元のスキーム (7)より低次の連立一次方程式であり，比較的高速に

解くことができる．
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FEM DG HDG 

Pl 頂点 (25) 3 X 要素 (96) 2 X 辺 (112)

P2 頂点＋辺 (81) 6 X 要素 (192) 3 X 辺 (168)

P3 
頂点 +2x辺

10 X 要素 (320) 4 X 辺 (224)
＋要素 (169)

表1 問題の未知数の比較 図4 分割の例

表 1は， FEM,DG法およびHDG法について， 2次元領域における間題の未知数を比

較したものであり，括弧内は図 4の分割における未知数を表したものである. FEMおよ

びDG法は，多項式の次数を上げることで未知数が大きく増えているのに対し， HDG法

は増加量が比較的抑えられていることがわかる．特に， 2次以上の次数の多項式を用いた

場合， DG法よりも， HDG法の方が問題の未知数が少なく，高速に計算可能なことが期

待できる．ただし，実際に計算を行う際には，行列の生成コスト等の別の要素も計算時間

に影響するため，実装には注意が必要である．
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