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非線形力学系の作用素論的データ解析と動的モード分解

その基礎的事項と正定値カーネルを用いた定式化を中心として

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所／理化学研究所革新知能統合研究センター i可原吉仲＊
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AND RIKEN CENTER FOR ADVANCED INTELLIGENCE PROJECT 

本稿は，非線形力学系の作用素論的データ解析の概要と，動的モード分解をはじめとした，それに関
連する最近の主要な研究に関する解説である．動的モード分解の導入的内容に関しては自身による日本語
の解説 [53]もあるが，本稿では，動的モード分解と作用素論的解析との関係や，正定値カーネルを用いた
定式化を中心とした最近の話題，また親状での課題や展望などについても述べる．

1 はじめに

飛躍的な計測技術・情報インフラの発展を背景に，昨今では，観測／計測データを用いたデータ駆動によ

る科学研究が様々な領域で不可欠なアプローチとなりつつある [54]. このような中で，複雑な挙動を伴う動

的な現象から得られるデータの解析において，動的モード分解と呼ばれる手法がここ数年で大きく注目さ

れている．動的モード分解は，当初は流体力学分野で提案されたデータ解析手法であるが，後に，クープマ

ン作用素を用いた非線形力学系の解析をはじめとした作用素論的方法との関連が指摘され，最近では様々

な分野における適用でその有用性が報告されている．

作用素論的方法のキーとなる考え方は，一般に非線形な系の時間発展を作用素を用いて（関数空間などの）

線形領域で表現することにより，数理的に直接扱うことが困難である非線形性を回避して系の普遍的な動力

学的特性の解析を行う， というものである．ただしこの考え方自体は，特に新しいものという訳ではなく，

多くの理論物理／化学分野などで用いられてきた数学的手法の一つである．例えば分子運動の記述において

は，運動を大自由度力学系の集団運動として捉え，系をペロン—フロベニウス作用素により表現して解析す

るアプローチが古くから研究されている． しかしながら，先に述べたデータの利用性向上や動的モード分

解などの推定法の発展を背景に，データから抽出される情報とこれらの数学的解析とを直接つなぐ枠組み

として，作用素論的方法はデータ科学の文脈でその重要性が近年さらに増している．

動的モード分解は，上述のようにクープマン作用素を用いた非線形力学系の解析と関連している．流体硯

象への適用では，その複雑な挙動の中から，時空間的な規則性を示す組織構造をデータから抽出できるこ

とで注日されている．一方で，クープマン作用素の随伴であるペロンーフロベニウス作用素は，動的な挙動

を分布として捉える際に有用であることが知られており，大自由度力学系の集団運動や不確実性を伴う動的

現象の解析へ利用できる．また最近では，データから推定されたこれら作用素のスペクトルを特徴量とし

て用いることで，複雑な現象を予測する枠組みも提案されている．このように，力学系の作用素論的解析に

基づく方法は，動的な現象の様々な特性をデータから抽出するアプローチとして利用でき，流体分野に限ら

ず，様々な科学分野におけるデータ解析や工学的応用への議論が活発化している．

本稿では，このような背景から著者らが取り組む内容などを中心に，動的モード分解をはじめとした非線

形力学系の作用素論的方法に関連したデータ解析について，その背景と最近の話題について概説する．ま
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ず第 2 節では，クープマン作用素やペロン—フロベニウス作用素を用いた力学系の表現とその応用について

述べる．そして第 3節において，それら作用素をデータから推定する方法について概観する．第 4節では，

動的モード分解の導入とそのいくつかの派生する手法について述べ，第5節では，正定値カーネルを用いた

定式化について説明する．最後に，第 6節において，今後の課題や，筆者らの取り組みについて言及する．

2 非線形力学系の作用素表現とその応用

まず本節では，非線形力学系のクープマン作用素やペロン—フロベニウス作用素を用いた表現と，その応

用例について概説する．クープマン作用素を用いた非線形力学系の解析に関するより詳しい最近の解説と

しては，文献 [38,37]などを参照されたい．

2.1 クープマン作用素とスペクトル分解

ここではまず，状態空間s(一般には実ベクトル空間の部分集合を考えることが多い）内の（決定的な）非

線形力学系 dx/dt= le佃） (x ES)を考える．ただし fc:S→Sは，系の軌跡を定める写像である．今，こ

の力学系のフロー A7:S→s (つまり叫+T= AT団） (T > 0)) を考え，さらに， S上に定義されたなん

らかの関数空間r内の関数 g:s→ (C (E F)を考える (gは観測景と呼ばれる）． このとき，クープマン作

用素 (Koopmanoperator) (の半群） K巧 r→rは次式により定義される [30,38]. 

に g(・)= g(AT(・)) 

ただし，上式において（・）という表記は (S上の）関数であることを明示するために用いている．定義から K,T

の線形性は容易に示される．もし leが連続的微分可能なら，冗g=lim7→o(Pg-g)/Tのように定義され

るK,Tの無限小生成作用素を用いて， u(T,x)= Pg(x)は一階偏微分方程式iJu/iJt=たuを与える [32,28]. 

系が離散時間の場合，つまりなんらかの写像/d:S→Sを用いて叫+1= /d(Xt)のように系が与えられ

る場合には，（離散時間）クープマン作用素には， Kg(・)=g(fd(・））のように定義される．今，作用素にが

点スペクトルのみを持ち固有分解可能であるとし，さらに観測量gは作用素Kの固有関数 'Pi:s→Cを用

いて展開できる，つまり g(・)= I: ご1V心i(・）のように表すことができると仮定する (viE (Cは展開係数）．

このとき，観測量gの時間発展は次式のように展開することができる．

go/do fr・o /d(・) = I: ご1刈―lV;cp;(・)
`、‘

(1) 

(t-1)個

ただし，入， (EC)は固有関数cp,に対応する固有値，また oは合成を表す．式 (1)中の各コンポーネント中

で時間発展に依存する部分は入tのみであるため，観測蜃の時間発展が入［で決まる固有の周期性（入口の位

相）と減衰率（入，の絶対値）を持つダイナミクスに分解されていることが分かる．

クープマン作用素のスペクトル分解を用いた非線形力学系の解析に関する応用として菫要なものの一つ

に，縮約理論との関係があげられる．特に，リミットサイクル振動子などの周期的な運動に近い挙動を示す

系で用いられる位相縮約は，クープマン作用素の固有関数と直接的な関係を持つ [36].位相縮約の基本的な

考え方は，系の運動がB(x(t))= w (w > 0)のように表されるように，なんらかの写像0:S→ [O, 27r)を定

めて系の運動を位相変化で記述するというものである [39].系の運動が振動子（またはその集合）をアトラ

クターとして持つ場合には，漸近的に縮退せずに残る固有値（つまり離散時間系の場合は絶対値が 1となる

固有値）に対応するクープマン作用素の固有関数がこの変換を与える．図 1は， Vander Pol振動子から生
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図 1:Van del Pol振動子に対して，クープマン作用素の固有関数を介してデータから推定された位相縮約

モデルの数値例．左：軌跡の例（上）と対応する位相（下）．右：推定された各位置の位相の等位集合（アイ

ソクロン），及び左図と同じ軌跡（黒）．

成したデータを用いて，位相縮約モデルを推定した数値例である．対応するクープマン作用素の固有関数

は， Fourier平均法 [35]を用いて推定している_1) 

またもう一つの重要な応用として，力学系から得られる観測が空間的に広がりを持つ場合には，分解 (1)

は，時空間的なコヒーレンス構造の抽出として有用であることが知られている．つまり，式 (1)の各コン

ポーネント中の固有値以外の部分，つまり v心;(・)にあたる部分は，各固有値で表される時間的変動に関す

るgへの寄与として解釈できる．各観測量が各空間上の点におけるなんらかの量（例えば，流体現象であれ

ば流体速度や渦度など）に対応している場合には，この寄与の相対的な違いを昆ることで，各時間変動に対

応する空間的な同調性を知ることができる．流体現象の解析においては，このような空間的なコヒーレン

ス構造（組織構造）を知ることは重要な課題として従来から盛んに研究されている．第 4節以降で詳細に述

べる動的モード分解は，分解 (1)をデータから近似的に推定する方法として注目されており，当初はこの流

体分野における組織構造を抽出するデータ解析手法として提案された経緯がある．

2.2 ペロン—フロベニウス作用素と不変集合同定

ここまで決定的な系について考えてきたが，大自由度力学系の集団運動や不確実性のある系を扱う際な

ど，分布レベルでの系の記述が必要となる場而も多い．分布レベルでの記述にも様々なアプローチがあり得

るが，このような場合には，クープマン作用素の随伴であるペロンーフロベニウス作用素を用いた記述が有

用である．これら作用素の存在に関する議論については，文献 [32,27]などを参照されたい．

ここでは，状態空間S(c民りに対して測度空間 (S,M,μ)が与えられるとして，その上のなんらかの関

数空間社の点 p(EH)が定常な力学系 fd(またはフロー Aりに従って時間発展をしている場合を考える．

このとき，その時間発展を表すペロンクロベニウス作用素P:H→Hは次のように定義することができる．

!}加）(x)dx= iご(A)p(x)dx (A EM) 

例えば系が確率的な場合には， pE L1(S)を確率密度として，また系の時閻発展が遷移確率密度PT(Xt+1I叩）

で表されるとすると，その時間発展を表すペロン—フロベニウス作用素 P: L1(S)→ L1(S)は次式により与

えられる．

ゆp)(・)= Jか (・lx)p(x)dx

1)データ生成や Fourier平均法の近似ガ法については，文献 [35]のV.A.節の設定にしたがっている．
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図 2:double gyre 力学系から生成したデータに対して，ペロン—フロベニウス作用素のモード分解を介して

推定されたほとんど不変な集合 (AIS) の数値例．左：データから推定されたペロン—フロベニウス作用素の固

有値（赤丸は AISに対応する固有値）．右：推定された固有関数から得られた AISの分布を可視化したもの．

なおこの場合，対応するクープマン作用素は L00(S)空間上の作用素 K,T:Loo(s)→ L00(S)となる.2) 

ペロングロベニウス作用素を用いた力学系解析の軍要な応用の一つとしては，ほとんど不変な集合 (AIS;

Almost Invariant Set), つまり一度軌跡がその集合に人ってしまうと抜け出ることが難しくなる遅い緩和

を担う領域の同定があげられる [2,15]. このような領域は，ペロン—フロベニウス作用素の固打値のうち，

絶対値が 1に近いものを見ることで同定することができる．つまり，このような固有値に対応する固有ベク

トルは，ペロン—フロベニウス作用素の作用による分布密度の減衰が他のものに比べて遅くなるためである．

AISの同定は，分子反応系や神経科学など多数の要素から構成される運動（大自由度系）における定常状態

を推定する場合などで重要となる．例えば図 2は， doublegyre力学系から生成したデータに対して AISを

推定した数値例である．推定手順については，第 5.3節の手順に従っている _3)

2.3 その他の応用

力学系の作用素表現を用いたデータ解析の応用は，上記であげたものには限らない．クープマン作用素を

用いた場合の解析については [38,37]などを参照されたい．例えばクープマン作用素の応用としては，縮約

された位相（振動子の角度）が等しい集合であるアイソクロンや，局所線形化に基づく安定性を一般化した

等安定性との関係など，振動子などの安定多様体上の性質を議論することに用いられる [36].またこれらを

使った非線形システムの制御についても，いくつか報告が見られる [5].

データ解析の観点からは，力学系の作用素表現のスペクトル解析を一種の特徴抽出として利用し，時系列

データの予測（教師あり学習）へ利用するための枠組みも議論されている [16]. また最近，これをさらに一

般化して，力学系間の距離を定義する数理的枠組みも著者らにより提案されている [22,23]. この枠組みの

応用は様々想定されるが，例えば，時系列データが同じ生成メカニズムから得られているかを統計的に検定

する場合などに利用できる [45].

2)具体的には，対応するクープマン作用素は， gE£00(8)を観測鼠として任意の XtEsに対して次のように定義される．

JCg(x,) = jか (x,十Tlx,)g(x,)d知 =E[g(X,十T)IX,=x,] 

つまり，ある時刻 tにおける状態 mが仔えられた際の時刻 t+rにおける状態の期待値をりえる．

3)データは，ランダムな初期値 200点について T=10として doublegyreの力学系 (cf.[15])に従ったシミュレーションにより
生成したものを用いている．なお推定においては，ここでは正定値カーネルとしてラプラス・カーネル（第 5.1節を参照）を用いてい
る．また分布の可祝化においては，固有伯 1に対応する固有関数約をグリッド上の各点で評価し絶対値をとり正規化することで行っ
ている（ただし，厳密にはこの関数は密度関数ではない点に注意が必要である）．
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3 クープマン作用素やペロン—フロベニウス作用素の推定

以降本稿では主に，打限のデータが与えられたときに，クープマン作用素やペロン—フロベニウス作用素

に関する情報を抽出する問題を考える．そのため，特定の T に対するクープマン作用素に乃または（離散

時間）クープマン作用素 kを特に区別せず用いる．対応する力学系は fとして表記し， これを離散時間の

場合は id,運続時間の場合はフロー ATとして解釈する．

上記でも述べたように，力学系の作用素表現を用いた場合の重要な解析の一つは，そのスペクトル分解を

介したものである．このような問題に対しては，クープマン作用素に対しては，以降で議論する動的モード

分解 4)をはじめ， Galerkin法 [14]や調和平均法 [6,36], クリロフ部分空間法，遅延座標埋め込み，状態空

間分割など，様々な原理に甚づいたアプローチが提案されている．

また一方で，ペロングロベニウス作用素の推定に関してもこれまでいくつかの方法が提案されており，古

くは GAIO(Global Analysis of Invariant Objects)のような有名な toolboxなども存在する [11,10]. その

他の代表的なものとしては， Ulam法 [15]や，マルコフ過程を用いた推定法 [2]などあり， Galerkin法など

も適用可能である [12,27]. 

本稿ではこれら異なる手法の特性などについての議論は行わないが，動的モード分解は，比較的単純な原

理で安定した計算を行える特徴があり，近年その主要なアプローチとなっている．

4 動的モード分解とその周辺

冒頭でも述べたように，動的モード分解は当初，流体力学分野において数値解析手法の一つとして提案さ

れたものである [42,43]. しかしその後，応用数学分野などで議論される非線形力学系の作用素論的解析と

の関連も知られるようになり，流体分野に限らず広く科学・工学分野へ応用されるようになっている．ここ

では，動的モード分解，及びその作用素論的解析との関係の概要について述べ，動的モード分解の代表的な

拡張に関して紹介する．

4.1 動的モード分解

ここではまず，一般によく用いられる動的モード分解（厳密DMD[50])の手順について述べる．データと

して， X2= f(か）， y=g(x)と考えられるペアの集合{(Y1,i, Y2,;) }~=1 が与えられたとする．例えば， この

系から生成したと想定される有限長Tの時系列データ Yo,Y1, Y2, ・ ・ ・, 釦~ が与えられる場合には， (Yt-1,Yt) 

(t = 1, ... , T)のようにペアを構成して用いる．このとき，厳密 DMDの手順は次のように与えられる．

1. 2つの行列 Y1:= [Y1,1,Y1,2,--・,Yl,n]と均：= [Y2 , 1,Y2 ,2,--•,Y2,n] を構成する．

2. Y1の（打ち切り）特異値分解Y1::::::usvHを計算する（●Hはエルミ一卜転骰．採用ランクを rとする）・

3. 行列A:=uHY2vs-1の固有値入］と固有ベクトル Vjを計算する (j= 1,2, ... ,r). 

4. v1 = Y2VS一也（動的モード）と対応する固有値入］を得る (v:=他，和，...,vr]とおく）．

この手順から分かるように，動的モード分解は比較的容易に実装が可能である．なおこの手順は， IIY2-AY1IIF

の最小二乗解Aの固有値と固有ベクトルを計算していることに相当するが，主要な固有値のみが得られれば

十分であるので，直接Aの固有値分解を計算する代わりに，これを Uを用いて射影した行列 A:=UHAU 

4) 「動的モード分解」と呼ばれる手法の定義はあまり明確ではないが，ここでは，データからクープマン作用素のスペクトル分解

を近似するための一連の手法として話を進める．
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図 3:円柱周りの 2次元流体のシミュレーションデータに対する動的モード分解の数値例．（左）スナップ

ショットの例，（中）推定された固有値，（右）代表的な推定された動的モード（丸印の固有値に各々対応）．

の固有値分解を計算している．なお， Uは直交行列であるので，これらの固有値分解で得られる最初の r個

の固有値は同等である．一般に， DMDは高次元なデータに対して適用されることが多いため，行列Aも

高次元になり固有値計算などが困難になるため，上記のような計算がよく用いられる訳である．

そして計算された動的モードとその固有値を用いて，各時刻のサンプルは次のように分解される．

Yt=区；=l入いがり (2) 

ただし， z:= [z1や2,... 占戸は Y1,1= Vzを満たす定数である．今， m個の関数g;(i=l,... ,m)が，第

2.1節で述べた関数空間r内の要素であるとし， g:= [g1,92, ・・・,gmドとおく．そして，動的モード分解で

用いた各サンプル yは，このベクトル値関数gの実現値，つまり y= g(x)であるとみなすとする．この

とき，分解 (2)は，分解 (1)の有限データによる近似を与えていることが分かる．実際，一定の数学的仮定

の下で，上記の動的モード分解により推定される固有値が，内在する真のクープマン作用素のスペクトル

の惜報を捉えることができることも知られている [31].

なお，推定した固有値入3が固有の周期性と減衰率を持つ要素に分解されていることは式 (1)と同様であ

るが，動的モードv1は，これらのダイナミクスがどのように各観測量g;へ相対的な重みで寄与するか，っ

まりある種の空間的なコヒーレンス（協調性）構造の情報を与えていることが分かる．例えば流体現象にお

いては，データから空間的な組織構造を抽出する目的などに利用できる [7,38, 47]. 図3は，レイノルズ数

を100とした場合の 2次元円柱まわりの流れのシミュレーション・データを用いた数値例である_5)データ

のみから，カルマン渦に現れる特徴的な空間パターンが抽出できていることが確認できる．

この動的モードに関するコヒーレンスという視点は応用的に重要であり，流体のみではなく，脳科学や感

染病伝搬，経済学など，多くの分野でこの特徴量を用いた解析が研究されている [4,41, 34, 19]. また，こ

のコヒーレンスをデータの特徴として予測（教師あり／なし学習）に用いるための枠組みも著者らにより提

案されており [16,3], いくつかの応用場面においても有用であることが確認されている [18,44]. 

4.2 動的モード分解のタイプや拡張

上記の動的モード分解の手順は，より正確には厳密動的モード分解 (exactDMD)と呼ばれるものである．

上述のように，動的モード分解では特異値分解を利用した計算がよく用いられるが(Schmid型や SYD-based

DMDなどとも呼ばれる），大規模な適用などではいわゆるクリロフ部分空間法を用いた方法も有用である

[42, 21]. またその他，動的モード分解を数理最適化問題として定式化してより正確に計算を行う最適化

5)データは，ソフトウェア COMSOLを用いたシミュレーションにより生成したものを用いている．
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DMD[8]や，動的モード分解に対応する確率モデルに甚づいた定式化 [48]なども提案されている．これらの

方法の利点としては，動的モード分解へ制約や事前情報を柔軟に取り込みを可能とすることがあげられる．

一方で，動的モード分解の適用においては，近接した無数の固有値を持つ動的モードが推定され， どの

モードが重要なのか判断が困難になる問題点がある．このような場合には、化ー正則化を用いたスパース推定

による定式化 (sparsity-promotingDMD) [24]が提案されている．上述の確率的定式化においても，スパー

ス事前分布を導入するなどして同様の推定を行うことが可能である．

また動的モード分解は，利用可能な（有限の）観測量9iを用いて，その背後にある力学系に対応するクー

プマン作用素のスペクトルを（近似的に）計算する手法である．従って，その観測量で張られる関数空間が

十分に大きくない場合には，その近似も十分なものであることが期待できない．実用的には，流体現象の解

析のように超高次元データを用いる場合には，各観測（流体のように空間的広がりを持つ際には各グリッド

格子における観測）が9iに対応すると考えると mが大きくなるため，実用的にはこの点はあまり問題にな

らないようである．しかし低次元の観測データの場合のように，これが期待できない場合には，基底を慎重

に選択したり，なんらかの数理的操作でクープマン作用素の主要なスペクトルを捉える方策を考える必要が

ある．例えば， Williamsらは代数的に特徴関数を準備して観測量を人工的に増やし DMDを適用する拡張

DMDを提案している [51]. また一般的には，遅延座標により，同様に観測量を増やし DMDを適用するハ

ンケル DMDもよく用いられる [1].後述の再生カーネルを用いた定式化も，このように観測量の空間を数

理的操作で拡張する方法の一つとして捉えられる．また最近，特徴関数を不変部分集合の学習としてニュー

ラルネットを用いて推定する方法も提案されている [49,33, 52]. 

その他，様々な観点から多くの拡張が提案されている．例えば，計算のロバスト化を目的として評価関

数として総最小二乗誤差を利用した TLS-DMD[9]や，再帰的計算や乱択計算を用いて大規模実装のため

の計算効率化を行う手法も提案されている [40,13]. また，データに教師偏号がある際に，これを利用して

各ラベルの特徴を持つ解析を行うための教師あり DMD[17]や，データが扁階な場合へ適用可能なテンソル

DMD[26]なども提案されている．

5 正定値カーネルを用いた定式化

ここでは，作用素論的解析や動的モード分解の正定値カーネルを用いた定式化について述べる．正定値

カーネルを用いたデータ解析自体は，機械学習分野では 2000年代頃から盛んに研究されてきた枠組みであ

るが，作用素論的解析における適用を考えることで数理的，応用的な様々な拡張性や利得が得られる．

では，これらについて概観するとともに，ごく最近の著者らの研究についてもふれたい．

5.1 正定値カーネルを用いたデータ解析の概要

本節では，本稿で必要な範囲で再生核ヒルベルト空間 (RKHS)を用いたデータ解析について述べる _6)

まず， X(配の場合が多い）をなんらかの集合とするとき，次の 2つの条件を満たす 2引数の関数k:おX

X→匝を正定値カーネルという _7)

• 任意の x,yEXに対して k(x,y) = k(y, x) (対称性）

• 任意の nEN, x1心2,... ,Xn Eぶ C1,c2,... ,cn ElR に対して L~j=l cicjk(x., 巧） :;:, 0 (正値性）

6lRKHSを用いたデータ解析の詳細については，日本語の書籍 [55]をはじめ多数出版されているので適宜参考にされたい．

7)必ずしも実数値関数でなくてもよいが，ここでは簡単のため実数値関数に限定して話を進める．
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対称性の下では，正値l生の条件は， k(叫， Xj)を(i,j)成分に持つ (nxn)行列（グラム行列と呼ばれる）が半正定

値行列となることと同意である．代表的な例としては，ガウス RBFカーネルk(x,y) = exp(-1 x-y 12 /(2庄））

（び>0)やラプラスカーネル k(x,y) = exp(-alx -YI) (a > 0), 多項式カーネル k(x,y)= (打y+ c)d 

(c:;:>O,dEN)などがあげられる．

正定値カーネルが与えられると，それに付随して RKHSと呼ばれるヒルベルト空閻が唯一定まる (Moore-

Aronszajinの定理）．より具体的には，正定値カーネルKにより定まる RKHSを1ikとすると， ¢k(x):= k(x, ・) 

で定められる特徴写像により， (1)1ik = span(¢k(X)), (2)〈¢k(x),¢k(Y)〉1-ik= k(x,y)という 2つの条件で

特徴付けられる．ただし，ロ・は閉包を表し，〈•，•〉1-ik は 1{k における内積を表す. RKHSの1つの重要な性

質としては，再生性があげられる．つまり， RKHS上の関数gE 1ikは，その関数値を g(x)=〈g,伽(x)〉叫

のように評価することができる．

今，有限のデータ｛（叩， YiHr~1 (E X x X)が与えられたとき，ある RKHS内の任意の関数gE甘Kに対

して g(y)をg(x)で回帰する下記の問題を考える．

n 

min 
AED(A) 

区lfl(Yi)-Ag(叩)12 
i=l 

ただし g(yi)= g(yi) -I:7=1 g(yi), g(叩） =g(叫— I:7=1 g(ふ）である．また D(A)はAのドメインで，こ

こでは H を｛の（叱）}?=1の張る 1-lkの部分空間として A:1-lk→ Hであるとする．このとき，一定の仮定の

下で上記問題の最適解は以下のように与えられる．

A=  <I>(Y)(<I>(X)T <I>(X) +翫I砂―lq,(X)T

ただし， <I>(X):=伽(xi),... , ¢k(xn)], <I>(Y) := [叫Y1),・ ・ ・ 占（珈）］であり，€ は十分に小さな正実数で

ある．なお，ここでは有限のデータを用いた場合について考えたが，上式Aは， gの入力を確率変数とし

て考えた場合には，条件付き平均埋め込みの経験推定と同様のものである [46,55]. 

5.2 再生核ヒルベルト空間上のペロン—フロベニウス作用素

今，集合x上の正定値カーネル Kを固定し，その対応する特徴写像を 'Pk,再生核ヒルベルト空間を 'fikと

各々表す．また，んの任意の部分集合NcXに対して， Hkの閉部分集合1iNを1iN:= span(¢k(N))のよ

うに定義する．このとき，離散時間力学系（またはフロー） J:N→N に対して，線形作用素P:1iN→ 礼N

が RKHS 上のペロン—フロベニウス作用素であるとは，任意の xEN について如(x) E'D(P)であり，

P¢k(エ） = r/Jk(fd(x)) (3) 

が成り立つこととして定義される [25].ただし D(P)はPの定義域である．この定義域は span(¢k(N))を

含み，特に 1-lNで桐密である．従って， Pは随伴作用素P*:1-lN→礼vを持つ．なお， RKHS上のペロ

ングロベニウス作用素は，クープマン作用素の共役と同等なものになっている [22]. より具体的には，廿

をカーネル関数を Nx Nへ制限した場合の RKHSとすると，線形写像r:1-lk→れは同塑で次式が成り

立つことが示せる．

P* = rKr―1 

ただし， Kの定義域は D(K):= {h E和hofE礼｝のようになる．
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5.3 再生核ヒルベルト空間上でのモード分解

以上の準備のもと， X2= f(x1)と想定されるペアの集合 {(x1,i,叩，，）}i=lが与えられたとして，正定値

カーネルを用いたペロン—フロベニウス作用素のモード分解の手順は次のようになる _s) 第 4.1 節の場合と同

様，有限長の時系列データ Xo,X1,叩，...,XTが与えられる場合には，（エt-1,叫） (t = 1, ... , T)のようにペ

アを構成して用いる．以下では妬：= [</>k(X1,1), ... , <pん(x1,n)],動：= [</>k(四，1),• • •, </>k(X2,n)]としている．

1. グラム行列 G1:=吋虹， G12:=叫動を計算する．

2. 中心化グラム行列 G=HG1H(H は中心化行列）の（打ち切り）固有値分解 a~l3sl3 を計算する（採

用ランクを rとする）．

3. 行列 A:=3-1;2即 HG12(G1+ ml)-1G直 [33-1/2の固有値入］と固有ベクトル vJを計算する (j= 

1, 2, ... , r). 

4. 固打値入Jに対応する固打関数も＝虹HiJs-1/2vJを得る．

上記の手順において，ステップ 1~2はカーネル主成分分析の計算であり，ステップ3で計算される行列A
は，第5.1節で述べたような回帰問題の解を求めた主成分方向に射影して得られるものであることに注意す

る．なお，第2.2節で示した数値例は，上記の手順により得られた固有値入J= lに対応する固有関数匂を

用いて AISを可視化したものである．

5.4 拡張的な定式化やその他の方法

系が確率的であると限定した場合に，カーネル平均埋め込みを用いてクープマン作用素やペロン—フロベ

ニウス作用素を扱う枠組みについては， S.Klusらにより近年まとまった論文 [29]が報告されている．より

一般の場合に，同じくカーネル平均埋め込みを用いた理論的枠組みや，クリロフ部分空間法を用いた推定

法についても著者らにより提案されている [21].

一方で，複数の力学系間の関係に関する動力学的特性の解析は，多くの科学分野で重要な研究課題の一つ

である. C*代数の一つである行列環と RKHS理論の拡張を用いて，このような対象の相互作用に関して，

その作用素表現とそのスペクトル解析を行う数理的枠組みが著者らにより最近提案されている [20]. また上

述のように， RKHS上のペロンフロベニウス作用素を用いた表現を介して，力学系の動力学的特性に基づ

＜距離をデータから計算する枠組みも提案されている [22,23]. 

6 景後に

本稿では，非線形力学系の作用素論的データ解析の概要と，動的モード分解を中心としたそれに関連する

最近の主要な研究について解説してきた．これらの方法は，多くの科学分野で成功裏に用いられるように

なってきた一方で，数理的・技術的な課題も多く存在する．例えば，動的モード分解では，クープマン作用

素の点スペクトルの情報のみが抽出される．しかしながら，自然界では，徐々に周期性が変わる系や，異

なるスケールのダイナミクスが互いに影響し合い相互作用する系など，このような仮定が成り立たないも

のの方が多い．点スペクトル以外，つまり連続なスペクトルを扱うための数学的に厳密な枠組みの構築は，

データ駆動によるダイナミクス解析にとって今後より重要となることは想像に難くない．一方で，述べてき

8)文献 [25]に書かれた手順を少し改変したものとなっている．
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たような作用素論的解析は，シミュレーションや（学習の文脈での）予測のための利用や，ニューラルネッ

トをはじめとした機械学習モデルにおける学習機構の解析などにも今後利用されていくことも予想される．

これらを含むデータ駆動による作用素論的解析の理論的・技術的課題の解決や，さらなる発展的内容や応

用を議論するプロジェクトとして， JSTCREST「数学・数理科学と情報科学の連携・融合による情報活用

基盤の創出と社会課題解決に向けた展測」領域において， 2019年 10月から，本著者を代表として「作用素

論的データ解析に基づく複雑ダイナミクス計算基盤の創出」（課題名）が開始されている．本課題における

研究経過にも是非注目してほしい_9)

最後に，本稿で紹介した自身らによる研究の一部は，日本学術振典会による科学研究費補助金（課題番号

JP18H03287), 及び科学技術振典機構 CREST「数学・数理科学と惜報科学の連携・融合による情報活用基

盤の創出と社会課題解決に向けた展開」領域（課題番号 JPMJCR1913)の助成により行われたものである．
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