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動的モード関数の Stieltjes連分数およびCauer回路表示について
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1. はじめに

電磁界・流体などを対象とした場の 3次元解析や大規模系の制御においては，システムを記述する行

列が大規模となる．このため精度を維持したままで計算コストを削減することが求められる．近年，

大規模行列で記述される系を／少数の変数で近似表現するモデル縮約法が注目されている．モデル縮約

法には固有直交分解 (POD) を用い，変数を少数の基底の線形結合で表現する方法[1]—[3]や，ダイナ
ミックモード分解 (DMD) を用いてシステムの時間挙動を予測するモデルを構築する方法などがあ

る[4],[5]. さらに，システムが線形な方程式で記述される場合にはLanczos法を用いたモデル縮約法

が有効であることが知られている[6],[7]. 近年，著者らは Lanczos法を用いて準静(quasi-static)

Maxwell方程式を Cauer等価回路で表現する方法を提案した[8].Cauer等価回路の低次側は直流・

疇波特性，高次側は高周波特性を表す．また電気機器の鉄心に磁気飽和がある場合には， Cauer回

路の最低次のインダクタンスに，飽和特性を反映させることができる．このように Cauer回路表示

は，大規模システムの縮約モデルとして工学的に有用である．

本報告では上記のような準静 Maxwell方程式の縮約法を，低励起状態の量子多体模型に拡張する

方法について述べる．

2. 物理モデルとしての Cauer回路生成

つぎのような 1階の常微分方程式で表される線形時不変システムを考える．

ぇ=Ax+bu
y = ex 

(la) 
(lb) 

x,b,c E酎，AE賊NxN,y E恥である. (1)をLaplace変換すると，つぎのような伝達関数を得る．

Z=が(sf-A)-1b (2) 

ここで［は単位行列である．伝達関数zはシステムの入出力関係を表しており， zを用いれば入出力

応答など基本的なシステムの挙動を知ることができる．さらに(2)式を電気回路で表現できれば，時間

領域の応答を実時間で得ることが可能である．制御理論においては伝達関数の極を設計することによ

ってシステムの安定性を評価する．しかしながら場の方程式や，大規模集積回路の同路方程式などを

疇とする齢，伝達関数を釦妾計算することが難しい．そこでLanczos法を用いてシステムの次元

を縮約する方法が提案されている[6],[7]. この方法では， Lanczos法を用いることで伝達関数をつぎ

のような有理関数で近似する．

Z=が(sf-A)―lb""
b。+b1s + b足＋… +bq-2Sq-2

a。+a1s + a因＋…十 aq-1sq-1
(3) 

さて一方，物性科学ではつぎのような低励起状態の量子多体模型（動的モード関数）が広く用いら

れている．

I(z) = (如 l(zf —幻―1伸o 〉 (4) 
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ここで1¢〉は状態ベクトル， J-{はハミルトニアン，れま恒等作用素， zE(Cである．低励起状態の応答を

知ることで実験との比較，結果の予測が可能になるため(4)は有用である．一般にハミルトニアンの次

元は非常に大きいため，効率的に計算するための手法として Lanczos法を用いた厳密対角化法[9]が

用いられる．この手法により動的モード関数をつぎのようにJacobi連分数に近似することができる．

〈¢。1¢。〉
I(z) =〈¢。l(zf―打）―11¢。〉~
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このように動的モード関数を Jacobi連分数に近似することで，任意の低励起状態を基底状態と同

程度の計算コストで計算することができるという利点がある．低次元励起状態を計算することで実験

により観測可能な量をあらかじめ計算することができるようになる．

上記の伝達関数(3)と動的モード関数の計算手法に共通する点は， Lanczos法を用い，大規模なシス

テムを少数の基底に射影することでモデルの次元を縮約しているという点である．一方で近年，著者

らは電磁界解析の分野において，準静Maxwell方程式で支配される系の伝達関数を， Lanczos法に

より直接 Cauer回路表現を導く方法を提案した[8]. この手法を拡張することにより一般の伝達関数

や動的モード関数を Cauer回路で縮約表現することが可能になる．この手法では有理関数表現を介

さないで，直接的に連分数および連分数に 1対 1対応する Cauer回路を導くことができる．以下で

は(4)について Cauer回路生成を行うことを考える．この手法では上記の手法と同様に基底ベクトル

をLanczosの3項漸化式により生成する．対応する 3項漸化式はつぎのように表現できる．

叩伽〉＝糾伽+1〉+(nl伽〉+1/nl</Jn-l〉 (6) 

ここで1伽〉は直交基底である．このような漸化式はハミルトニアンがエルミートであるときに一意に

存在する．従来の手法では，基底の規格化条件として，有理関数に近似する方法[6],[7]では(7a)が用

いられ， 動的モード関数を計算する方法[9]では(7b)が用いられている．

〈伽1伽〉=1 (7a) 

(n = 1 (7b) 

(7a)の規格化条件は基底の大きさを 1にし，正規直交基底を生成する．また(7b)の規格化条件は動的

モード関数を(5)のようにJacobi連分数に展開可能である．ここでは物理モデルとして Cauer回路を

導くためにつぎの条件を与える．

(n + (n + T/n = 0 

この条件を与えることで状態ベクトルの内積は次の値を持つ．

（叫か=IC砂 ij

ここで初はKroneckerdeltaである．またつぎの式で定義される状態ベクトル

(7c) 

(8) 

n-1 
1 

囮 =-I―|蛉
i=O 

Kzi 
(9) 

を用いると

他叫的＝知+18ij (10) 

が成り立つ．このように地〉において成り立っていた直交性が1剌）に引き継がれることがわかる．こ

のような直交性を維持したまま新しい直交基底を生成する手法は直交多項式の理論における
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Christoffel変換と関連がある．以上のようにして求めた直交基底の内積の値朽nぷ2n+1と三項漸化式

(7c)噂数には次の関係がある．

fn = Kz店 2n+1

T/n = -Kzn(Kzn+1 + Kzn-1) 

Sn= Kz訊 2n-1

(lla) 

(llb) 

(llc) 

さらに，このように生成した基底ベクトルを用いると三項漸化式は次のように表すことができる．

”中＝中T (12a) 

中=[1¢。〉 1¢1〉1如〉…］ (12b) 

T-li; Ij 1: 

ここでTは三重対角行列である．一般にこの三重対角行列は無限次元となるが，実際の計算ではある

次元で Lancws法を打ち切ることで有限次元行列となる．一方で動的モード関数はつぎのように展

開することができる．

＿

＿

 

(12c) 

I(z) =〈色ol(zf違）―11</J。〉

=I噌。|如l</J。〉
i=O 

(13) 

ここで(¢。似・iゅ。〉はi次のモーメントと呼ばれる量である.Lanczos法により得られる三重対角行

列を用いると i次のモーメントをつぎのように近似することが可能である．

仲ol如 l<P。〉 =K。eITie1

したがって(13)はつぎのように変形される．

I(z) =〈蛉(zf —打）―ll<P。〉
""K。免(J-sT)-1e1

(15)はStieltjes連分数に展開することが可能である (Appendix1) . 
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(16) 

Stieltjes連分数はCauer回路のインピーダンスと等しいことから (Appendix2), (16)は図 1のよう

なCauer等価回路で記述することができる．

Cauer回路は物理的な意味を持つ回路として熱等価回路を用いた設計や電磁場の誘導電流の特性

解析に広く応用されている．電磁場においては Cauer回路の初段が静磁場（または基底状態）を表

し，後段の抵抗とインダクタは誘導電流による動磁場（または低励起状態）の補正項であると解釈で

きる．このような物理的解釈をもとに Cauer回路による磁気ヒステリシスや磁気飽和による非線形
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図 1 Stieltjes連分数のCauer回路表現

特性の表現が試みられている[10],[11]. (16)のような動的モード関数のCauer回路表現の物理的意味

は必ずしも明確ではないものの，得られる基底には何らかの物理的解釈を与えることが可能であると

考えられる．

3. まとめ

本報告では Lanczos法を用いて動的モード関数を Stieltjes連分数に近似する手法について述べた．

これまでに動的モード関数を Jacobi連分数で近似する手法僚冷対角化法）は知られているが，両

者の手法の違いは Lanczos法における基底関数の規格化条件であり，これを変更することで連分数

の形が変化することを示した数学的にはどちらも有理関数近似となっており本質は極と零点にある

が，工学的，物理的には表現の違いは物理的解釈の違いを生じる．そのため，いくつかの表現方法に

ついて考察を行うことは有用であるといえる．

Stieltjes連分数は Cauer回路のインピーダンスに等しいことから，動的モード関数を Stieltjes連

分数で近似することは場を Cauer回路で表示したことに相当している．電磁界解析の分野において

は Cauer回路の物理的意味を利用して磁気ヒステリシスや磁気飽和による非線形特性の表現が試み

られている.Cauer回路は回路と場の分布の対応関係が取れるという一般性があるため，電磁界解析

のみならず他分野における場の方程式の数値解析においても，場を Cauer回路で表示する利点があ

るのではないかと考えられる．
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Appendix 1 

(12)から(14)のようなStieltjes連分数が得られることを示す．ここで示す方法のほかに Cauer回路の

インピーダンスと(12)が一致することを見ることでも示すことが可能である (Appendix2) . (10c)の

3重対角行列を再び示す．

T= 

-K。K1 KzK1 
k祁 1 -Kz(均＋応）

0 K坪 3

゜
゜K4応

＿囮(K3+底）
K4K5 (Al) 

Kzq-2均q-3

-Kzq-z(Kzq-3 + Kzq-1) 

いまz= 1/sとおくと動的モード関数は

I= SIC。e『(I-sT)-1e1= 
叫 Aq-11

IAql 

と書かれる．ここで分子はl-sTの(1,1)成分の余因子行列を表しており

I= SIC。e『(I-sT)-1免＝
s,c01Aq-tl 

IAql 
IAql = II -sTI 

IAq-11 
1 + S1Cz(IC1 +応）

(A2) 

(A3a) 

(A3b) 

-SKzK3 

゜

-SK4K3 

1 + SK4(K3 +店）゜-SK4K5 

゜
(A3c) 

-SKzq-zKzq-3 

1 + SKzq-z(Kzq-3 + Kzq-1) 
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IAq-21 

l+s心（伶＋店）

-SIC41C5 

゜

-SK6Ks 

1 + SK6(K5 +朽）゜
＝ 

-SK6K7 

゜
(A3d) 

-SKzq-zKzq-3 

1 + SKzq-z(Kzq-3 + Kzq-1) 

であるまず

IAql = (1 + SK祁1)IAq-1I-S2K。吋叫Aq-21

より

I= 
1 s叫Aq-11-sz吋叫Aq-zl

SK。＋ 
siAq-il 

1 

ー

1 1 
—+ 
SIC。1 s玉叫Aq-zl

"1 
＋ 

s叫Aq-11-sz,c伍 IAq-21
1 

(A4) 

(AS) 

1 1 —+ K。
—+ 
1 SKzlAq-zl 

SK1 IAq-1 I -K1叫Aq-zl

となる．ここで連分数の最後の分母は

IAq-11-K1叫Aq-21

1 +sK庄 3

-SKzK3 

゜

-S1C41C3 

1 + SIC4(均+IC5) ゜-SK4K5 

゜
(A6) 

-SICzq-2朽 q-3

1 + SIC2q-2(K2q-3 + ICzq-1) 

となっており，これは比Iと同じ形をしている．このことから最後の分数はSIColAq-11/IAqlと同じ形

であり，添字をインクリメントすれば求められる．つまり

s叫Aq-zl

IAq-11-K1叫Aq-zl

1 

1 1 —+ 
Kz 

—+ 
1 s叫Aq-31

SK3 IAq-z I -K坪41Aq-31

(A7) 

となる．以上より

I= l 
1 1 

SK。＋ 1 1 —+ K1 1 1 —+ SKz 1 1 —+-応．．．

(A8) 

となる．
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Appendix 2 

図AlのCauer回路を考える．初段のインダクタとそれ以降の段は亜列接続になっているため，イン

ピーダンスは

z = 1 
1 1 
豆~+冗

(Bl) 

とあらわされる．また抵抗はそれ以降の段と直列接続になっているためインピーダンスは

1 
Z =  

1 1 
叩＋凡 +Z2

(B2) 

になる.Z2に関しては初段と同じようにインダクタとそれ以降の並列接続になっている．したがって

上記手順を繰り返すことでCauer回路のインピーダンスは
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(B3) 

となり，連分数で表現が可能である．

R1 R3 

二ロ
図Al Stieltjes連分数のCauer回路表現2


