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対称R空間の不変量と大対跳集合に付随する距離可移グラフ

の不変量の関係

北九州工業高等専門学校栗原大武

Hirotake Kurihara 

National Institute of Technology, 

Kitakyushu College 

この報告は広島大学の奥田隆幸氏との共同研究に基づく.2017年のRIMSの講究録である Kurihara-

Okuda [6]ではコンパクト型既約エルミート対称空間の大対菰集合について，組合せ論的視点から

考察を行った．この報告は [6]の続編であり，コンパクト型漑約エルミート対称空間のクラスを対

称R空間と呼ばれるクラスまで拡張して，それらの大対菰集合の組合せ論的性質を調べたものであ

る．また対称R空間までクラスを広げることで，新たな不変董の対応も見つかった．

1 対称R空間

まずは対称空間の定義や性質について述べる．詳細は [5]などを参照していただきたい.Mを連

結コンパクトリーマン多様体とする.Mにはその計量から定まる自然な距離dMが定義されている

ものとする.M上の自己微分同相であって，リーマン計量を保つものを等長変換と呼ぶことにす

る.Isom(M)をM の等長変換群とする．

定義 1.1.任意の xEMに対して xの点対称sおが存在するとき， M をリーマン対称空間であると

いう．なお fE Isom(M)がxの点対称であるとは以下の条件を満たすこと：

(1) X はfについての孤立固定点になっている．

(2) f of= idM・

注意 1.2.(1)対称空間上で点対称は唯一に決まることが知られている．

(2) Isom(M)はリー群であることが知られている.GをIsom(M)の単位元を含む連結部分群（単

位連結成分）とするとき， GはM に推移的に作用する．したがって M は等質空間であり，一

点oEMの固定部分群を K:= {g E G I go = o}とすると， M とG/Kのリーマン多様体とし

ての同型を得る．

例 1.3.基礎体は底＝艮，(['.,lHIのいずれかとする．グラスマン多様体 Grk(民りは集合としては以下

のように定義される．

Gr叫炉） ={VIVは記の部分空間であり， dim恥 V=k}. 

VE Gr叫炉）における点対称 svは次のように定まる．応1に内積を指定して ,:,v:恥n→恥n をV

上の鏡映とする．このとき sv:Grk(応門→ Grk(応りは sv(W)= ,:,v(W)により定まる．なお，
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Grk(応門の等質空間表示はそれぞれ

Gr以エ初） = SO(n)/S(O(k) x O(n -k)), 

Grk((['. 門=SU(n)/S(U(k) x U(n -k)), 

Grk(lHin) = Sp(n)/Sp(k) x Sp(n -k) 

である．なお，基礎体が恥=((])(ケーリーの八元数）の場合， Grk(((])りが対称空間になるのは，

n = 2,k = 1の場合であり，通常この空間は((])J:: の射影空間と呼ばれる．またその記号を p2(((]))で

表す．

定義 1.4.エルミート多様体 (M,g)で各点に正則等長な点対称 Sxが存在するとき， M をエルミー

ト対称空間と呼ぶ．

注意 1.5.エルミート対称空間を M=G/Kのように等質空間表示する場合， Gは正則等長変換群

の単位連結成分とする.Kは注意 1.2(2)と同じ一点の固定部分群である．

例 1.6.グラスマン空間 Grk(JKりは恥 =Cのときコンパクト型既約エルミート対称空間になる．

定義 1.7.M をエルミート対称空間とする.LCMが実形とは以下の条件を満たすこと： M 上の

対合反正則等長変換 aでM"={xEMla(x)=x}の連結成分と Lが同型になるようなものが存

在する．

例 1.8.(1) M = (['. のときはa:(['.→ C,a→百（複素共役）とすることで，股={a+o✓ コ:I a E股｝

はCの実形であることが確かめられる．

(2)実グラスマン多様休 Grk(野りは複素グラスマン多様体 Grk((['.門の実形である．

定義 1.9.M が対称R空間とは以下の条件を満たすこと：コンパクト型エルミート対称空間 M'と

M' の実形 L で M~L となるものが存在する．

事実 1.10.次のことはよく知られた事実である．

(1)対称 R空間はコンパクト対称空間である．

(2)コンパクト型エルミート対称空間は対称R空間である．

つまり模式的には次のようになる．

｛コンパクト型エルミート対称空間}C {対称R空間 }c{コンパクト対称空間｝

事実 1.11."分解不可能な"対称R空間は分類されており，表 1に一覧を載せている. Spacesの1

列目にある空間はコンパクト型既約エルミート対称空間であり， Labelはそのエルミート対称空間

のラベル名を表している．詳しくは [4]を参照されたい．

2 大対蹴集合

1節にて，対称空間は各点において点対称をもつ空間ということを見た．この 2節では，対称空間

の点対称と“相性の良い"有限部分集合である対蹴集合や大対跳集合について必要事項を記述する．
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表 1:分解不可能な対称R空間のリスト

Label I Spaces 

AIII Grk(C門 Gr叫貯） Grk(lHI門

BDI Q→ (C) Qp+I,q+I(股） sn-l 

CI Sp(n)/U(n) U(n)/O(n) U(n) Sp(n) U(n)/Sp(n) 

DIii S0(2n)/U(n) SO(n) 

EIII 恥/Spin(lO)・T G2(1HIり/Z2 戸 (0)

EVIi E7/E5・T SU(8)/Sp(4)・Z2 T・恥/F4

定義 2.1(Chen-Nagano [3]). リーマン対称空間 M の部分集合Xが対蹴集合であるとは，任意の

x,yEXについて sx(Y)= Yを満たすこととする．

リーマン対称空間 M がコンパクトである場合には， M 内の対蹴集合は必ず有限集合であり，さ

らにその濃度は M のみに依存するある定数で抑えられる．すなわち，

恥M := max{IXI IXはM 内の対跛集合｝

が有限の値をとる. (cf. [3, 11])なお rt2MをM の2-numberという．

定義 2.2.8 CMが大対蹄集合とは， SがM の対菰集合であり, IBI=ゎM を満たす．

事実 2.3([8, 12]). M=G/Kを対称R空間とする．

(1)任意の対菰集合Xに対して， XcSとなる大対随集合Sが存在する．

(2)二つの大対蹴集合は合同．つまり任意の 2つの大対趾集合 S,S'に対して，ある gE Gが存在

し， gS=S'が成り立つ．

注意 2.4.M が対称R空間でなければ， M 内で大対菰集合の構造は一意でない．例えば，有向実

グラスマン空間届以即）は対称 R空間ではなく，大対踪集合の分類は難しい．しかし Kが小さい

場合には分類済みである．詳細は Tasaki[13, 14]を参考にされたい．

例 2.5.G叫幻）の大対蹴集合を考える．なお表 1より， Grk(応りは韮礎休によらず対称R空間で

ある．恥nに内積を指定し，{e1, e2, ... , en}を阪nの正規宜交基底とする.Iを{1,2,... ,n}の部分

集合とし，底nの部分空間 WをVr:= Spa阪{Ei I i EI}で定める．このとき

S={Vrllil=k} 

はGr訊幻）の部分集合であり， Gr瓜恥門の任意の大対跳集合は Sと合同である．したがって，

ISi=恥Grk(四）＝じ）
を得る．

この節の最後に大対跳集合の濃度と対称空間の位相的な不変量の関係を与える定理を述べる．
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定理 2.6(Chen-Nagano [3], Takeuchi [10]). M を対称 R空間とし， SをM 内の大対跛集合とす

ると，

ISi = L dimz;2z Hk(M, Z/2Z) 
貶 0

が成り立つ．ただし Hk(M,Z/2Z)はZ/2Z係数の K次ホモロジ一群である．とくに M がエルミー

ト対称空間の場合はこ貶0dim2;2z凡 (M,Z/2Z)はM のオイラー数x(M)と一致するので，

1s1 = x(M) 

が成り立つ．

3 距離可移グラフ

この節では代数的組合せ論で扱われる距離可移グラフの定義や性質について述べる．詳しくは

[1, 2]を参考にされたい.r = (X, E)を有限単純グラフとし，辺は無向なものとする.o:XxX→N 

をrのpathdistanceとする.rの直径を Dで表す．

定義 3.1.r = (X,E)が距離可移グラフとは以下を満たすこと； ¥:/x,y,x',y'EX with o(x,y) = 

o(x', y'), ヨgE Aut(r) such that gx = x'and gy = y'. 

注意 3.2.距離可移グラフならば距離正則性を持つ．つまり，任意の iE {O, 1, ... , D}と任意の

x,y EX  with o(x,y) = iに対して，

l{z EX  I o(x,z) = i, o(z,y) = l}I, 

l{z EX  I o(x,z) = i+ 1, o(z,y) = l}I, 

l{z EX  I o(x,z) = i-1, o(z,y) = l}I 

がそれぞれ， x,yの取り方によらずiのみに依存する定数になる．なおこれらの定数を intersection

numberといい，上から順に a;,b;, Ciで表す．

注意 3.3.(1)距離正則グラフがrはt正則ならば， bo:=£ である．また，加 =0やC1= 1や任

意の iE {O, 1, ... , D}について a;+b;+c;=fといった性質が成り立っ．

(2)距離正則グラフの隣接行列の相異なる固有値はD+lであることが知られている．以降それらの

固有値を〇。，01,...'仰で表し， m;を0iの重複度とする．また 0;,m;の組を {0閉0'0四，...,0り門
で表し，これを rのSpectrumという．

定義 3.4.注意3.3のaけれ十Ci=£ より， a;はbo,bゎQから決まる. {bo,b1, ... ,bn-1;c1,c2, ... ,cn} 

をrのintersectiona汀 ayという．

~U 3.5 (Hamming cube). X = (Z/2Ztとし， X= (x1心2,・・・,xn),y=(Y1,Y2,---,Yn) EXに対

して， (x,y)EEであることを I{i I Xi i= yぶ=1であるときとして定める．このグラフ (X,E)を

Hamming cubeとよび， H(n,2)で表す.H(n,2)には対称群品と Z/2Zのリース積 SnI (Z/2Z)が

推移的に作用し，特に H(n,2)は距離可移グラフになる. H(n,2)の等質空間表示は (Snl(Z/2Z))/Sn

である．

H(n, 2)の頂点数 IXI,直径 D,valency£, intersection array, Spectrumは知られている．これら

の値は表 2にまとめている．
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例 3.6(Johnson graph). X を{1,2,... ,n}の K点部分集合の集まりとし， x,yEXに対して，

(x,y)EEであることを Ixn YI= k-1であるときとして定める．このグラフ (X,E)をJohnson

graphとよび， J(n,k)で表す. J(n, k)には対称群品が推移的に作用し，特に J(n,k)は距離可移

グラフになる. J(n, k)の等質空間表示は S叶(SkX Sn-k)である．

J(n, k)の頂点数 IXI,直径 D,valency£, intersection array, Spectrumは知られている．これら

の値は表 2にまとめている．

他の距離可移グラフは，例えば， Coxeter群をある部分群で割った剰余類に適切な辺構造を入れ

ることで得られる．この方法で得られるグラフを Coxeter距離正則グラフという. Coxeter距離正

則グラフやその分類について，詳しくは [2]を参考にされたい. Coxeter距離正則グラフは表 2にあ

る6つのグラフと，その他 2つある．

表 2:いくつかの距離可移グラフと不変量

Name I IXI D £ intersection array 

J(n,k) I (~) k k(n -k) bi= (k -i)(n -k -i) 

Ci= i ・2 

CP2m I 2m 2 2m-2 bi: 2m -2, 1 

e;: 1, 2m-2 

H(n,2) I 2n n n bi=n-i 

Ci= i 

担[(n,2) I 2n-l 遵」 け） b; =ら(n-2i)(n-2i-1)

e; = i(2i -1) 

Schlafli graph I 27 2 16 b;: 16,5 

e;,: 1, 8 

Gosset graph I 56 3 27 b;: 27, 10, 1 

c;: 1, 10,27 

4 主結果

M を分解不可能な対称R空間とし， SをM の大対菰集合とする．

dmin(S) := min{dM(x,y) I x,y ES, x -:J y} 

とおく．

Spectrum 

0i = k(n -k) + i(i -n -1) 

m-『） -(n) i― i ,-1 

{2m-21,0叫ー2m-2}

0i = n -2i 

叫＝け）
0; =抄(n-1) -2i(n -i) 

匹＝け）
{161,4見ー220}

{271, 97,-127, -3叫

定義 4.1(Sから得られるグラフ）. rM(S) := (S, E), ただし (x,y)EEはdM(x,y) = dmin(S)で

あることとする．

つまりグラフ rM(S)は "Sの最小距離を実現するような 2点を辺で結ぶ"という方法で得られる

グラフである．このグラフ rM(S)の性質について，新たな結果がいくつか得られた．以下の結果

の証明の詳細は省略するが，多くの場合は分解不可能な対称 R空間の分類（表 1)に依っているこ

とに注意する．
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定理 4.2(K.-Okuda). rM(S)は距離可移グラフである．さらに rM(S)は表 2の内のいずれかの

グラフ．より正確には表 1の各行が表 2の各行に対応する．

定理 4.2について， M がコンパクト型既約エルミート対称空間の場合は [6]で言及していたが，

この定理は対称R空間の場合まで拡張できたことを意味している．

例 4.3.表 1の1行目の LabelAIIIに属する全ての空間の大対菰集合は例 2.5で与えていた．これ

らの Sから得られるグラフ rM(S)は全て Johnsongraphになる．

注意 4.4.M が分解可能な対称 R空間の場合は， rM(S)は表 2に出てくる距離可移グラフの直精

になる．

2節の定理2.6の見方を変えると，各左辺はrM(S)の頂点のサイズ，各右辺は M の位相的なデー

タを表すものであり，グラフデータと位相的なデータの間に関係があることを意味する．この視点

で他にも「M(S)のグラフデータと M の位相的なデータの関連性を調べた．その結果を述べるため

にいくつかの概念を導人する．

定義 4.5.M を対称R空間とする． としoEMご こf。:M →良を長野の帯球関数と呼ばれるものが

一意的に存在する.J.。の定義には多くの準備が必要となるので割愛する．詳しくは [7,9]を参考に

されたい.J.。は Morse-Bott関数であることが知られている．

Morse-Bott関数の場合，臨界点の集合は閉じた多様休になる．これを臨界多様体という .Mの

J。に凋する臨界多様体は一般に非連結になり，その連結成分の個数は D+lであることが知られて

いる．それらの連結成分の多様体を応 (Oさピ;D) とおく．山を Niの指数とする．

定理 4.6(K.-Okuda). M を対称 R空間とし， SをM 内の大対跛集合とする．以下の記号は前ま

での記述に従う．このとき次が成り立つ．

(1) D = rankM 

(2)叩=rankG 

(3) M は既約コンパクトエルミート対称空間とし，さらに M はsimplylaced (つまり Labelが

A,D,Eから始まるもの）を仮定する．このとき

(a)£= dimcM 

(b) 2bi = di 

(4) M は(3)を満たすものとする.Mの実形 Lに対して，グラフ rL(S)のデータと M の位相的

データの間には以下の関係がある．

(a)£= dimIRM 

(b)bi=di 

注意 4.7.(1) L = Grk(lHin)については， LはGr2k(IC2n)の実形であり， 4bi= d2iが成り立つ．

(2) M=G/KでGがsimplylacedでない場合は次が成り立っ．

(a)£< dimcM 

(b) 2bi < di 



51

注意4.7 (2)より次のことが予想される．「Gがsimplylacedでない場合の M=G/Kに対して，

M の大対蹴集合 Sを含み定理 4.6(3)の等式が成り立つような部分エルミート対称空間 M'cM

が存在する」．この予想について実際次のような例がある.M = Sp(n)/U(n)について，大対跛集

合 Sを含むような M の部分エルミート対称空間 M'として M'=81 X ... X 81 (81のn回直積）

が取れる．この場合M'は既約ではないが， r研 (8)とM'について定理4.6(3)の等式が成り立っ．

また上記の定理において，対称 R空間の分類によらない証明ができれば，根本的なグラフデー

タと多様体の位相的なデータの関係性が見えるのではないかと考えている．そして， Gがsimply

lacedでない場合の M に対して， M'を特定したい．
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