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スライスランク法とその周辺の話題

琉球大学教育学部徳里典英
Norihide Tokushige 

College of Education, Ryukyu University 

1. はじめに

講演でも述べたとおり、本稿は見村万佐人氏との共同研究に基づくものです。以下は諧演

内容に文献情報と多少の証明を加えました。

正整数nに対して [n]= {1,2, …，n}とおく。部分集合Xc[n]が長さ 3の等差数列（以下、
3-APと略記）を含まないとき、閣はどのくらい大きくなれるだろうか。ただし 3-APとは、
x,x+d,x+2dと表示できる 3数で公差dは0でないものとする。つまり

r(n) := max{IXI : X C [n]は3-APを含まない｝

を評価したい。この問題は ErdosとTur血 [12]によって提起された。 Behrend[4]は下界につ
いて、 Roth[20]は上界について

nl-c/ふ面<r(n) < 
c'n 

loglogn 

を示した。その後、上界については Heath-Brown,Szemeredi, Bourgain, Sanders, Bloomらの
研究があり、 0((loglogn)4n/logn)まで改善された（例えば[6]参照）。これを O(n/logn)ま
で改善できるか、そして逆数の和が発散する整数の部分集合は 3-APを含むか（等差数列に
関する Erdos-Turan予想の一番簡単な場合）は未解決である。

上記の問題は [n]のかわりに Z/nZで考えても本質的な違いはない。そこでもっと一般に
アーベル群Gを指定して 3-APを含まない Gの部分集合の最大サイズr(G)は何か、という問

題を考えてみよう。本稿では主に G=lF;の場合をとりあげる。ここでpは素数とし、 lF;は

p元体1Fp上の n次元ベクトル空間である。特に p=3の場合は、後述するひまわりの問題や
高速行列積の exponent(例えば [5]参照）との関連もあって関心を集めた。 Edel[8]は構成に
より r(lF3)の下界として 2.21nを得た。一方、上界については既に 1982年にはo(3りであるこ
とがBrownとBuhlerによって示され、その後のいくつかの研究を経て、 BatemanとKatz[3]
によって 0(3町nl+e)まで改善された。しかし定数c<3を用いて r(lF3)<びと評価できるか

どうかは全く不明だった。
この問題に大きな進展を与えたのはCroot,Lev, Pach[7]の研究である。彼らはG=(Z/4Zt 

の場合に r(G)< 3.6lnを示した。その証明はいわゆる「多項式の手法」による。同様の手法

はすぐに EllenbergとGijswijt[9]によって G=lF;の場合に（独立に）応用された。そのp=3

の場合として次の結果が得られた。

定理 1(Ellenberg-Gijswijt). G =四のとき、 r(G)< 2.76nが成り立つ。

Tao[24]は、 Croot-Lev-PachおよびEllenberg--Gijswijtの証明を検討しスライスランクを導
入した。本稿ではこのスライスランクについて解説し、それを用いて定理 1を証明した後、

関連する応用例や周辺の話題について紹介する。
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2. スライスランクと定理 1の証明

2.1. 定義と Taoの補題 Xを有限集合、 lFを体とする。関数f:X3→ lFがスライス関数であ

るとは、 fが次の形のいずれかに表示できることである。

f(x,y,z) = a(x)b(y,z)または a(y)b(x,z)または a(z)b(x,y).

ここでfのスライスランクを次のように定義する。

sr(f) := min { r: f =名g;,各g;はスライス関数｝

実際、どんなf:X3→ lFも高々閻個のスライス関数の和にかける。特に sr(f)::::; XIである。

補題 2(Taoの補題 [24]).関数f:X3→ lFが「対角条件」すなわち

f(x,y,z)ヂ0⇔ x=y=z 

をみたすと仮定する。このとき sr(f)= IXIが成り立つ。

上記補題の日本語による解説は例えば [25]にある。

2.2. 定理 1の証明.Tao[24]にしたがって、 lF3の部分集合Xが3-APを含まないと仮定し、あ

る正定数c<3が存在して IXI<びであることを示そう。そのために次の二つの条件を満た

す関数f:X3→ lFを見つけたい。

(Cl) fは対角条件をみたす。

(C2) sr(f) < en. 
このとき Taoの補題から IXI= sr(f) < enが従う。

条件を満たすf(のひとつ）を具休的に表示できる。そのために四の元を X=(x1, …，Xn) 

のように表記し、 f:X3→恥を次のように定める。

n 

f(x,y,z) = TI ((ふ+yげ石）2 -1). 
i=l 

(1) 

実はこのfは(Cl)と(C2)をみたし、 c=2.76ととれる。以下、このことを確かめよう。

まず(Cl)をみるために、 fと3-APの閲係を調べよう。もしx,y,zE四がこの順に 3-APをな

すならば、 x+z=2y,あるいは同じことだがx+y+z=Oである。逆にx,y,zE四がx+y+z=O
をみたせば、これらは 3-APをなすか、またはx=y=zである。したがって任意のx,y,zEX 
に対してx+y+z=Oとx=y=zは同値である。また、 gE応がg2ヂlとなるのはg=Oのと

き、かつそのときに限る。これらのことに注意すると、 x,y,zEXについて次のことがわかる。

f(x,y,z)ヂ0⇔（ふ+Yi旦）2ヂ1for all i 

⇔ Xi+ Yi+ Zi = 0 for all i 

⇔ x+y+z=O 

⇔ x=y=z, 

つまり fは(Cl)をみたす。
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次に (C2)を確かめるために、 fのスライスランクを定義に従って評価しよう。そのために
fをなるべく少ない個数のスライス関数の和に書きたい。 fの定義式(1)の右辺を展開すると、
各項は

（係数） xx『•.• 祢xy{'・・・yがxか・.・zが

の形の単項式で、次数和は i1+・・・+kn :::; 2nをみたす。つまり平均でみると xに閲する次数

i1 +・・・+inは2n/3以下であり、同じことがy,zについてもいえる。そこでfの単項式たちの
うち xの次数が2n/3以下のものの和を fxとし、 f-fxの単項式でyの次数が2n/3以下のも

のの和を Jyとすると、 fz:= f -fx -fyの単項式の zの次数は 2n/3以下である。このように
して

f =fx+ fy+ fz 

と表すと、 f叶まxの次数が2n/3以下のスライス閲数の和であり（つまり fx= [a(x)b(y,z)と
みる）、 fyとfzも同様である。したがって

sr(f) :::; sr(fx) + sr(fy) + sr(fz) :::; 3sr(fx) 

としてよい。以下、 fxに現れるスライス関数を評価する。

スライス関数の和で fx= [a(x)b(y,z)と書いたとき、 a(x)= (係数） xx『 ···X~ に現れる

(i1,---,in)は次の集合

I:= {(i1, ... ,in) E {O, 1,2t: i1 +・・・+inさ2n} (2) 

の要素だから、 sr(fx):S IJIである。そこで川を上から評価しよう。ここで (i1,…, in) EIと
u=O,I,2に対して au:=l{iz: iz = u}Iとおけば、

(P) ao + a1 + a2 = n, (Q) a1 + 2a2 :S初

が成り立つ。逆に条件(P),(Q)をみたす (ao,a1,a分を固定すると、それに対応する (i1,…, in) El 
の個数は

に）（了） (n-~2-a1) = ao!:1! 2! 

である。したがって

III=[ 
n! 

ao!a1!a叫'

ただし和は (P)と(Q)をみたす非負整数の組 (ao,a1,a2)についてとる。
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ここで関数g:(0,1)→罠を g(t)= t―2/3(1 +t+tりとして導人しよう。 (g(t)?を多項展開し
て(P),(Q)およびtE (0,1)であることを考慮すると

(g(t)げ＝パ(1+t+戸）n

=E n! t正 2a2一印
ao切 !a以(P) 

> L n! ta1+2a2一倍
ao!a1如！(P),(Q) 

> E 
n! 

= 111. 
(P),(Q) ao切 !a以

つまり (g(t)t> IIIが任意の tE(O,l)について成り立つ。 gの微分の計算から g(t)はt=a:=

½(墨— 1) で最小値 g(a) =¾(33✓ 甜+207)¼< 2.76をとる。したがって

sr(fr) :S: III< (2.76? 

である。ここから sr(f)< 3(2.76tがわかる。さらに powertrickにより sr(f)< (2.76? と改善
できる（例えば[14]のLemma9.2参照）。これと Taoの補題から目標の結果が得られた。 ロ

3. スライスランク法の応用

スライスランク法の直接の応用によって得られた結果をふたつ紹介する。

3.1. ひまわり．はじめの例は有限集合族における応用である。いくつか記号を導入しよう。

2[n] = {F: F C [n]}, (りり={F C [n]: IFI = k}とおく。相異なる三つの部分集合A,B,Cc[n] 

は、 AnB=BnC=CnAをみたすとき（花びら 3枚の）ひまわりであるという。

定理 3.ある cく 2とnoが存在して、 n>noならばひまわりを含まない ffc2[nlIまlffl<~ 
をみたす。

この結果はErdosとSzemeredi[11]によって予想されたもので、 Alon,Shpilka, Umans[2]に
より定理 lから従うことが知られていた。したがって定理 lが得られた時点でこの予想も定
理となったわけだが、さらに NaslundとSawin[18]はスライスランク法を用いて直接の証明
を与えた。彼らの証明は現状で最良の cを与える。その概略を紹介する。

部分集合Fe[n]の特性ベクトルxE {0, ItをiE Fならふ=1, i(/_Fなら均 =0と定義す

る。集合族§c2lnlがひまわりを含まないとし、 XC {O,Itをクの特性ベクトルの集合とす

る。各0:S:k:S:nについて名=ffn(り）とおき、対応する特性ベクトルの部分集合を xkcx

とする。このとき XEふならばE内 =kである。
ひまわりがないという条件は、 Xkにおいて次の条件に翻訳される：どんな 3個のベクトル

x,y,z EXkもそれが同一のベクトルでなければ、 w:=x+y+zとおくとき聞 =2となる iがあ
る。（ここが微妙なところでこの条件はふで正しいが、 Xでは一般には成立しない。）そこで

関数f:X]→政を

f(x,y,z) = TI(ぷ+y;+z;-2).
!=1 
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と定義すると、 fは対角条件を満たし Taoの補題から sr(f)= IXklである。一方、この関数の
スライスランクについては 3-APのときと同様の議論で sr(f)< 3(1.89? がわかる。ここから

lffl =江=olX叶く 3(n+1)(1.98? くびが従う。

3.2. 単色単位正三角形を含まないn次元空間の着色．次の例は離散幾何における応用である。
n次元ユークリッド空間即を r色で塗って、一辺の長さが 1の単色正則 K単体がないように

したい。このような着色が可能な rの最小値を Xk(即）とかく。例えば知（配）は、距離がちょ
うど lだけ離れた 2点が必ず異なる色となるように平面を着色できる最小の色の数（つまり

ズを頂点集合とする単位距離グラフの染色数）であり、 5s X1(股りs7が知られている。一
般に Ckを固定して n→ooのとき）

(1+ 22し+o(l)rSXk(町）さ（い (2+~)½+o(l))
などが知られている（例えば [22]を見よ）。 k=2のとき、すなわち単色の単位正三角形が

ないような着色については、 X2(即） > (1 +c+o(IWであるが、 Sagdeev[22]はこの定数につ
いて具体的に c=0.00085ととれることを示した。 Naslund[l7]はスライスランク法を用いて
もっと短い手順で C= 0.01446を得た。

4. スライスランク法の弱点

4.1. 連立方程式．ここまでスライスランク法がうまく適用できる場面を紹介したが、もちろ
んスライスランク法がいつでもうまく機能するわけではない。スライスランク法の最初の応
用は 3-APを含まない集合のサイズの上界を与えるものだった。同様の議論は4-APについて

も通用するだろうか。集合XclF; が3-APを含まないことは、任意のx,y,zEXについて

x-2y+z=0 ⇒ x=y=z 

と言い換えられる。同様に Xが4-APを含まないことは、任意のx,y,z,wEXについて

{x-2y+z=0 ⇒ x=y=z=w 
y-2z+w=0 

(3) 

と同値である。すなわち、この場合には連立方程式の解を扱う必要が生じる。実際、 2節の議

論は自然に連立方程式の場合に拡張できて、スライスランクから IXIの上界を得られる。し
かし上記の連立方程式の場合に素直にスライスランク法を適用して得られる上界はpnという

自明なものになる。一方、 Hales-Jewettの定理より IXI=o(pりが得られるから、目標として
はある定数O<c<lに対して

IXI < (cpt (4) 

という評価が得られるかどうかを見極めたい。

ここで、 r個の変数からなる l本の連立方程式があって、 n個の変数は一本の方程式にの
み現れ、 r2:= r-r1個の変数は少なくとも 2本以上の方程式に現れるとしよう。さらにこの
連立方程式のXe野における解は、すべての変数の値が等しいものに限られると仮定する。

Mimura—Tokushige[ 15]では、さらにもし

r1 r2 
—+->[ 
2 e 

(5) 
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であれば、関の非自明な上界が得られることを示した。残念ながら (3)の場合はrt=r2=l=2 
なので (5)をみたさない。 4-APを含まないXclFnが(4)をみたすかどうかは多くの関心を集

めている間題だが、スライスランク法を用いるにしても何か新しい工夫が必要だろう。

4.2. 非自明解をどうとらえるか.Taoの補題は「集合Xと関数fが対角条件をみたせばXのサ
イズはfのスライスランクと一致する」ことを主張する。これが3-APを含まない集合XclFn 

にうまく適合する理由は、 x,y,zEXに対して

x-2y+z=0 ⇒ x=y=z 

が成り立ち、 f:X3→lF; を

n 

f(x,y,z) = TI ((ふー2yげ z;)P-1-1) 
i=l 

で定めると対角条件がみたされるからだ。このXには方程式x-2y+z=0の非自明な解はな
い。ただしここで「自明な解」とは一点に縮退しているもの (x= y = z)のことである。

スライスランク法を別の（連立）方程式に適用しようとするとき、上記の意味の自明解の
条件が一般には強すぎることが問題となる。例えば、任意のx,y,z,wEXに対して

x+y-z-w=O ====} x=y=z=w (6) 

という条件を考えよう。もし a,bEX, aヂbとすると

a+b-a-b=O 

なので条件に反する。つまり (6)をみたすなら IXI:S 1となってしまう。
そこでXがx+y-z-w= 0の「非自明解」を含まないとき、閣を評価するという問題

が意昧を持つには、「自明な解」の解釈を拡げる必要がある。代表的な二つの選択肢として、

x,y,z,w EXならば

x+y-z-w = 0 ====} {x,y} = {z, w} 

あるいは

x+y-z-w=O ====} #{x,y,z,w} <4 

が考えられる。前者のXはweakSidon set, 後者はSidonsetとよばれる。 Xe[n]の場合には、
Ruzsa[21]によって詳しく調べられており、前者でも後者でも間の最大サイズは 0(yn)で
ある。彼の議論はXc lF; の場合にも翻訳できて、同様の結果が得られる（スライスランク

法は用いない）。最近、 Sauermannは自明解の範囲を拡げる設定でスライスランク法を適用す
ることに成功した。これについては次節で述べる。

5. スライスランク法の拡張

5.1. Sauermannの結果.X clF'nが任意のx1ぶ2,・・・,XpEXに対してp 

x1 + x2 +・ ・ ・+ Xp = 0 ⇒ Xl =X2 =・・・=Xp 

をみたせば、スライスランク法により関の非自明な上界を直ちに得られる。しかし条件を

x1+x2+・・・+xp=O ⇒ #{x1ぷ2,... ,xp}<p 
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と変更すると、このままではTaoの補題の対角条件にうまく当てはまらず、スライスランク
法を直接には適用できない。それにもかかわらず、 Sauermannは適切な前処理を施した後に
Taoの補題の 'multi-coloredversion'(例えば [14]のTheorem1.2参照）を適用することでス
ライスランク法を拡張し、次の結果を得た。

定理 4(Sauermann [23]). pを素数とし、 XclF; は方程式

x1+x2+・・・+xp=O 

のp個の相異なる根をもたないとする。このとき nに依存しない定数Cpが存在して

IXI < Cp(2凶）り

Mimura-Tokushige[15]ではSauermannのアイデアを連立方程式の非自明解をもたない集合
に拡張した。その手法は連立方程式で定義されるいろいろな構造に適用可能であるが、例え
ば次のことがわかる。

定理 5.pを素数とし、 AclF; が任意のx,y,z,u,v EAに対して

{x-y+z-u=O ⇒ #{x,y,z,u,v}<5 
x-2z+v=O 

をみたすとする。このとき、ある定数c<pが存在して IAI< (cp? が成り立つ。

一方、このようなAでサイズが最大ならば、定数c'>0に対して IAI> (c'p? をみたす。

5.2. ゼロサムの問題.Sauermannの研究の動機は次の定理の拡張にある。

定理 6(Erdos-Ginzburg-Ziv[lO]). 2n -1項からなる整数列 a1,a2,... ,a2n-lの中からうま<n 
個を取り出すと、その和a;1+a;2 +・・・十a;nはnの倍数である。

この定理は複数の証明が知られているが（例えば[l,26]参照）そのひとつは多項式の手法に
よるもので次の定理を利用する。

定理 7(Chevally-Warning). j = 1,2, ... ,nについて P1(x1,... ,xm)は係数を恥にもつ m変数、
次数r1の多項式で、 Lj=lり<mをみたす。このとき P1,... , 凡の共通零点の個数Nはpの倍

数である。特に、共通零点がひとつあれば、それ以外にもある。

Reiherは上の定理をうまく使って Erdos-Ginzburg-Zivの定理の 2次元版を得た。

定理 8(Reiher[19]). どんな 4n-3個の平面上の整数格子点に対しても、うま<n個を選ぶと
その平均が整数格子点である。

ここで s(lF;)を次の性質をみたす最小の sと定義する：

lF; の元からなるどんな s項列からもうま <p項を取り出してその和を 0にできる。

lF; はpropertyDをみたすという予想があり、もし予想が正しければ

s(lF;) :S (p-1)4n + p 

がスライスランク法からしたがう（例えば [16]を見よ）。しかしこのような付加的な仮定な
しに得られた（現状での）最良の結果は次のもので、これは定理4の帰結である。
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定理 9(Sauermann[23]). pを5以上の素数とするとき、 nに依存しない定数Cpが存在して

s(巧） < (p-1)ら(2凶叩+l.

6. ランダムサンプリング法

定理5は[13]のアイデアを用いても証明できる。ここで連立方程式

{x-y+z-u=O 

x-2z+v=O 

をみたす異なる 5点{x,y,z,u,v}からなる構造を W とよぶ。 AclFnがW を含まなければ、 IAIp 

が小さいことを背理法で示そう。その概略は次の通りである。まず次のことを確かめる。

•A がW を含まなければA 内の 3-AP の個数は少ない。（したがって A から少数の点を
削除して 3-APがないようにできる。）

• もし囚が大きければ（背理法の仮定）、 Aの部分集合Cで3-APを含まないがサイズ
の大きいものがある。

しかしこれは次の定理に矛盾する。

定理 10(Ellenberg-Gijswijt[9]). pを素数とし、 CClF; が3-APを含まないとする。このとき

ICI :SNが成り立つ。ただし

とする。

A:= mint―叫l+t+…+tp-1)
O<t<l 

単純な計算でA<p がわかる。例えば、 p=3 のとき A~2.76 である。つまり上の定理は
定理 lを一般の素数pに拡張したものである。

定理5の証明 (Sauermannによる）. X C lF; がW を含まないにもかかわらず

IAI 2 2(Ai炉）n

であると仮定し、矛盾をみちびく。
5-APはW の一種だから、 A内に 5-APはない。

公差dE lF; の3-APがdisjointに二つA内にあれば、例えば{x,y,z},{x',y',z'} (異なる 6点）

とすると、 {x,x',y,y',z}はW となり矛盾。したがってA内に公差dの3-APは高々2個しかな
く、 2個あるのは4-APのときに限られる。

公差 d の 3-AP と公差—d の 3-AP は同一視できるから、 A 内の 3-AP の可能な公差 d ヂ 0 は
高々青1く炉種類である。各dに対して、対応する A内の 3-APは高々2個しかないから、

1 
#(A内の 3-AP)< -pn・2 = pn. 

2 
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Aの各点を確率q:=(△ 3 
p) で一様ランダムに選び、 Aのrandomsubset Bをつくる。 X=IBI

とおくと、
A j 

lE[X] = qlAI~ し） -2(A~ い）n=2An 

ここで Y=#(B内の 3-AP)とおくと、

lE[Y] = #(A内の 3-AP)xが<p四が =An.

したがって JE[X-Y]>Nである。つまり A¥Bに対応する Aの部分集合Cが存在して、

3-APを含まないが ICI>Nである。これは定理 10に矛盾する。
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