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On an integer matrix for a恥itegroup 
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Department of Mathematical Sciences, 

Kumamoto University 

1 Introduction 

有限群Gの共役類を C1= {l},C2,・・・,Cs, 既約指標を Irr(G)= {x1 =la,・・・, し｝と
する。 XjE Cjとする。 X=(x心ぅ））を指標表の行列とし，既約指標の次数を並べた対
角行列を D= diag(x1(l), ・ ・ ・, Xs(l))とする。また， C= diag(IC'. 叫x1)I,・・・,IC瓜Xs)I) 
とする。指標の第 1直交関係は

xc-1 tX = Is 

である。また，指標の第 2直交関係より

tXX=C 

である。

払 =tXD吠

とおく。 Mnの(i,j)成分を叫(i,j)と書くことにすると

叫 (i,j)= L x(x;1)x(ltx(xi) 
xEirr(G) 

である。特に， n=Oのときには

n~(i,j)~ ぶx(x,')x(x1)~{~仰 (x,)I

となるので， M。=Cである。
Example 1.1. G =品のとき，

x~G~1 iJ 

if i = j 
otherwise 
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なので，
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である。特に，
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である。

Example 1.2. G =んのとき，

ロ

X=  

1

3

3

4

5

 

1

1

 

ー

I

I
 

0
 1
 
ー

1

0

0

ー
＿

なので， 同様に計算してみると

M1= 

4
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となる。 口

Remark 1.3. det(M; 砂＝
s 

II x(lt II仰 (xj)Iである。
xEirr(G) j=l 

gを1の原始⑰乗根とする。 aE Gal(Q(~)/Q) と XE Irr(G)に対してx"E Irr(G) 
であるから， mn(i,j)はぴで不変になる。したがって次が成り立つ。

Proposition 1.4. n E Zとする。

亡l

(1)叫 (i,j)E Q 

(2) Mnは対称行列である。

(3) n :::::-0のとき， Mnは整数行列である。

n :::::-0のときの Mnが表題の整数行列である。このように簡単に作ることができる
行列の性質や行列を用いてわかることなどについて述べる。
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2 Elementary properties of Mn 

まずは簡単にわかる性質について述べる。

Lemma 2.1. v = t (ニエI.. . IC~~ い）， n=t(l・・・ 1)とするとき， Mv= IGln 

が成り立つ。

次に M;;1= (£i,j)すると

1 
ei,j = L x(x;-1)x(I)―nx(xj) 
IC瓜ふ）II仰 (xj)I

xEirr(G) 

IC瓜xi)IIGI
L L x(l)l-nx(x;-1吋）

C瓜巧）zECa匂）¥GxEirr(G) 

ー

となる。ここで，最後の等式を示すには [3,p.45, (3.12) lを用いればよい。これを用い
て次のことがわかる。

Lemma 2.2. n ::::; 1ならば, IGドMごは幣数行列である。

払の s= I Irr(G)I個の単因子を t1,・ ・ ・, ts (し Iti十1(i=l,·••s-1)) とすると，
IGり炉の単因子は IGl2/ts, ...'IGl2 /t1となるので，次のことがわかる。

Theorem 2.3. M1の単因子のうち最大のものを tsとすると， tsはIGl2の約数である。

M1のs= I Irr(G)I個の単因子をti,・・・,ts(ti lti+l (i=l,··•S-1)) とする。見の

行列式は IlxEirr(G)x(l) n;=l IC瓜X川なので

(1) t1・・・ts= II x(l) II仰 (xj)I
xEirr(G) j=l 

また， Theorem2.3より

(2) ti I 1c12 

である。 M1の単因子は指標の次数，元の中心化群に関係した「良い」性質を持った数
たちになっているはずである。どのような数が現れるのか，またそれらの数に群論的

にどのような意味があるかなど，もっと調べる価値があると思われる。

3 Brauer-Wielandtの定理の拡張

Gの部分集合Sに対して，群環CGの元区sESSをSと書くことにする。共役類C1,・・・,Cs
に対して，百，・・・，豆は群環 CGの中心 Z(CG)の基底をなす。ここでいう Brauer-
Wielandtの定理およびHaradaによるその拡張とは次の定理である。
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Theorem 3.1 ([1, 2]). a= X1・ ・ ・X8とするとき，

附(rr;履t'l)aa
が成り立つ。

基底｛厄，・・・，豆｝に関する Mnの線形写像

fn: Z(CG) → Z(CG) 
U) U) 

四~,a, 汀 e-->(百... 互） Mn CJ 
を考える。すなわち，

(f厄） "・fn(互））＝（百．．．豆）Mn 

である。特に

s 

f怠） ~L(L x(x,')x(itx(x,)) 汀 ~1a1 区 x(lr-'x(x,)ce, 
i=l xEirr(G) xEirr(G) 

となる。ここで仮＝
x(l) s 

IGI 
LX(x-;;1)四はZ(CG)の原始べき等元である。
k=l 

Example 3.2. G =品とする。百=(1), 巧=(1,2) + (1,3) + (2,3), G; = (1,2,3) + 
(1, 3, 2)とすると，

“互） =10百ー2百， Ji(Oz) = 2Cz, Ji (百）＝ー2互 +4ば

となる。

Theorem 3.1はfnを用いて次のように拡張できる。

Theorem 3.3. n E Z, a = x1・ ・ ・X8とするとき，
s 

IT !n(c;) = IGls G'a 
j=l 

IG'I 

が成り立つ。

Remark 3.4. n = 0のときには

Jo(ぢ)=ICa切）1百
となるので，

W。（ぢ）＝＂仰 (xj)I応=rr1c凸）＂ぢ
J=l J=l J=l J=l 

となる。 Theorem3.3より， Theorem3.1が得られる。

仁l

仁l
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4 二次形式

Mnが対称行列なので， Mnを用いて二次形式を考えることができる。ここではその「特
殊値」を考える。

Theorem 4.1. n E Zに対して

Ci 

（百... 四）M. し） ~IGI''亙~, x(l)"-'e, 
Gが奇数位数の群のときにはx=xとなる XEIrr(G)はX= laに限るので，次の
ことがわかる。

Corollary 4.2. n E Zとする。次は同値。

(1) Gは奇数位数である。

互
(2) (百・・・ 江）M,. し） ~IGIG
群が奇数位数であると M叶こ対してこのような不思議な性質があることがわかった。
このように Mnを用いてもっと色々な面白い性質が導かれるのではないかと期待して
いる。
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