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1 Introduction and Definition 

2006年に論文 [3]にて GlaubermanがCentrallylarge subroups (CL-部分

群）というものを p—群に導入した。

Definition 1.1 ([3], p. 482 and [2], p. 262). Sをp群とする。

J1(S) = max{IQIICs(Q)IIQ~S}, 

克 (S) = { Q心 IIQIICs(Q)I = fi(S)}, 

JCS) = max{IQIIZ(Q)I IQ~S}, 

ff(S) = { Q~S I IQIIZ(Q)I = f(S)}. 

とそれぞれ定義し、 ff(S)に属する部分群を Sのcentrallylarge subgroup 

(CL-subgroup)、さらに包含関係に関して極小なff(S)の元をSのminimal

CL-subgroupという。

この定義は有限p群にだけではなく、一般の有限群Gにもfi(G),J名(G),

f(G), ff(G)と定義できる。以下、 CL-subgroupsを一般の有限群に定義し、

Glaubermanが[3]で示したいくつかの結果が一般の有限群でも証明出来

ることを解説する。また本稿では特に断りがない限り pを任意の素数、 S

を有限 p—群、そして G を一般の有限群とする。
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2 Some basic results 

まず、 [3]で与えられている証明方法がそのまま一般の有限群の場合の

証明に適用できる結果をいくつか述べる。以下はff1(S)の性質で基本的

なものである。

Theorem2.1 (cf. [3], Theorem2.1). A,Bを尻(S)に属する部分群とする。

このとき以下が成り立つ。

(a) AB= BAE完 (S),AnB E名 (S),

(b) Cs(AnB) = Cs(A)Cs(B). 

Theorem 2.2 (cf. [3], Proposition 2.3.). Qをff1(S)に属する部分群とする

と以下が成り立つ。

(a) Cs(Cs(Q)) = Q, 

(b) Cs(Q) E名 (S).

Theorem2.1から名(S)はlatticeになっていることが分かる。

Corollary 2.3 (cf. [3], Collorary 2.2.). 免 (S)は包含関係に関して唯一最大

元と最小元を持っている。

以下の定理はff1(S)とff(S)に関して重要な結果である。

Theorem 2.4 ([3], Proposition 2.4.). Qを完(S)に属する部分群とする。

このとき以下が成り立つ。

(a) fi(S) = f(S), 

(b) ff(S)~ 冗(S),

(c) Q が ff(S) に属することと Cs(Q)~Q が成り立つことは同値である。

Theorem 2.5 (cf. [3], Corollary2.6.). Qをff(S)に属する部分群とすると

Z(Q) = Cs(Q)が成り立つ。

[3]と同じ証明方法を用いると Theorem2.1, Theorem 2.2, Corollary 2.3, 

Theorem 2.4, Theorem 2.5はそれぞれ一般の有限群においても同じ結果が

得られる。

次に、 Zuccari,Russo, Scoppolaが証明した ff1(G)の最大元と最小元に

関する結果を述べる。
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Theorem 2.6 ([6], Lemma2.l). 以下が成り立つ。

(a) Roを§1(S)の最大元とする。このとき Cs(Ro) = Z(Ro)であり、 Cs(Ro)
は§1(S)の最小元となる。

(b) Qoを完(S)の最小元とする。このとき Cs(Qo)は§1(S)の最大元と

なる。

この定理も [6]で使われている証明法をそのまま適用することにより一

般の有限群の場合も成り立つことが保証される。

3 Subnormality of the subgroups in克 (G)

この章では以下の定理が一般の有限群で成り立つことを示すアウトラ

インを解説する。

Theorem3.1 ([3], Lemma2.9.). Z(S)を真に含むようなSの正規アーベル

部分群Aを任意にとると IAIICs(A)I< ISIIZ(S)Iを満たしているとき、 Gの

CL-subgroupはG自身のみになる。

この定理の証明には「極大部分群は全て正規部分群になる」という p—群

（べき零群）の性質が使われているので[3]の証明方法をそのまま一般の有

限群の場合で適用することは出来ない。そこで§1(G)に属する部分群はG

のsubnormalsubgroupであることをまず示し、それを使ってTheorem3.1

を一般の有限群の場合で証明する。

名 (G)に属する部分群がsubnormalであることは[1]でBrewsterとWilcox

が既に証明しているが以下の補題を用いればその証明を遥かに短く簡単

にすることが出来る。

Lemma3.2 ([5], Theorem2.8.). HをGの部分群とする。 HH戸 HXHが任

意のxEGで成り立っているとき、 HはGのsubnormalsubgroupである。

Lemma 3.3. Q E名 (G)とすると QはGのsubnormalsubgroupである。特

にQが真部分群であるとき、 Qを含むGの真正規部分群が取れる。

Proof xをGの任意の元とする。このとき QXE§1(G)であるのでThe-

orem2.1より QQX= QXQが成り立つ。よって Lemma3.2より QはGの
subnormal subgroupである。 ロ
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Corollary 3.4. Qを尻(G)に属する真部分群とする。このとき〈QG〉も G

の真部分群である。

また [3]のLemma2.9の証明を用いると以下が成り立つ。

Lemma 3.5. T を proper な G の CL-subgroup とする。このとき Z(G)~

Z(〈TG〉)である。

以上で述べたLemma3.5を使うと Theorem3.1が一般の有限群の場合で

証明出来る。

またTheorem3.1は逆も示すことが出来、そのためには以下の定理が必

要になる。

Theorem3.6. §(G) = { Ca(A) I A E ff1(G): abelian}. 

Proof QをGのCL-subgroupとする。このときTheorem2.2より Q=Ca(C瓜Q))

と仰(Q)E尻 (G)が成り立つ。また Theorem2.5より Z(Q)= Ca(Q)が成

り立つのでQ= Cs(Z(Q))となる。

逆にAをff1(G)に属するアーベル部分群とすると、 Theorem2.2より

仰 (A)E乞 (G)である。またTheorem2.2より

C瓜仰(A))=A~ 仰 (A).

Theorem 2.4 (c)を再度使うことにより Ca(A)E§(G)が得られる。 ロ

以上で得られた結果を使うと Theorem3.1を更に一般化した定理が手に

入る。

Theorem 3. 7. 以下は同値である。

(1) GのCL-subgroupはGのみである。

(2) Z(S)を真に含むような Sの正規アーベル部分群Aを任意にとると

IAIICs(A)I < ISIIZ(S)Iを満たしている。

Theorem 3.8. 以下は同値である。

(1) GE§(G), 

(2) Z(S)を真に含むような Sの正規アーベル部分群Aを任意にとると

IAIICs(A)I~ISIIZ(S)I を満たしている。
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