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1 序

On V-internal intertwining operators 

安部利之（愛媛大学） 1

頂点作用素代数の表現論において，既約加群の分類と既約加群の間の fusion則

を決定することは基本的な課題であるその結果として，既約加群の同型類が

有限個になることと既約加群の圏が完全可約になることがあり，そのような頂

点作用素代数は C2―余有限性と有理性と呼ばれる二つの性質を併せ持つことが

多いこれらの性質は，当初同値なものと考えられていたが，近年では C2―余有
限性が加群の圏の性質を比較的に良いものにしており，その圏が半単純になる

という性質が有理性に対応するものととらえられることもある実際， C2ー余有

限性を持ち非有理的な頂点作用素代数が存在するが，逆に有理的であるがC2―
余有限性を持たない頂点作用素代数は現在まで見つかっていない．

頂点作用素代数から，新しい頂点作用素代数を構成する代表的な方法とし

て，オービフォールド模型を構成する方法とコミュタントを構成する方法の 2

種類があるオービフォールド模型は頂点作用素代数 Vの有限自己同型群 G
の固定点を取って得られる部分頂点作用素代数 vaであり，コミュタントは頂

点作用素代数 Vの部分頂点作用素代数 Uに対し，その作用が Uの作用と可換

になる極大部分頂点作用素代数ぴをとって得られるものである．そして，予

想として， Vやその部分頂点作用素代数 Uが C2ー余有限性や有理性をもてば，

砂やぴもその性質をもつというものがあるこの予想に関して， Gが有限

可解群のとき， vaのC2一余有限性が宮本氏 ([[7])によって証明されており，ま

た，有限群 G に対し， vaが C2―余有限ならば有理的であることが Carnahan
氏と宮本氏によって解決されている ([1],cf. [6]). コミュタントについては，ま

だ一般論的な予想の解決はされていないが，本研究成果は，コミュタントの場

合に C2―余有限性に関しての予想の解決に向けた研究の過程で得られた成果の

一つである

応余有限性は Vが内包する性質であり， Vの a(-2)b,a, b EVで張られる

部分空間が V において有限余次元を持つという性質である．宮本氏はその研

究において， Vが C2―余有限性をもつ単純頂点作用素代数の場合，その部分頂点

作用素代数 W で Vが有限個の既約 Wー加群に分解するようなものについて，

W の応余有限性は Vに現れる一つの既約 W加群 M とその制限双対の C2―
余有限から導かれることを示したそして， M の C2ー余有限性は， Vの頂点作

用素から得られる Vに現れる既約加群達の間の intertwiningoperatorについ

て調べることで，それを証明するための情報が得られると考えた．この考えは，

[7]の根底で用いられているものであり， Gが巡回群の場合 vaの C2ー余有限性

の証明に成功している今回はこの， Vの頂点作用素から得られる intertwining
operatorを V-internalintertwining operatorと呼び，その定義やいくつかの性

1本研究は科研費基盤研究 (C)19K03403の助成を受けたものである．
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質を紹介する特に W がオービフォールド模型と有理的 C2―余有限な部分頂

点作用素代数 Uのコミュタントびの場合を統一的に扱いながら述べる．

本研究成果は ChingHung Lam氏，宮本雅彦氏との共同研究に基づくもの

である．また講演の機会を与えて頂いた研究代表の野崎寛氏にはこの場を借り

て感謝いたします．

2 コミュタントとオービフォールド模型

頂点作用素代数は (V,Y, 1,wv)の四つ組で定義される可算無限個の積を持つ代

数系である.vはC上の（無限次元）ベクトル空間で， Y は

Y(a, x) = L a(n)X―n-l E End (V)[[x, x―1 ll 
nEZ 

で得られる V から End(V)[[x, x―1 ]]への線形写像で頂点作用素写像と呼ばれ

る．整数 nEZに対し， a(n)は V に積 a(n)b:= a(n)(b)を定める．実際には，

Y(a, x)は場条件という物を満たしていて， a(n)b= 0, n≫0を満たしていると

仮定するその仮定の下で，可算無限個の積・(n)・は， Borcherds恒等式

t, (n(a(p十i)b)(q+r-i)C

＝言(~)(一1)i (a(p-i) b(q+r+i) C -b(p+r-i氾(q+i)c)'

a,b,c EV, p,q,r E Zを満たしていると仮定する．

(2.1) 

1は真空元と呼ばれており， Y(l,x) = idvを満たしている．訊は Virasoro

元と呼ばれており， LV= WV と定めたとき，中心電荷 CyのVirasoro代数n (n+l) 
の交換関係が成立する：

[LにL;;']= (m -n)Lにn+
m3-m 

12 
cvc5m+n,oidv, m,nEZ. 

更に Y(L図a,x)=羞Y(a,x)が成り立ち， V は Lぷのウェイトと呼ばれる非

負整数固有値 nの有限次元固有空間％の直和に分解している

頂点作用素代数は部分空間〈a(-2)bla,b EV〉が Vにおいて有限余次元であ

るとき C2ー余有限性をもつと呼ぶ

頂点作用素代数の弱加群 (M,Y)は Y:V→Endc(M)[[x, x―1 ]], a→ 
Y(a,x) = LnE臼 (n)X―n-lが与えられ，場条件 a(n)U= 0, n≫0と a,bEV, 

cE M のとき Borcherds恒等式 (2.1)が成り立つようなベクトル空間 M のこ

とである頂点作用素代数の加群は L~=w贔+1) と定めることにより中心電荷
cvの Virasoro代数の加群となるしかし一般には Lぷは半単純ではなく， M

上閣が半単純でその固有空間が有限次元となるとき， M は V—加群と呼ばれ
る一方弱加群 M は非負整数 Z:::o:。の次数付け M=割篇M(d)が与えられ，
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aE怜と uE M(d), n E Zに対し， a(n)UE M(k + d -n -1)が成り立つと

き，許容加群と呼ばれる任意の許容加群が既約許容加群の直和に分解される

とき， V は有理的であるという.vが C2―余有限性をもつとき，任意の弱加群

は許容加群となり，従って有理的であれば，任意の弱加群は既約 V—加群の直和
になる．

任意のに加群に対し，その双対空間 M*には，

〈Y(a,x)f,u〉=〈f,Y(exL打ーx-2)Loa,x―l)u〉

によって， Vの作用，つまり頂点作用素 Y(a,x),a EVが定義できるしかし，

場条件が成立しないので， V-加群にはならない.Mは闊の固有空間に分解

しているが， L炉固有空間の双対空間の直和 M'を制限双対と呼ぶ制限双対

の元上では Vの作用は場条件を満たすので，制限双対 M'はに加群となる．

3つの弱に加群 M1,M叫M3に対し，線形写像

Y:M1→ Homc(M2, Mり{x}, u→ Y(u,x) =ど叫）X―n-1

nEIC 

は，場条件；任意の入 E(C, U(入+n)V= 0, Re(n)≫0及びBorchreds恒等式

文(n(a(p+i) U) (q+r-i) V 
i=O 

00 

=~ じ）（一1)i(a(p-i)叫q+r+i)V -U(p+r-i氾(q+i)v)'

a EV, u E M1, v E M2, p,q E Z, r E <Cを満たし，更に

d 
Y(Lど1u,x) = -Y(u, x) 

dx 

(2.2) 

を満たすとき， (M尺12)型の intertwiningoperatorと呼ぶ (M尺い）型の

intertwining operator全体のなすベクトル空間を lv(M胄い）と表し，その次元

をfusion則と呼ぶ次は共形場理論における，共形ブロックに相当するもの

を与える補題である

補題 2.1.M1, M2, M3をい加群とする．このとき，任意の YEIv(M尺い）
と， u1E M1, u2 EM汽u3E (M呼に対し，

〈u叫x―LりY(xL6u1, x)x―Lぷuり

は xに依存しないスカラーである．

この補題により， 単射線形写像仇： lv(M尺い）→ (M1 Q9 M2 Q9 (Mり')*
が

のv(め(u10u2⑳ 砂）：＝〈u3,x―Lり玖x瑶兄x)x―L幻砂
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によって得られる．

頂点作用素代数 V に対し，その部分空間 U は V の n—積・ (n)' で閉じてお
り， 1EUで，あるベクトル WUが存在し， (U,Y, 1,wりが頂点作用素代数とな
るとき，部分頂点作用素代数と呼ぶ.WU= WVを満たすとき， Uは充満である

という．部分頂点作用素代数 Uに対し，

ぴ={v E Vlu(i)v = 0, i E Z2o} 

は Wuc=WV-WUとおくことで，部分頂点作用素代数となることが知られて

いる ([3]).この部分頂点作用素代数ぴを Uの Vにおけるコミュタントと

よぶ．

部分頂点作用素代数 Uが C2ー余有限性をもち，有理的な場合， V はじ加群

として完全可約となるので，｛に｝託△ を V に現れるすべての非同値な既約 U-

加群の集合とすれば

V=国如 RWi

と表されることがわかるここで

W'= Homu(U', V) 

(2.3) 

である今 OE△ とし u0= u とすると， W := w0 = Homu(U, V)~ ぴと

なることがわかる．実際 JEWはf(l)Eぴと同一視できる．従って， U@Uc

は Vの部分頂点作用素代数で WV=Wu +wWとなるため，充満であることも

わかる更に， (Y(f1,x)fり(u)= Y(f1(1),x)ド(u)'j1E w'j2 E wi'u E ui 
により，町は W 加群としての構造をもつこともわかる．このように V は

U®W を充満部分頂点作用素代数としてもち， U®W—加群として， (2.3) の形
に分解される．

ここで注意することはびは既約であるが wiは既約となるかどうかは今

のところ未解決であるということと，び達は非同値であるが， wi達は非同値

とは限らないことである既約性に関してはおそらく成り立つと思われるが，

非同値性に関しては反例が知られている．

頂点作用素代数 V に対し， gE GL(V)が g(a(n)b)= g(a)(n)g(b), g(訊）＝

w v, a, b E V, n E Zを満たすとき， Vの自己同型と呼び，全自己同型のなす群

をAut(V)と表す．有限自己同型群 Gc Aut (V)に対し， v0= {v E Vlg(v) = 

v, g E G}を Vの Gによるオービフォールド模型とよぶ vaは充満部分頂点

作用素代数となり， Vは VAの加群となる．

v←加群として Vは次の様に分解する．まず Irr(G)を Gの複素既約指標

全体の集合とし， Mxを既約指標 xをもつ CCG-加群とするこのとき，

Vx = Homca(Mx, V) 

と定めると，

V=  L VxRMx. (2.4) 
xEirr (G) 
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更に，只は (Y(a,x)f)(u)= Y(a,x)f(u), a E V0, f E Vx, u E Mxにより，自
然に vc_加群の構造をもつ．このとき次の定理が基本的である．

定理 2.2.([2]) Vを頂点作用素代数， Gをその有限自己同型群とし，分解 (2.4)
を考えるこのとき，任意の XEIrr (G)に対し， V #0で， v←加群として既

約である．更に X,μE Irr(G)が非同値であれば Vx竿兄である．

今， Irr(G) = {xiii E△}とおき， OE△とし x。を自明指標とするこの設

定の元で，ぴ =M知， Wi= VXiとおけば， Vは (2.3)の形に分解することがわ

かる

V が Vo= Cl (この性質をもつとき CFT—型であるという）を満たし，
L『Vi= 0を仮定する． このとき， a(k+l-1)b=〈a,b〉1,a E Vi, b E Viによ
り，内積〈・,.〉が得られる．この内積は

〈Y(a,x)b, c〉=〈b,Y(exLY (-x―2l?{ a, x―1)c〉, a, b, c EV  

を満たす．この性質を保つ内積を不変内積とよぶ Vが単純であれば，この内

積は非退化となる非退化な不変内積をもつことは V とその制限双対が同型

であることと同値であり，このとき Vは自己双対であるという分解 (2.3)に

関し， iE△ に対し，あるい：△ が存在し，

〈U冨 wi,u鸞 Wり=0, if i #] 

で， (U冨 Wりx(U渇 wり上非退化となることがわかるまたこのことより

（び）I~ 訊 (WりI~ 面がわかる．

3 V-intertwining operators 

V-intertwining operator を定義するその設定として， V は自己双対， CFT—型
の単純頂点作用素代数で，部分頂点作用素代数の加群としてまたはオービフォー

ルド模型の加群として Vは(2.3)の形に分解される状況を考えているここ

で OE△であり，コミュタントの場合は U0=Uが C2ー余有限性を持つ有理的

部分頂点作用素代数であり，オービオフォールドの場合は，考えている有限自

己同型群 Gに対し， U=U0はGの自明加群 Cである説明を統一するため

に，オービフォールドの場合 u= <Cは凶1=0の頂点（作用素）代数とみなし，

L~= 0, n E Zと考える．

定義 3.1.自己双対， CFT—型の単純頂点作用素代数 V が分解 (2.3) をもつとす
る．このとき， i,j,k E△ と， u1E Ui, u2 E Ui, u3 E (Uり＇に対し，

〈w叫勾い(w1,x)w2〉=〈u3Rw叫x―LifY(x叫 1Rw1,x)x叫 2Rwり

訓 EWi, w2 E Wj, w3 E Wkによって，右，u2 を定める．ベクトル空間

叫wりい）＝〈ぢ，u2国 EUi, u2 E uj, Uk E Uりc
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を考え，この空間の元を (Wk)型の v・ ．． 
WiWj -internal 1ntertw1nmg operatorと

呼ぶ

直接計算によって，任意の u1E Ui, u2 E U八Uk E 戸に対し，エ訊研€

Iw(w~ ふ）であることが確認できる従って， Iふ(J叫ふ） C Iw(Jりふ）となる
ことがわかる

同様に， Uに関しても (Uk)型の v・
, U'Uj -mternal intertwmmg operatorとそ

れらのなすベクトル空間 I心（仇~J が定義できる定義より， V の頂点作用素
Y を経由して得られる intertwiningoperatorなので V-internal intertwining 

operatorと読んでいる

4 The space of V-internal intertwining opera-

tors 

ここでも Vは (2.3)の形に分解されおり， V-internalintertwining operatorを

考えるまずオービフォールドの場合について考えて見ようこの場合 uo= (C 
で W=W0=砂であった.i,j, k E△ とする任意の記 EWi, w2 E WJ, 
w3 E W"', u1 E Ui, u2 E Uj, u3 EU"'に対し，

〈u3ご，w2(u1,x)的＝〈u3Rw叫x―L釈Y(xL応企 Rw汽x)xL応u2Rwり

であるここで砂＝訊に注意すると，補題 2.1より，〈応，I;:::,w2(u1, x)uりが

スカラーであることがわかる．従って， f(かR研） = I;:::,w2 (u1, x)研は実際に

はxに依存せず， Homc(UiRUj,Uりの元 fを与えることがわかる．更に， G
の元は WVを固定するので，

g(j(u1 Q9 Uり） = J(g(uりRg(uり）， u1E Ui, u2 E UJ, g E G 

が成り立つことがわかるこのことより， fE Homca(U噂 uj,uりである特

に， I心(u見）から Homca(U冷 uj,uりへ単射線形写像が得られ，実際に，単
純頂点作用素代数の非退化性 ([5])を用いて，次の命題が得られる

命題 4.1.Vは V久加群として分解 (2.4)を持つとする任意の i,j,k E△ に

対し， 1i(凡:x11t)= Homca(Mふ RMxJ,MXk)が成り立つ．

この命題のように，オービフォールドの場合はある意味自然に V-internal

intertwining operatorが現れていて，その空間の有限次元性も得られているた

だこの場合は部分頂点作用素代数 vaの視点から見ると， U-加群というより，

U(=C)を含む代数で vaの作用と可換となる代数 CGの加群として V を考

えており， CGは砂の作用から自然に得られるという訳ではない点で，コミュ

タントの場合より恣意的なものに見える（強引に U=Cのコミュタントを考

えると Vであり，意味がないことがわかる）．別の補足として，部分頂点作用素
代数 W があるオービフォールド模型 VAを含むことを仮定すると，量子ガロ
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ア対応 ([2],[4])により， W=戸となる部分群 HcGがとれるので， W に
関してオービフォールド模型の場合の議論が走ることがわかる

コミュタントの場合についても考えて見る.u = u0が有理的で， C2―余有
限性をもつ場合既約じ加群達の間の fusion則は有限になることが知られて

いる．従って，任意の i,j,k E△ に対し， Iu(r_j勾）は有限次元であり，従って

その部分空間 I[(u悶）も有限次元となることがわかるよって， Uに関する

V-internal intertwining operatorsの空間の次元は有限となる．

一方で，オービフォールドの場合もコミュタントの場合も W については，

今のところその C2―余有限性や有理性は未解決問題であり，その既約加群の分

類や fusion則の有限性についてはまだ完全に解決しているわけではない．本

報告の主結果は， W に閲する V-internalintertwining operatorのなす空間は

Uに関する V-intertnalintertwining operatorのなす空間と同型であるという

主張であり，特にその有限次元性が導かれる．

定理 4.2.Vを自己双対， CFT型の単純頂点作用素代数とし， Gを有限自己同

型群， U を V の C2―余有限性をもち有理的な部分頂点作用素代数とする.G
によるオービフォールド模型または Uによるコミュタントそれぞれについて，

分解 (2.3)を考えたとき，任意の i,j,k E△ に対し，

叫~;1)~Iエ（二）
が成り立つ．

ここで左辺は有限次元であることに注意する任意の i,j,k E△ に対し，

｛釣aE閃｝を I心(u幻）の基底とすると，がは有限集合である．定理の証明iJ 

には次の命題を示せばよい．

命題 4.3.I心（仇し）の基底 {IalaEBら｝に対し， I晶(~門い）の基底 {.:JalaE 

尻｝が存在し，

〈u3R悦，Y(u1R計，x)u2Rv2〉=〈u3R州， Lra国，x)u2恥 7叫，x)凸
aEBfj 

u1 E Ui, 伍 EU八u3E Uk, w1 E Wi, w2 E W1, w3 E wkが成り立つ．

以下，エa, a E Bk に対しiJ 'Ja, a E Bk. 
iJ 

の構成方法を解説する任意

の創 EWi, w2 E WJ, w3 E Wkに対し， 1ご，w2E J心(u幻）は，スカラー

入a(w1,w2い） E <C, a E BfJが一意的に存在し，

勾:,w2国，x厨 =L心(w1,w2, w3匹 (u1,x)u2

aEBfi 

と表される定義より，入aE (Wi X WJ X叩）＊であるこのとき， Ja,a E BfJ 

を， L侶固有ベクトル w1E WJi, w2 E wj2, w3 E wJ3 (diはL侶ウェイト）に

対し，
〈w叫び¥w1,x)wり=x―d1-d叶 d3心(w1,w叫記）
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によって定め， WixWJ上に線形に拡張するこのとき':laE Iu(wk であWiWj) 
ることがわかるが，構成方法より， L侶固有ベクトル w1,w叫w3に対し，

〈u3Rv尺と叫1,x)u2恥冗v1,x)vり
aEBt 

＝区〈研，1心，x)uり〈w3,Ja(w1, x)wり

aEBむ

= L X―d1-d2十八(w1,w2,wり〈研，エa(か，x)的
aEBむ

=x―d1-d叶 d3〈u3ご，W討，x)的

=X―d1-d2+d3〈u3Rw叫x―LぽY(xL応u1Rw1,x)xLぽu2Rwり
=〈u3⑳ w尺Y(u1Rw1,x)u2Rwり

が得られるこの式は一般の研， W叫記に対しても成立する更に，この式か

らは，

区 仇（か(u1Ru2R研）〈w3,Ja(w1, x)wり

aEBむ

=L〈砂x―Lf{Ia(x心，x)xLff〇〈w叫Ja(w1,x)wり
aEBむ

=〈u3Rw尺x―LffY(x心 1Rw1,x)xLff u2Rwり

=〈W尺ぢ，u2(w1,x)wり

が得られる．ここで｛如(Ia)}aEBtは (UiRUJRぴ）＊において一次独立な

ので，

炉= L叫,bRu;'bRu:,bE u冷 UJRUk, b E Bt 

t 

が存在して，¢(エり（砂）＝心，bが成り立つ．したがって，

〈w3,Ja(w1, x)wり＝江〈W立:r:,u;•a (W1, X)wり

が得られる特に，びが W に関する V-internalintertwining operatorである

ことがわかる．｛び}aEBfjが実際に基底になることについては， {Ja}aEBkから

” 出発して， I心(u悶）の一次独立な集合が作られることから示されるが，議論の
詳細は省略する

定理 4.2より，任意の X,μ, v E Irr (G)に対し，

叫 Vv)竺 Homicc(M虚 Mμ,M,』
Vx怜

が成り立つこともわかる
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5 今後の展望

今回は V-internalintertwining operatorの導入とその空間の対応について解説

したが，結合法則についても成立することがわかっているつまり V-internal

intertwining operatorを用いて， fusion積 Ui図似い (V-internalfusion product) 
を構成しすることで

(U図 uい）図ijUk竺び図u(U1図りぴ），

(W図 w叩）隣 Wk竺 W噂 w(W惰娼 Wり，

(i,j,kE△)が成り立つことがわかるただその構成は，具体的であり，テンソ

ル積の持つ普遍性を用いた抽象的な定義を用いていないその理由としては，

W加群として附達は一般に同値なもの現れるので，単に W —加群の圏での
普遍性を考えると望む fusion積が得られないからであるその間題の解消に

は， Wi が「V におけるびの相棒」としての情報も加味した W—加群の圏を
考える必要があると考えられるが，その議論も今後の課題の一つである．

また現在は V内での分解を見ているが， (twistedな） V-加群内でも同様の

定義は可能であると思われるこれは Vに関する intertwiningoperatorから

得られる Uや W に関する internalintertwining operatorと考えられるもの

であるが，こちらについてはその応用も含めさらに考察を深める必要がある
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