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1 序文

リーチ格子の軌道深洞

宮本雅彦

台湾中央研究院数学研究所

筑波大学

最近ランク（中心電荷）24の正則頂点作用素代数(VOA)の分類が、ムーンシャイン型と

呼ばれるウエイト 1の空間が無いものを除いて完成した。ただ、それら 71個は、個別毎

に既知のものから自己同型を使ったかなり複雑な軌道理論によって構成され、その一意

性も個別毎に示されているので、統一的な証明を求める声がある。最近、 Scheithauerと

Mollerが、 Ekerenとの共著で得た内部自己同型による軌道理論構成の次元公式を使って、

Schellekensのリストに載っているムーンシャイン型以外の正則VOAVから直接リーチ格

子VOAVAが構成できることを発表した。この軌道理論構成の逆（凡のある自己同型に

よる軌道理論構成になる）を辿れば、リーチ格子VOAからムーンシャイン型以外の24次

元正則VOAがすべて構成できることになる。この事実が、すべてのニイマイヤ格子（ラ

ンク 24の正定値ユニモジュラー格子）がリーチ格子のdeepholeを使って構成できること

に類似しているとして、彼らはこの構成を"GeneralizedDeep Holes"と呼んだ。 Deephole 

というのはもともと幾何学的な概念で、例えば、格子 Lのdeephole a E股Lとは、「L

との距離が最大となる股Lの点」という幾何的な意味で与えられる。面白いのは、距離

が特別な場合には単なる幾何学的な面だけでなく、代数的な側面も持つことである。例え

ば、リーチ格子Aの場合には、その距離（被覆半径）が丁度v'2(偶格子のルートの長
さ）なので、 deepholeを中心とみて、距離v'2のAの点を集めると、ランク 24のルー
ト系が構成できる。実際、リーチ格子の deepholesは同値類が23個あり、それぞれから

異なるニイマイヤ格子が構成できる。さらに、リーチ格子の場合には、 deephole &を単

なる点として理解するよりは、リーチ格子を拡大したLorentzian格子II2s,1= A 〶 II1,1 の

中のisotropic元p=(ふ1,〈";"〉)E 股(A 〶 II1,1) と理解した方が面白いことがわかる。する
と、求めるべきニイマイヤ格子Fは簡単にII2s,1np_j_ (法 Zpn II2s,1)で与えられる。この
構成により aはニイマイヤ格子Fのワイル元をコクスター数で割ったもの aに移り、 a
を使った同様の逆構成で、＆に戻る。

SheithauerとMollerが定義した generalizeddeep holeはリーチ格子頂点作用素代数の

自己同型であり、幾何的な意味を持たない。そこで、この講演では、幾何的な意味を考え

るために、まずホロモルフィック頂点頂点作用素代数 Vに対して、 deepholeに対応すべ

き恥Aの元＆を定義する。上で説明した逆構成と同じ流れで、 Lorentzian格子VAとV

のテンソル積Vrr,,,の中に、 isotropicVAをワイル元の変形aを使って定義し、軌道理論
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で構成される VOA(i.e. 今回は VA)を「V181 Vi,1における isotropicsub VAのcommutant

をisotropicVAを法として考えたもの」として理解し、＆の像として、 Aのorbifolddeep 

hole aを捉えようというわけである。即ち、ニイマイヤ格子の分類や構成をリーチ格子の
deep holesを使って行ったと同様の手順が、ランク 24のユニモジュラー正定値頂点作用

素代数の分類も応用できるのではないかと期待しているわけである。

見を与える内部自己同型として、 Lamが予想し、最近の研究で分かってきたことだ

が、リー代数いのワイルベクトルの適切なスカラー倍aによって与えられる内部自己同

型g= exp(2w✓ 二la(O))がある。ここで、 a(O)はウエイト 1の元 aE Viの次数を保つ作
用を表している。当然、 aを含むカルタン部分代数1iはその自己同型gで固定され、軌

道理論構成されたリーチ格子VOAVAのウエイト 1の空間 (VAh=恥Aに含まれる。

この原稿では、 69個の中心電荷24の正則VOAから罠Aの元（軌道深洞）＆を定義す

る方法を紹介する。この定義に従えば、ニイマイヤ格子VOAの場合には、通常の Deep

holesを与えている。

問題は、このaを艮Aの立場から記述しなければならない。また、その元が特定できた
場合、それからもとの頂点作用素代数の復元が次の間題である。結論だけ述べると、上記

のaを使った同様の方法だけでは、ニイマイヤ格子頂点作用素以外は Vのすべてが復元
出来るわけではない。ただ、もとの Vのウエイト 1の空間Mのリー代数構造はわかり、
復元できる部分と〖から生成される部分頂点作用素代数を合わせると全休が復元できる

と期待している。

2 準備

この原稿の大半は草津で行った講演の報告書から引用する。ただし、そこではルート系

よりは頂点作用素代数に出てくるコルートを中心に扱ってしまったいるので、この原稿で

は少し訂正が入っている。また、いくつかの記号や記述等の誤りも訂正した。

2.1 頂点作用素代数（略してVOA)豆知識

VOAとは次数付きベクトル空間

V=④ oo V m=O m 

で、いくつかの関係式を満たす無限個の線形演算(n-稜）： Xn: V⑭V→ V,(v,u)→V心 U
を持つものである。 VEVnのことを wt(v)= nと表す。演算の持つ性質として、
1)次数に関してはwt(vXn u) = wt(v) + wt(u) -n -lであり、
2)交換関係式[vxn,UXm]=~ こ。（り(vXk u) Xn+m-kを満たす。（局所可換と呼ぶ）
例えば、 0ー積は、上記の関係式から [vx0,ux0]w = (v x。u)X。wをみたしており、リー
代数の交換関係式に近い。

ここではCFTー型と呼ばれる標準的なVOAしか扱わない。 CFT型とは、 VOが1次元であ
り、"真空元”と呼ばれる特別な元 1で張られている。この場合、ウエイト 1の空間(Vi,Xo) 

はリー代数となっており、しかも、 v,uE Viに対して、％ぅ vx1 u = (v,u)lより、不変
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内積(v,u)も自然に定義される。以下、一般に添字が多くなるので、 VXnをv(n)と表記

し、その母関数Y(v,z) =区nEZv(n)z―n-1を「vの頂点作用素」と呼ぶ。 VEViとすると、
任意の wE Viに対して、 v(O)wE怜であり v(O)(u(m)w)= (v(O)u)(m)w + u(m)(v(O)w) 
なので、 exp(v(O))= 1 + v(O) +羞(v(0))2+…は Vの自己同型となる。これを「内部自
己同型」と呼ぶ。この対応により、自然にリー代数いのリー群から Vの自己同型群への

準同型が与えられる。

重要なVOAの例として、格子VOAがある。これは、正定値偶格子L=Za1 ④••もZar

に対して、まず最初に内積を持つ可換リー代数CL:=CRzLのアフィンVOAM(CL):= 

M(a1, …，年）を考える。これは、 deg(a;(-n)) = nとしたうえで、次数付きベクトル空

間としては無限個の変数を持つ多項式環 C[a;(-n)I i = 1, …，r,n E z+]と同型なもの

M(a1, …，年） = q叫ーn)li=l,…，r,n E z+]lである。この空間の上に、 C[a;(-n)Ii= 
1, …，r,n E Z]が交換閃係式 [a;(n),a1(m)] = nbn+m,o〈a;,°'J〉と真空への作用化(n)l= 0 

(n~0) の下で作用していることである。次に、それと格子 L の群環 C[L] =〶(3EL(Cef3

（正確には局所可換を得るために若干積を変形する）とのテンソル積

見＝釦ELM(a1,…, Dor) Q9 efl 

を基本ベクトル空間と考え、その中に頂点作用素代数の構造を入れたものである。群環

部分のウエイトは、 wt(ef3)=〈(3,(3〉で与えられている。重要な元として、ウエイト 1の元

叫ー1)1E (M(aい・凸）hが含まれている。記号を乱用して、この元も mで表す。利用
する性質は、 ai(O)はM(aい…，伍）に零として作用し、年(O)ef3=〈ai,(3〉ef3である。

また、 Lが正定値でなくとも、偶格子であれば同様に定義でき、 VLは格子頂点代数

(VA)と呼ばれるものになる。このVAは、 VOAの拡張であり、 VOAの条件に、負のウエ

イトを許し、斉次空間の次元の有限性を無くしたものである。この原稿では、 2次元ロー

レンティアン格子II1,1から定義される格子VAVn1,1を使う。また、アイソトロピック元

(3 (i.e. 〈(3,(3〉=0)を使って格子VAVzf3も構成できる。これをアイソトロピック VAと

呼ぶ。

2.2 中心電荷24の正則VOA

正則VOA(C2ー有限であり、加群は自分自身と同型ないくつかの加群の直和だけ）の構成

はユニモジュラー正定値偶格子と深い関係にある。例えば、任意のユニモジュラー正定値

偶格子 Lが与えられると、それから正則VOA見が構成できる。また、ユニモジュラー正

定値偶格子のランクが8の倍数であるように、正則VOAの中心電荷（ランクに対応）も

8の倍数である。特に、中心電荷8,16の正則VOAは、このような格子VOAしかないこ

とが古典的に証明されている。次の問題は、中心電荷24であるが、この場合には、 VOA

研究の出発点ともなったムーンシャインVOAも正則であり、これは格子VOAではない。

これはリーチ格子VOA凡から位数2の自己同型を利用して、後で説明する軌道構成に

よって作られたものである。同様の方法で、他の 23種類のニイマイヤ格子から固定点を

持たない位数2の自己同型を使った軌道構成により、 23個構成できるが、その中で格子

VOA以外のものが 12個ある。中心電荷24の正則VOAに関しては、 1993年に物理学者

のSchellekensがアフィンリー代数の表現と VOAの指標のモジュラー不変性を利用して、
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いのリー代数構造が高々71種類しかないことを示したが、当時知られていたのは41個ほ

どであった。 VOAの構成は一般に難しく、しばらくは大きな進展がなかったが、 10年ほ

ど前、長さ 48のバイナリーコードに関係したフレイムVOAによる新しい正則VOAが構

成された [1]のをきっかけに多数の研究者が構成に参加し、最終的に軌道構成を繰り返す

ことでSchellekensのリストにあった71個すべてが構成された ([9]を参照）。

2.3 軌道構成

軌道構成の簡単な説明をしておこう。

Vを正則VOA,g E Aut(V)を位数 N とし、 Vをgによる固有空間分解を

V=式闊vm (斤={v EV  I g(v) = e21rim/Nv}) 

と表示する。 voはgの固定点からなる部分VOAv<9>である。この時、 i= 0, …，N-1 

に対して、ダ—twisted 加群と呼ばれる v<g>_加群 Ti が一意的に存在する。 Tl の中に整数

ウエイトの元（ヂ0)がある場合が軌道構成の対象である。この時、整数ウエイトの元全体

の張る空間を Tlヂ0で表す。我々が扱っている”良い設定"では、この Tlは単純カレン

トと呼ばれる非常に良い性質を持つ v<g>_既約加群であり、ある種の積(Fusion積）図が与
m 

, ^、
えられて、 Tl図…．図Tlこたも常に整数ウエイトの既約 v<g>_加群となっている。特

N 
, ~、

に、 Tl図…．図rJ= v<9>である。
m 

, ＾、
一般に、 (m,N)ヂ1の場合には、 rmは余分な整数部分を持つので、上のTl図…．図Tlこ

rmだけを Tz"で表し、それらを合わせた

v = v<g> 〶 Tl ④ ··• EBTfー 1

を考えると、我々の良い設定の下では頂点作用素代数の構造が入るのである。構成から分

かることだが、これも正則VOAである。これが「軌道構成」である。

軌道構成の利点は、 Vから軌道構成でVを得た場合、上の構成からわかるように、 Tz"
上に e21rim/N倍として作用するものgを考えると、 Vの自己同型となっており、この自己
同型を使ってもう一度Vから軌道構成を行えば、 Vに戻るのである。この逆軌道構成は、
Lam達のグループによる一意性の証明に使われている。面白いことに、新しい正則VOA

を見つけ出す時には全く利用されなかった内部自己同型が、逆軌道構成においては本質的

な役割を果たした点である。しかも、内部自己同型はウエイト 1の空間 Mの構造だけで
定義できるという利点を持っている。

2.4 Deep holeとローレンティアン格子 Il25,1

0 -1 
Gram行列し 。）で与えられる 2次元ローレンティアン格子II1,1= {(a,b) I a,b E 

Z}を考える。この時、任意のニイマイヤ格子 Lに対して、 L④ IIぃは26次元のユニモ
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ジュラーローレンティアン格子であり、その一意性から L① II1,1竺A① IIぃ （竺 Il25,1)
となる。リーチ格子の素晴らしい点は、

〈(3,(3〉
{ ((3, 1, -1) E A⑤ II1」I(3 EA} 

2 

が Il25,1の基本ルート系（リーチルートと呼ばれる）となることである。即ち、 Il25,1の

長さ v"2の元はすべてリーチルートの和（またはそのマイナス）で表せるのである。特
に、 L①Z① {O}の中のアフィンルート系の一つとして、リーチルートを使って表示する

ことが出来、それらの和として表わしたアイソトロピック元を (p,n,〈P,P〉/2n)と表示す
ると、&= p/n E股Aが Lに対応する deepholeとなっている。逆に、 (3E Aと＆の距

離は、 ((3,1, 〈fJ:;)-1)と（ふ1,〈ふ＆〉/2)との距離に等しく、 lf3-&I = v"2であることと直
交関係〈((3,1, 〈fl:;)-1), (&, 1, 〈ふ＆〉/2)〉=0となることが必要十分なので、対応するニイ
マイヤ格子 F を ~=(n&,n, 誓りの直交補格子（法冥で考えて）として捉えることが出
来る。同様に、ニイマイヤ格子 Fからローレンティアン格子F① II1」を構成し、ニイマ

イヤ格子Fのワイル元 pのスカラー倍 aを利用してアイソトロピック元p=(a,1,号叫
を定義し、その直交補格子 (Zpn(F① II1,i)を法）としてリーチ格子が構成できる。

この事から分かるように、リーチ格子のdeephole&を使ってのニイマイヤ格子構成は、

ローレンティアン格子 AEB II1,1におけるアイソトロピック元Pの直交補を通して捉える
方が分かりやすい。それゆえ、リーチ格子VOA凡のdeephole(深洞）も、ローレンティ

アン格子VARVrr,,,とそのアイソトロピック VAのcommutantをアイソトロピック VA

を法として理解するわけである。

2.5 基礎知識1リー代数構造

以下、 VをVi=J 0, V竿％となるランク 24の正則VOAとする。この時、いは半単純
リー代数となることが知られているので、い竺④:=l砧，k,と壽ける。ここで、 gj,kJはレベ

ル朽のタイプ A.B,C,D,E,F,G型の単純リー代数である。以下、各 gj,k,の基本ルート

を固定して考え、 dualCoxeter数，ワイル元，ルート格子をそれぞれ、 h'j,Pj, らと置く。

ここで、 Pjは正ルートの和の 1/2倍である。正則VOAに関して、重要な結果がある。

定理 1([13],[7], [8], [11]) Vを中心電荷24の共形型正則 VOAで、いヂ0かつ V芦VA

とすると、上の分解に対して、常に

dim½- 24 hv 

24 
=ュ-'vj= 1, ... , t 
kj 

が成り立つ。

知られているように、ニイマイヤ格子ではすべてのレベル朽が1であり、 dualCoxeter 

数も同じであった。正則VOAでは、レベルは一定とは限らないが、それでも dualCoxeter 

数との比は一定である。

命題 2([7])中心電荷24の正則 VOAVに対して、次のことが古典的に知られている。

(1) dim Vi= 0 または dim½~24 であり、 dimVi= 24なら V竺VA・

(2) Vi= 0 または rank(½) ::; 24 で、もし rank(½) = 24なら Vは格子 VOAである。
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また、

ている。

一般の有限次半単純リー代数 gとそのワイル元 pに対して、次の結果が知られ

定理 3(Strange formula of Freudenthal and De Vries) 

1 

24 
- dimQ = (p, p), ここで（・，・）はKilling形式

Remark 1 

して、

VOAの1積を利用して定義したいの内積〈・,.〉で表記すると、各 gj,kjに対

h'j ki 

12 
dim砧，kj=〈Pi,Pi〉

となる。

定義 4a=~ い叫h'jと閥き、内部自己同型g= exp(21ria(O))を定義する。
変形ワイル元と呼ぶことにする。

この aを

a(O) = L乃 (0)/h'jは、ルート上で整数固有値を持たないことを注意しておく。
この時、次が成り立つ。

命題 5

2dim Vi 
〈a,a〉=
dim Vi -24' 

dim Vi= 
24〈a,a〉
〈a,a〉-2'

kJ 〈a,a〉
＝一hv 2 

1. 
J 

[Proof] 直接の計算から、

〈a,a〉= 〈区秒，骰〉＝区厚立 吋朽dim9j 知胚£i._ 24dim91 

J J 
(hV)2 =区 12(h)')2 =区 12hv =区
J J 

i 12(dim Viー 24)
2dimV1 
dimVi-24 

信＝羞（悶岱’悶ー24)=〈a,喜-2も得る。であり、それゆえ、 dimVi=悶腐悶となり、 口

ー
．
 

3

3

 

内部自己同型による軌道構成と逆軌道構成

Haisheng Li's△ -operator 

軌遥構成にはツイスト加群が必要であるが、一般のツイスト加群の構成法は良く分かっ

ていない。特に、モンスター単純群の元に対するムーンシャイン加群のツイスト加群の構

成はそれ自体未解決の大きな問題である。しかし、内部自己同型 g= exp(21ria(O))の場

合には、 g-twisted加群Tlの構成は知られており、 Liが導入したデルタ作用素

00 

△ (a, z) = z"'(o) exp(-L a(j)z―i/j) 
j=l 
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を使って定義できる。即ち、 Tlの韮礎ベクトル空間として V自身を取り、 VEVのV上

への新しい作用を vの頂点作用素 Y(v,z)=区v(n)z-n-lE End(V)[[z, z―1]]を使って、
Y1(v, z) := Y(△ (a,z)v,z)と定義すれば、これが g-twisted加群 Tlとなるのである。同

様に、 9庄 twisted加群 rmIまv上に Y叫v,z):= Y(△ (ma, z)v, z)の作用で与えられる。

正則VOAV に対して、この内部自己同型 g= exp(21ria(O))が有限位数Nを持つ場

合にその軌道構成を詳しく見ていこう。注意すべきことだが、この場合、△(ma, z)と

△ ((m+N)a, z) は異なるが、同型な加群を定義している。以下、 aE½ に対して、リー関

係式 [a(n),a(m)] = nbm+n,o〈a,a〉で定義されるハイゼンベルクVOAをM(a)で表す。こ

れは格子VOAの構成で説明したものと同じであり、前に述べたように a(O)M(a)= 0で

ある。まず、 M(a)のVにおける commutantX := Comm(M(a), V) = {v EV  I a(n)v = 

O,n~O} の元に対しては、 Y(△(a, z)v, z) = Y(v, z)なので、ツイスト加群と見ても Vへ

の作用に変更がない。それゆえ、 Xの更なる commutantxc := Comm(X, V) = { v E V I 
u(n)v = ov n~0, u E X}とその加群の表現を中心に考えて良いことになる。 lgl=Nと
いう仮定により、 a(O)のVにおける固有値はんZの元しか出てこない。 Vが正則である

ことにより、 XのcommutantX汀ま M(a)を真に含む中心電荷 1のVOAなので、格子

VOA VzNaである。 K=N竺,a〉と置く。 M(a)ー加群として、

VzNa =釦mEzM(a)RemNaこXC

である。 VをM(a)ー加群とみて、〈a,器〉＝点なので、

V=① sEzM(a)Re嵌 RX(s)

と表示できる。ここで、 X(s)はM(a)既約加群 M(a)Re般の重複度であり、 X加群

とみることが出来る。特に、

v<g> =⑤  sEzM(a)®e~ RX(sN) 

である。性質として、 n~l に対して、 a(n)(e採 ®X(s)) = 0である。

3.2 ツイスト加群のローレンティアン型構成

斤への次数作用素 L叫0)による固有値分解を調べてみると、 a(O)w= 0, a(l)w = a, 

a(2)w = 0, a(3)w = 0より、

m 2 
△ (ma, z)w = z0(w -maz―1十了〈a,a〉z―2)

となるので、 Vをg叫ツイスト加群rmとして見た場合には、次数作用素はM(a)@e諜＠

X(s)上で L(O)_ m(s~mK) として作用している。特に、 m= 1の場合には、次数がM(a)⑳

虚 @X(s) 上で-~げだけずれている。 (r,r)= (q,q) = 0, (r,q) = (q,r) = -1で与えら
れるローレンティアン空間 CII1,1= Cr+ Cqの形式群環の元 e(l,啜りを利用すると、 Vl: 

で定義されたTl(および T門をそれぞれ

か：= EBsEzM(a) 0 e訣 @X(s)0 e(l, 苧）

か：＝〶sEzM(a) 0 e殺 @X(s)0 e(m,s―討）
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と表示すると、次数空間としては通常の格子VAにおける次数と一致する。次数以外の作用

も調べておこう。 X= Comm(M(a), V)の元uに対しては、△(a,z)u=uなので、 V上へ

の作用と同じであり、 rmとzmはX加群として同型である。△(ma, z)a = a-m繁lz-1
なので、 Y叫a,z)= Y(a,z) -m痔lz-1であり、 0次の作用以外に変更は無い。 a(O)の

作用は Tm=Vにおいて、 a(O)-m痔として作用している。これは、すべての m に対

して、かにおける a(O)+痔q(O)の作用と同じであることを示している。以下、記号を

簡略化するために、格子L:=ZNa+石 +Zqを考え、

2K 
& = (a,O, —) ECL 

N 

と置くと、 a(n)のrmにおける作用は、 ＆の zmへの作用と一致する。 (mに依存しな

い。）さらに、 eaae(m,n)をe(aa,m,n)と記す。この記号を利用すると、

((mK+nN)a 

Z閉＝④nEzM(a) 18) X(mK + nN) 0 e 2K , m,n) 

と書ける。また、△(ma, z)ek°'= ek°'zmk梵なので、 M(a)⑭e(msa,2mK戸匁的凡 0X(ms)

上に、

Y(△ (ma, z)ek°', z) = exp(L 
00 ka(-n)z―n 00 ka(n)zn 

) exp(区）ek°'zm噂
-n n 

n=l n=l 

として作用しており、次数以外の変更がない。それゆえ、 ekaのrm上での作用 Y叫ek"',z) 

はた上での作用

Y(e竺z)

と一致する。これまでの結果を整理しておこう。

M(a)Re般 RX(s)上で

Uj〗m□三三。ー1}〗~しては、 U'-(n)~u(n),
それゆえ、 M(a)のか上での作用に関しては、

2K 
a(n)→ &(n) = a(n) +似，o―q(n)

N 

で作用を定義すると、 rmとzmが同型となる。この＆で生成されるハイゼンベルクVOA

をM(&)で表す。加群を考えない（即ち、 &(O)を考えない）限り、 M(a)とM(&)は同型

である。

固定点を見てみよう。 lgl= N なので、 g閃ッィスト加群は V と同型である。実際、
炉での次数を保つ aの作用は、 a(O)-2Kなので、 Vにおける a(O)の固有値点の空

間M(a)⑭ eI~ ®X(s) には s—笠N として作用している。
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3.3 アイソトロピック VAのCommutant

かの中で整数ウエイトとなるのは、 s= K + nN (n E Z)の部分であり、

吟＝麟zM(a)Re尺忙 RX(K+ nN)Re(l,n) 

である。 〈((mK+nN)a
2K , m, n), (a, 1, K/N)〉=0なので、 p= (a, 1, K/N) E CLこ01と置

くと、次が成り立つ。

補題 6Z閃 ~Ker(p(O))

Ker(p(O))は部分 VAなので、 Z』で生成された部分 VA(即ち、①mEZZzで、これを

VA(Z占）で表す）も当然Ker(p(O))に含まれる。簡単に

(mK+nN)a 
Ker(p(O)) =虹，nEzM(a,r, q)X(mK + nN)Re(2K ,m,n) 

であることが確認できる。しかも、 <Zf:mEZ>で生成した部分VAを考えると、
e((mK~nN)a ,m,n)とe(i='呼戸虹，ーm,-n)から M(知+r倍 +p)も生成できるので、 Ker(p(O))
と VA(Z〉)とは一致する。一方、 n~1 に対して、 p(n)(X(s)®ezr+zq) = 0であり、

pl_ =<p,& >なので、 次を得る。

補題 7

(mK+nN)a 
Comm(M(p), 0) =年，nEzM(p,&)RX(mK + nN)Re(2K ,m,n) 

((mK-;;N)a,m,n) = mp+ (-mダ応nN)aである。 R = GCD(N,K)とし、 N = RN;。,
K=K。R と置くと、格子VA

VzN0p = EBnEzM(a)RX(2nK。N。R)Ren(RKoNo,No,Ko)

もComm(M(p),0)のラディカルに含まれており、その剰余

V:=① m,nEzM(&,p)RX(mK + nN)Re(苧＋彎m,n)/VzNop 

はVAであり、 Vから軌道構成されたVOAVになっていることが分かる。

この剰余VOAを取り出すために、ラデイカルに含まれるアイソトロピック元 pの形

式元占=eZ(a,l,K/N)を利用して、第2成分をゼロにすると、

V竺虹，nEzM(&)RX(mK+ nN)®e(—苧＋喪O,n—咄）
＝ 年，nEzM(&)RX(mK + nN) Re((-m盟応nN)&)

と表記することが出来る。 ここで、&= (a,O, 痔）である。
このようにして、ニイマイヤ格子からアイソトロピック元を利用してリーチ格子を構成

したように、正則VOAVから内部自己同型による軌道構成で得られる頂点作用素代数は、

0 := VRVrr1,1のisotroicVAのQにおける commutant(法アイソトロピック VAで考える）
(mK+nN)a (-mK+nN)a 

として構成できるわけである。しかも、軌道構成で変化する部分 e 2K → e 2K 
は一目瞭然となる。ただし、一般に、 VRVrr1,1のテンソル因子として出てくるわけでは
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ない。

特に、 Lamが予想した変形ワイル元a=区げj/h'jを利用した内部自己同型
g = exp(21ria(O))の場合には、次が成り立っている。

予想

VA宰 LM(&) 0 X(mK + nN) 0 eC (-mK+nN)& 2K)  
m,nEZ 

(1) 

定義 8上記の&:= (a, 0, 2K/N) E V1 = (½ 心をリーチ格子の軌道深洞 (orbif old deep 
hole)と呼ぶ。〈a,a〉=〈ふ＆〉である。 a E V<9>竺 Toこ凡と見て、 aと＆を同一視す

ることが出来る。

この＆のリーチ格子における特徴付けが正則VOAの構成にとって非常に重要な問題で

あり、最後の節で述べる。

3.4 復元

次に、上で求めた軌道深洞&E (VA)iを使って Vの復元を考える。一番簡易な方法は、

(1)の表示に従って、もう一度＆による操作を行ってみると、

V臼 LM(&) 0X(mK +nN) 0e( (mK+nN)& 2K)  
m,nEZ 

となり、 X(mK+nN)®e(~ 完工） ~v であることから、重複 (R 回）はあるが、基本
的に Vの部分頂点作用素代数に戻っている。基本に戻って、構成をしてみよう。

VA竺虹，nEzM((a,0, 2K/N))RX(mK + nN)Re(デ＋彎O,n-mK/N)

には (a,1, K/N)(O) = p(O), q(O) = (0, 0, 1)(0)はゼロとして作用する。それゆえ、 Vrrぃ＝

M(p,q)Re2P十切を加えたローレンティアン格子VA

V心 Vrr1,1=〶m,n,a,bEZM(&,p,q)RX(mK + nK)Re(デ＋喩+aa,a,b+n+(a-m)K/N)

を考える。以下、 VRVrr,,,での表記と区別するために、 a&+bp+cqE C&+Cp+Cqを

[a&,b,c]で表す。この時、 アイソトロピック元p:=[ふー1,-K/N]は

(a, 0, 2K/N) -(a, 1, K/N) -(0, 0, K/N) = (0, -1, 0) 

と一致する。それゆえ、 M(&)のCommutantは

釘m,n,a,bEZIN(b+n)+K(a-m)=O}M(&,a)RX(mK + nK)Re （デ＋喩+aa,a,O)

である。これをラディカル VzNfiで剰余すると頂点作用素代数

〶m,nEzM((a,0, 0))RX(mK + nN)Re((苧嘩）a,0,0) 

を得る。 mK+nN=m'K +n'N,-mK +nN = -m'K +n'Nなら、 m=m',n=n'と

なるので結論として、次を得る。
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命題 9R=GCD(K,N)と置くと、 EBsEzM(a)18ie霜 0X(sR)は凡と＆から Lorentzian

格子 VAを使った構成によって復元できる部分である。

このように、 a(O)のVにおける固有値 Z/Nのうち、

ティアン格子構成で復元できる。

繁の部分は VAからのローレン

3.5 変形ワイル元による内部自己同型

半単純リー代数Vi=①J=lQj,kjに対して， Qj,kjのカルタン部分代数 1-ljとその正ルート

を固定して考える。 PjをQj,kjのワイル元とし、 a=区：=1 Pj/h'jrjと置く。内部自己同型
g = exp(21ria(O))のMにおける位数はTjh'jである。

補題 10任意の Qj,k,の任意の基本ルート e{に対して、

ri〈a,a〉戸 K-N
〈a,叶〉＝ー（ー 1)=~X 

Tj 2 Tj N 

である。ここで、 rtは叶が長ルートの場合 Tjと同じであり、短ルートの場合 1である。
特に、ルート格子におけるすべての基本長ルート etは

ej E M(a) 0 e勾悶a0X(K -N) 

であり、復元可能である。甚本短ルート外の場合は、

K-N  

r凸 EM(a)Re 2K賃 X(K-N) 

が復元可能である。

[Proof] 実際、〈a,e1〉=〈高心＝麿＝已 X(("t〉-1)である。 口

4
 
リーチ格子の軌道深洞と予想

上の考察から、中心電荷24の正則VOAVから変形ワイル元 aで定義される内部自

己同型を使って軌道構成を行い、リーチ格子VOAVAを作成した場合、 aの VAにおけ

る像＆は次の条件を満たしている。

Conj 1 T E Co.0で、 R=日と置く。 o:E (Q)Aをある Q上の正則頂点作用素代数Vの
変形ワイル元の軌道構成による (VA)i= (Q)Aへの像とする。 GCD(N;。,K。)=1なる自然

数 N。,K。を使って、〈ふ＆〉＝繁と表示する。このとき、＆は(Q)Aの元として次の性質

を満たす。

(1) N;。aE Aぐ＞であり、 N。はこれを満たす最小の自然数である。

(2) CAのある基底 {b1,…，知｝があって、 T は{bい…，知｝上の阻換として作用する。 し
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かも、すべての iに関して〈b;,a〉ヂ 0である。

(3) K,。-N,。について、

(3.1)もし、 Tが置換として固定点を持つなら K。-N,。=1

(3.2)もし、 Tが置換として固定点を持たないなら K。-N,。=2 (e.g 2C = 212) 
(4)ニイマイヤ格子 {(A①IIぃ）n (N,。&,N,。,K。サ}/Z(N,。&,N,。,K。）の構造
(4-1) N,。ナ 1なら、リーチ格子ではない。

(4-2) If N,。=1なら、リーチ格子

(5) A= ZN,。a+ LmEZ s(m). ここで、 S(m)= {v EAぐ>1〈N。&,v〉=m(K,。-No)}
(6)次の条件を満たすランク dimCAぐ＞のリー代数Q= EBQJ,k1が存在する。（朽はレベル）

(6.1)侶＝臨N。
(6.2)砧，kJの基本ルート系{x{,…，Xも｝があって、 <I>(S[-1))はすべての基本長ルート系
と基本短ルート碍の Tj倍 TjX{を含む。

(6.3) Edim砧，kJ=忍~'
ここで、写像 Phi:Lm A't:,f→ QAは<I>(/3)= /3一〈/3,"R.竺痴〉＆で与えられている。

上記の予想の大半は証明できているが、まだ完全ではない。

定義 11上の条件を満たす&E QA を T—軌道深洞と呼ぶ。

Conj 2 <I>(Aぐ＞）（一1)のウエイトが小さい順番から、内積が非正で一時独立なものを選ん

でいくと、基本ルート系がすべて出てくる。

Conj 3リーチ格子の軌道深洞の同値類は（共役類を除いて） 69である。

上記の予想がすべて正しければ、ニイマイヤ格子のdeepholeによる分類と同じように、

正則頂点作用素代数の一意性の証明やScheliking'slistに載っているもの以外の非存在の

証明が出来たことになる。
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5 Appendix 

Rank 24 すべてのニイマイヤ格子VOAs(N, K) = 1 

ランク 16はすべて (N,K)=2

dim 48 72 96 96 120 120 

〈a,a〉 4 3 8/3 8/3 5/2 5/2 

type A16 At A4 n42 ,2 c24 ,1 Al2C2,1蒻，1 D~,2A~,l A7,2噂，1A3,l1,2 ,2 1,1 

2K/N 2・4/2 2・6/4 2・8/6 2・8/6 2・10/8 2・10/8 

dim 144 144 144 168 192 192 

〈a,a〉 12/5 12/5 12/5 7/3 16/7 16/7 

type c44 ,1 D5,2C4,1Bl1 Ag,2A4,1B3 E5,2C5,1A5」 Ds,2度，1 Cl,1B4,1 
2K/N 2・12/10 2・12/10 2・12/10 2・14/12 2・16/14 2・16/14 

dim 216 240 240 288 384 

〈a,a〉 9/4 20/9 20/9 24/11 32/15 

type Dg,2ふ，1 Cs,1F},1 E1,2B5,1F4,l C10,1B6,l Es,2Bs,1 
2K/N 2・18/16 2・20/18 2・20/18 2・24/22 2・32/30 

ランク 12で (N,K)= 2 

dim 36 60 60 84 84 

〈0:,0:〉 6 10/3 10/3 14/5 14/5 
type A12 c26 ,2 D4,4Ai,2 C4,2Al2 B34 ,2 1,4 

2K/N 2・6/2 2・10/6 2・10/6 2・14/10 2・14/10 

dim 108 132 156 300 

〈a,a〉 18/7 22/9 26/11 50/23 
type Bl2 As,2F4,2 B62 ,2 B12,2 

2K/N 2i8/14 2・22/18 2・26/22 2・50/46 

ランク 12で (N,K)= 3 

dim 48 

〈a,a〉 4

type At3 

2K/N 2 -6/3 

72 
3
 

96 

8/3 

120 

5/2 

A5,3D4,3Ai,1 As,3A~,1 EB,3Gふ
2・9/6 2・12/9 2・15/12 

120 

5/2 

D7,3ふ，1伍，1
2・15/12 

168 

7/3 

E1,3A5,1 

2・21/18 

ランク 10(N,K) = 4 

dim 

〈a,a〉

48 

4 

72 
3
 

72 
3
 

96 

8/3 

type A~ 砂1,2 A1,4Ar_1 D5,4C3,2Ai,1 E5,4C2,1A2,1 
2K/N 2・8/4 2・12/8 2・12/8 2・16/12 

120 

5/2 

C1,2A3,1 

2・20/16 
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ニイマイヤ以外と上記以外のリストと GCD(N,K) = (n)とgE Co.Oの位数が一致す

るもの

rk dim 〈a,a〉 type r;h':; 2K/N Co.O lattice 

24 -(1) 12 lA Leech lattice 

16 -(2) 48 4 A16 1,2 2 4=旱2 2A Barnes-Wall 

12 -(2) 36 6 Al2 1,4 2 6=旱2 2c Dむ
12 -(3) 48 4 AG 2,3 3 4=旱3 3s Coxeter-Todd 

10 -(4) 48 4 (A3,4)3ふ，2 4,2 4 —笙- 4 4c 

8 -(5) 48 4 (A4,s)2 5 4= 2x10 5 5s 

72 3 D5,5Ai,i 10,2 3=謳10 
8 -(6) 48 4 A5,6口砂1,2 6,6,2 4=芦6 6E 

72 3 C5,2G2,2加 12,12,2 3=坦12 
6 -(6) 36 6 D4,12A2,6 6,3 6 = 2xl8 6 6a 

60 10/3 F4,5A2,2 18,2 
10 _ 2・30 
すー百

6 -(7) 48 4 AB,7 7 4= 2x14 7 7s 

6 -(8) 48 4 D5,sA1,2 8,2 4= 2x18 8 8E 

4 -(10) 36 6 c4,10 10 6 = 2x30 10 lOp 
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