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1. 序

古典直交多項式の零点と球面デザイン論への応用

澤正憲（神戸大学）＊

本稿では， Waring問題のHilbert[15]による解の別証明を与えたHausdorffの結果 [14]
に端を発する次の不定方程式系の求解問題（問題1.1)を考える.Hausdorffの仕事に

ついて簡潔にまとめている文献として Nesterenko[18]を挙げておく．

問題 1.1.自然数m,nに対して

m 

苔iY{= 1bゼw(t)dt, j = 0, 1, ... ,n (1) 

を満たす Xi,••• ,Xm, Yi,••• ,Ym E IQを見つけよ．ただし， wは区間(a,b)上の密度関数
で， a,b,wは右辺のモーメントがすべて有理数になるものとする．

不定方程式(1)が有理数解をもつことと，ノードと重みが有理数のquadrature公式

（以下， quadratureと称する）が存在することと，準直交多項式のすべての根が有理数

になることは同値である．後半の二つの主張の等価性は解析学における Riesz-Shohat

の定理から導かれる（後述の定理 1.5).前半の二つの主張の等価性は積分と有限和の線

形性からわかる．不定方程式(1)をquadratureに読み換えることで主問題にもたらさ

れる恩恵として，例えば， quadratureのノードの個数に関する Fisher型不等式を用い

て不定方程式(1)が解をもつならばn::;2m -1でなければならないことがわかる．等

号成立の場合はGaussianquadratureが対応する.Gaussian quadratureのノードが直

交多項式の零点になるという事実はquadrature公式論の古典の一つである．

不定方程式(1)に関する先行研究を二つおさえておく．

(1)股上の *e―t2dt. 詳細は割愛するが， Hausdorffの結果から， n=m-lの場合

は肯定的に解決されている．一方， Schur[22]はHermite多項式がQ上既約であ

ることを示しており（厳密にはQ上既約になるのは偶数次数の Hermite多項式
H叫x)のみで，奇数次数の場合はH証+i(x)/xがQ上既約になる）， n= 2m-l 
の場合には(1)式が有理数解をもつことはない．つまり m::; n ::; 2m -2の場合

が考察対象となる．

(2) 区間 (-1,1) 上の一様測度 ½dt. この場合はJacobi多項式の特殊化であるLegendre

多項式が対応する.Holt [16]の結果より， Legendre多項式はQ上で一次因子を
もたないため， n= 2m-lの場合には(1)式が有理数解をもつことはない．一方，

Hausdorffの議論と同様にして（詳細は割愛する）， n=m-lの場合には有理数

解の存在が示される．つまり m::;nさ2m-2の場合が考察対象となる．
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Hermite多項式， Legendre多項式はいずれも古典直交多項式の一種である．古典直

交多項式はLiouville-Strum微分方程式の固有関数であるなど種々の興味深い解析的性

質を有している [26].
本稿では，古典直交多項式が付随しモーメントが有理数であるような線形汎関数

J: •w(t)dt に着目し，また n = 2m -2の場合に的を絞って，主問題 1.1への幾つか
のアプローチとそれらに関連する結果を報告する．本稿に記載されている内容の多く

は内田幸寛氏（首都大学東京）との共著論文 [20,21]に基づいている．

1. 1. Riesz-Shohat定理

区間(a,b)上の，モーメントが有限であるような正のBorel測度μをとる (J:dμ= lの
ように正規化しておく） . μ に関する直交多項式列を｛屯m}mとおく．つまり，多項式

列仇。叫．．．は次の直交関係を満たしている．

lb虹 (t)心 (t)dμ=0, m, m'= 0, 1, ... , mヂm'.
直交多項式系の中でも特に重宝されているクラスとして古典直交多項式がある．こ

れらは， Strum-Liouville微分方程式の固有関数のうち正定値線形汎関数が付随する多

項式のクラスであり， Jacobi多項式， Laguerre多項式， Hermite多項式の3種に分類さ

れることが知られている ([5,17]参照）．

Jacobi多項式．次で定められる次数mの多項式pj,.a,/3)をJacobi多項式と呼ぶ．

(-1r 炉
Pj,.a,f3l(t) = (1 -t)-°'(1 + tt13 (1 -tr+°'(l + tr+/3), a, /3 >ー1. (2) 

加 m! dxm ( 

麿 /3)は区間(-1,1)上の重み(1-t)°'(l + t)/3に関して直交し，次のような明示的表現
をもっ．

pj,.a,/3) (t) =言(:~ー：） (m:/3)C~lrc:l)m-k. (3) 

Laguerre陪多項式．次で定められる次数mの多項式L炉をLaguerre陪多項式と呼ぶ．

がr"dm 
虐 (t)= (e―ttm+a), CY > -1. 

m! dtm 
(4) 

特にa=Oの多項式をLaguerre多項式と呼ぶ多項式L炉は区間(0,oo)上の重みe―tta

に関して直交し，次のような明示的表現をもっ．

m 

L岱(t)= L m+a (-t)k 
k=O (m -k) k! ・ 

Hermite多項式．次で定められる次数mの多項式HmをHermite多項式と呼ぶ．

広 (t)=(-1)叫 t
2 dm -t2 
dtm 

(5) 

(6) 
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多項式Hmは股上の重みe-t2に関して直交し，次のような明示的表現をもっ．

lm/2」

叫 (t)=区 (-ll m! 
k!(m-2k)! 

(2tr-2k_ 

k=O 

(7) 

Jacobi多項式の特殊例として Gegenbauer多項式やChebyshev多項式がある．これ

らは球面デザインの研究における主要な道具であり ([8]参照），本稿で扱う不定方程式

(1)の解の非存在結果にも関与してくる．古典直交多項式の基本的性質がまとめられて

いる有名な書としてSzego[26]がある．本稿で扱われる古典直交多項式の性質の多くは

Szegoの書の第4章， §5.1,§5.5 [26]に見られる．

直交多項式列{<I>m}mが与えられたとき，

<I>m,r(t) = <I>m(t) + b1 <I>m-1 (t) +・ ・ ・+ br<I>m-r(t), bi,•••, br-l E股， brE~>o 

の形の多項式を階数rの準直交多項式と呼ぶ [27]1.便宜的に<I>m,o(t)= <I>m(t)とおく．

定義から容易にわかるように，多項式<I>m,rは次数m-r-1以下のすべての多項式と

直交する．準直交多項式の性質の多くは直交多項式のそれを薄めたものになるが，中

には次の命題のように，階数1の場合に直交多項式からそのまま受け継がれる性質も

ある．

命題 1.2([26], Theorem 3.3.4). 任意の実数b1に対して<I>m,1(t)= <I>m(t) + b1<I>m-1(t)は
m個の異なる実根をもっ．

区間(a,b)上のノードYI,・・・,Ymと正の重みX1,... ,Xmについて，等式

μ
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>

(8) 

が次数n以下のすべての多項式fE Pnについて成り立つとき，等式(8)を次数nの
quadratureと呼ぶ [10].Quadratureの次数や里みの正値性は積分近似性能を評価する

うえで重要である [25].組合せ論，離散幾何などの分野では，ノード（点） Yiと重みX;の

対を（数直線上の）デザインと呼ばれることが多く， dµ=~e-t2dt の Gaussiandesignや
dμ= (1 —柱）(d-3)/2dtの区間デザインが重宝されている [1,2]. 測度dμ=(1-t2)(d-3)!2dt 

に関する区間デザインは本稿第 3章で改めて取り上げられる．

次のquadratureのノードの個数に関する不等式はよく知られている [25].

命題 1.3(Fisher型不等式）．等式(8)が，ノード数m,次数nのquadratureをなすとき，

次の不等式が成り立つ．

mミdimlR7フln/2」. (9) 

ただしPln/2」は次数Ln/2」以下の多項式からなるベクトル空間を表す．

(8)式が次数nのquadratureをなすとき，被積分関数fとして次数n以下の単項式
をとると主間題 1.1の方程式が得られる．逆に (1)式を満たす実数X;,Yiが存在すれば，

積分と有限和の線形性から次数nのquadratureが得られる．特にノードYiが有理数の

quadratureの存在性は不定方程式 (1)の有理数解の存在性と等価になる．次の結果は

Fisher型不等式から直ちに導かれる．

1例えば [27]を参照されたい．屯m,rの階数をm-rとする流儀もある．例えば[24]を参照のこと．



150

系 1.4.不定方程式(1)の変数Yiの個数mと方程式の個数nについて不等式n:s; 2m-1 
が成り立つ．

次の事実はquadratureと準直交多項式を有機的に結び付けるものであり，本研究の

重要な道具の一つである．

定理 1.5(Riesz-Shohat定理）・Y1,・ ・ ・,Ymを相異なる実数とし， Wmけ） = TI:1(t-yi)と

おく．
b 
叫 (t)

叩=1 (t -Yi)→ (Yi) dμ 
とおく．このとき自然数1::;;k::;;m+lに対して次の主張は互いに同値である．

(1)等式(8)が次数2m-kのquadratureをなす．

(2)次数m-k以下の任意の多項式gE Pm-k((a, b))について

lb叫 (t)g(t)dμ=0 
a 

が成り立つ．

(3)適当な実数b1,... , bk-Iが存在して

Wm(t) = c(>m(t) + b1c(>m-1(t) +・ ・ ・+ bk-lq>m-k+I(t) 

が成り立つ．

(10) 

命題 1.2より， k= 1,2の場合にはm次準直交多項式が必ずm個の異なる零点をもち，

それらを用いてquadratureを構成することができる.k = 1の場合は有名なGaussian

quadratureが対応している．これを拡張したものが定理 1.5であって， k=2の場合は

Riesz [19, p.23]によって示され，その後Shohat[23, Theorem I] によって一般の k~3

に対して定理が完成された．

特に直交多項式<I>。'<I>1,... が有理数係数をもつとき，不定方程式(1)に関する次の命
題が成り立っ．

系 1.6.Y1, ... , Ymを相異なる有理数とし'<I>。'<I>1,... を有理数係数の直交多項式列と
する．このとき自然数 l~k さ m+l に対して次の主張は互いに同値である．

(1)等式(8)が有理数ノードYi,・・・,Ymをもつ次数2m-kのquadratureをなす．

(2)有理数係数でYi,・・・,Ymを零点とする準直交多項式が存在する．

(3)不定方程式系(1)が有理数解Y1,・ ・ ・,Ymをもつ．

例えば， Hermite多項式列やLegendre多項式列は有理数係数の直交多項式列の例で

あることに注意しよう．
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2. 主結果 (n= 2m-2の場合）
2.1. Christoffel-Darboux核

本節では，まず直交多項式論の古典の一つであるChristoffel-Darboux公式 [26,Theorem 

3.2.2]を確かめたのち，これに付随するある代数曲線を考える．この代数曲線上の有理

点を調べ，一般の古典準直交多項式に対して不定方程式(1)が高々有限個の解をもつこ

とを見る．この章では代数幾何学の基本的な用語や事実が説明なしに用いられる場面

がある．詳細については例えば [12,Chapter 3, §1]を参照されたい．

区間(a,b)上の正の重みwに対して，直交多項式列{<T>小を考える・hi=J: 屯(x)2w(x)dx 
とおく．

l 

K1(x,y) := Lいil屯(x)屯(y) (11) 
z=O 

で定められる二変数関数を Christoffel-Darboux核と呼ぶ [26].Christoffel-Darboux核

は多項式空間P1((a,b))に付随する再生核で，直交多項式の理論における重要な研究対

象の一つである．

次の事実はChristoffel-Darboux公式と呼ばれている [10,26]. 

定理 2.1(Christoffel-Darboux公式）．

kz 虻 1(x)屯(y)一屯(x)<I>い (y).
K心，y)= . 

k1+1 X -y 
(12) 

ただしkiは屯の主係数とする．

次の補題は，不定方程式(1)の解からある曲線の有理点が生成されることを主張して

いる．

補題 2.2([21]). n = 2m -2のとき， X1,... ,X加 Y1,・ ・ ・,Ymを方程式 (1)の解とし，

Y1, ・ ・ ・,Ymを相異なる実数とする．このとき，（正規化された）再生核について

fm(Y只/j):= 
虹 (x)屯m-1(Y)―屯m-1(x)虹 (y)

= 0, i =J j (13) 
x-y 

が成り立つ．

二変数多項式几(x,y)を射影化したものをFm(X,Y,Z)とおく．すなわち

肛 (X,Y, Z) = z2m-2 ( 
XY  

fm z'z)・ (14) 

凡 (X,Y,Z) = 0で定義される射影曲線を c(m)とおく．
次の結果は，主問題 1.1に恩恵があるのみならず， Christoffel-Darboux核の代数幾何

学的性質に明らかにしている．

定理 2.3([21]). m~3 を自然数とする．有理数係数の古典直交多項式列に対して

Fm(X,Y,Z)を(14)式で定める.z2m-2 fm(X/Z, Y/Z) = 0で定められる曲線c(m)につ

いて次が成り立つ．

(1)曲線c(m)上の特異点は(0: 1 : 0), (1 : 0 : 0)の通常特異点に限られ，それらの重

複度はm-1である．
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(2)曲線c(m)は絶対既約である．

(3)曲線c(m)の種数は(m-2戸である．

定理 2.3の証明の流れを述べる．まずLiouville-Strum微分方程式をはじめ古典直交

多項式の解析的性質を用いて主張(1)を示す．その後， Bezoutの定理 ([12,Chapter 5, 

§3]参照）を用いて c(m)の既約性（主張(2))を示す．曲線c(m)上の特異点Pの重複度

をmp(C(m))とおくと，その種数gは

g=(2m-3)(m-2)ーと
mp(C(m))(mp(C(m)) -1) 

2 
PEC(m) 

で求められる [12,§8.3, Proposition 5]. このことと主張(1)の特異点の分類結果をあ

わせて， g= (m-2戸となることがわかる．

特に m~4 の場合には曲線 c(m) の種数は 2 以上になる．したがって Faltings の定

理 [11]から次の結果が得られる．

定理 2.4([21]). mを4以上の整数とし， n= 2m-2とおく．このとき有理数係数の古

典直交多項式に対して方程式(1)は高々有限個の解をもつ．

次節では， Hermite多項式， Legendre多項式， Laguerre多項式の3種に的を絞り，不

定方程式(1)の解の完全な非存在命題を与える．

2.2. Newton多角形

定理 2.5([21]). n = 2m -2, m~3 のとき，次の重み関数w に対して不定方程式 (1)

は有理数解をもたない．

(1) (-00,00)上のGaussian測度w(t)= e―t2 / ft. 

(2) (-1,1)上の定数関数重みw(t)三 1/2.

(3) (0, oo)上の指数関数重みw(t)= e―t. 

定理 2.5の柾明の概略を述べるためにいくつか準備する．

素数pと整数係数多項式

l 

J(x) = I: 保xl-k, a。alヂ0
k=O 

を考える.xy平面の有限部分集合

S = {(k,vP(ak)) I akヂO}

の凸包の底辺からなる集合を， fの(pに閑する） Newton多角形と呼ぶ．ただし Vp;(QX→ 
Zはp進付値を表す.Newton多角形は， (0,vP(a0))を始点， (l,Vp仇））を終点とする折

れ線グラフになる．

次の補題は定理 2.5の証明で重要な役割を果たす．補題の証明には，多項式f,gの積

JgのNewton多角形の構成法に関するDumas[9]の結果を用いる．
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補題 2.6([4]). 整数係数多項式fの任意の零点が有理数ならば， Newton多角形の各辺

の傾きは整数になる．

定理 2.5(1)の証明（概略）．方程式(1)の有理数解をX1,... , Xm, Yl, ... , Ymとおくと，

不等式 (9)より， Y1,・ ・ ・, Ymは相異なるとしてよい．系 1.6より， Y1,・ ・ ・, Ymが準

Hermite多項式Hm,cの零点になるようなcE股が存在する. C = s/t (ただしs,tは互い

に素）とおくと， J(x):= tHm,c(x) = tHm(x) + sHm-1(x)は零点が有理数の整数係数多

項式になる．

fの各項xm-kの係数をakとし， f(x)= L':=o保xm-kとおく．多項式fの素数2に
関するNewton多角形を考える．平面上の点(k,四(aり）を凡とおく.Hermite多項式の

明示表現 ((7)式）から，

Lm/2」 l(m-1)/2」

J(x) = t L (一1t ml (m -1)! 
(2xr-2k + s L (一1t (2xr-1-2k 

k!(m -2k)! k!(m -1 -2k)! 
k=O k=O 

である．

m! (m ＝）れ2k-1)!! 
k!(m -2k)! 2k 

に注意すると

叫知） = V2信）） +m-k+叫t),
砂(a2k+1)= V2 ((二 1))+m-k-1十巧(s).

(15) 

mが奇数の場合を考える. (15)式より

m+l 
叫a。)=m十四(t), 四(am-1)= +四(t)'

2 
m-3 

叫鱗） ~m-k 十四(t), 1~k~ 
2'  

m-1 
叫叫 =m-1十四(s), 巧（％）＝ ＋四(s),

2 
m-3 

砂(a2k+1)~m-k -l十巧(s),l<:::kさ 2 . 

1十巧(t)<::: 四(s)のとき， Newton多角形は折れ線p。Pm-lPmになる．しかし，この場
合には，辺P詑:n-1の傾きが―1/2となり，補題 2.6に矛盾する．次に1十四(t)>四(s)

とすると， Newton多角形は折れ線P。PiPmになる．しかし，この場合には，辺PiPmの
傾きが―1/2となり，矛盾が生じる.mが偶数の場合も同様にして矛盾が導かれる． ロ

定理 2.5の主張(2)と(3)の証明には， Dumasの結果に加えて， Bertrand仮説 ([13,

Theorem 418]参照）などの整数論の道具が必要になる．詳細は著者らの論文 [21]を参

照されたい．
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3. 球面デザイン理論への応用

単位球面§d-1上の一様測度pに対して，等式

1 可苫f(x)= 1E§d-i J(u)dp (16) 

が次数n以下のすべての多項式fE Pn(IRりについて成り立つとき，有限集合XC§d-1 
を球面nデザインと呼ぶ．左辺の算術平均を重み付き和に閥き換えたものを，重み付

き球面デザイン，あるいは（球面積分に対する） cubature公式と呼ぶ．

Gegenbauer多項式は球面デザインの研究の主要な道具の一つである．自然数d2: 3 

に対して，

C乱d-2)/2l(t)= r((d -1)/2) r(m + d -2) 
r(d -2) r((2m + d -1)/2)凡

((d-3)/2,(d-3)/2) (t) 

で定められるm次多項式をGegenbauer多項式と呼ぶ Crはガンマ関数）．簡単のため

c乱d-2)/2)をCmと表記する．球面デザインの研究者の間では多項式Cmの正規化

d+ 2m-2 
Q叫） = Cm(t) 

d-2 
(17) 

がGegenbauer多項式と呼ばれることが少なくない．

次の事実は球面デザイン理論の研究者の間ではよく知られているが，これを明記し

ている文献は意外と見当たらない（この事実を著者らは論文 [21]の改訂時に野崎寛氏

（愛知教育大）から教わった）．

命題 3.1.
m-1 

Rm-1(t) := L仙(t)'
k=O 

Qm,s(t) := Q叫） + sQm-1(t) 

とおく．このとき

R正 1(t)= 
aQm,c(t) 

t-1 
(18) 

を満たすaE股>0,CE股が存在する．

Bannai-Damerell [3, Theorem 2]は， §d-1上のtightな(2m-2)デザインが存在する

ときに，命題 3.1の多項式Rm-1の零点が有理数になることを明らかにした．この結果

と， Cm,Cm-1の零点のinterlacing性を用いて， Bannaiらは次のDelsarteら[8]による

有名な予想が正しいことを証明した．

「任意の d~3,m~4 に対して §d-l 上の tight な (2m-2)デザインは存在しない」

等式(18)に鑑みて，主問題 1.1を微修正した次の問題が自然と興味の対象になる．

問題 3.2.自然数d~3 に対して，

m 

こ疇=1 
1 

i=l L1 (1 —炉）(d-3)/2 dt 11が(1-t2)(d-3)/2 dt, j = 0, 1, ... , 2m -2 (19) 

を満たすX1,... ,X加 Yi,・・・,YmE Qは存在するか？ただしYm= lとする．
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Delsarteらの結果 [8,Theorem 5.11]によれば，

ンになることと，集合

Xe§ いがtightな(2m-2)デザイ

A(X) := {〈x,x'〉Ix, x'E X, x =I x'} 

の各要素が多項式凡n-1の零点になることは同値である．ただし，〈x,x'〉は2点x,x'の

ユークリッド内積を表すものとする.m :2 4,d :2 3の場合には§d-1上のtightな(2m-2)

デザインはないので，間題 3.2の不定方程式系は有理数解をもたない．これに対して，

m=3の場合には， §5上の27点からなるtightな4デザインや§21上の275点からなる

tightな4デザインが実在し ([8,Example 8.3]), それぞれ不定方程式(19)の有理数解

(1) 

(2) 

10 16 1 1 1 
d = 6, X1 =―四＝一知＝ー，狛＝ー一，仰＝ー，仰 =1

27'27'27  2 4 

112 162 1 1 1 
d = 22, X1 =四＝硲＝約＝――,Y2 =ー，仰 =1

275'275'275'4 6 

が対応している．

制約Ym= lを無視して主問題 1.1に立ち返ろう．
例えばm=3の場合， c3,cを具体的に計算することで， (d+ 2)/3がQ上平方数なら

ば不定方程式(19)に解が存在することや，方程式(19)が有理数解をもつならば

d(d + 2)2尻ー3(沿+4d + l)y; + 3(d + 2) 

がQ上平方数になるような添え字 l~i~3が存在することなどがわかる．

て， m=4の場合は状況がまったく異なり，多項式

1 
凡(t)= -d((d + 2)(d + 4)社+3(d + 2)t2 -3(d + 2)t -3) 
6 

の零点集合には必ず無理数が含まれる．

定理 3.3([21]). 有理数d-/=-2に対して

これに対し

R(t) = (d + 2)(d + 4)t3 + 3(d + 2)t2 -3(d + 2)t -3 (= 6R孔t)/t)

とお<.R(t)の任意の零点が有理数になるのは， d=-5かd=-1のいずれかに限ら

れる (d=-2の場合はR(t)= -3となるため除外する）．

証明.d = y I z, t = z IXとおく． このとき

x喰(t)= -3X3 -3X2Y -6炉 Z+3XYZ +6Xが＋戸Z+6YZ三 8Z3

を得る．右辺をF(X,Y,Z)とおき， F(X,Y, Z) = 0で定められる射影曲線Cを考える．

F(X, Y,Z) = 0に座標変換

x-3 
X=  
3'  
Y=  

を施すことでWeierstrass方程式

2x+y+5 

3'  
Z= 
-2x-y+ 1 

6 

炉+xy+y= x3 -丑-l4x + 29 
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が得られる．ここから定められる楕円曲線EはCremonaの楕円曲線データベースの

54b3番に一致し [6],Mordell群E((Ql)は

E((Ql) = {(3, 1), (-3, 7), (1, -5), (9, -29), (9, 19), (1, 3), (-3, -5), (3, -5), O} 

で与えられる.d = 2(2x+y+5)/(-2x-y+l)なので， Rの零点が有理数ならば

d E {-5,-4,-7/3,-1,1}. 多項式Rを実際に因数分解すると， d= -5,-lの場合の
みが残る． ロ

系 3.4([8], Theorem 7.7). 任意の自然数d2".3に対して§d-1上のtightな6デザインは

存在しない．

Delsarteら [8]の証明はGegenbauer多項式のinterlacing性を用いている．これを一

般化して， Bannai-Damerell[3]はtightな(2m-2)デザインの非存在定理を証明した．

系 3.4と同じようにBannai-Damerellの定理の代数的な別証明を与えることができれば

おもしろいと思う．準Gegenbauer多項式の判別式の明示公式 [20,Corollary 3.3]を用

いるアプローチも有効かもしれない．
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