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本稿の内容は坂内英一氏、坂内悦子氏、及びYanZhu氏との共同研究に基づく。

(X夏）， a={R。，R1,... , 凡｝，を対称アソシェーションスキームとし、 A。,A1,••·,An 
を隣接行列、 E。,E1, ... ,Enを原始べき等元とする（アソシェーションスキームの定義やそ

の基本的な性質等については[8,20]等を参照されたい）。以下、 E。,E1, ... ,E叶まQ多項式
順序だとする。行と列がXで添え字付けられた複素正方行列全体のなすC代数を Mx((C)

とする。 A;や凡達はMx((C)の元である。また、 Xで成分が添え字付けられた複素縦ベ

クトル全体のなすCベクトル空間を V=(CXとし、通常のエルミート内積を入れる。

(Y,w)をXの重み付き部分集合とする。すなわち、 YcXかつw:Y→(0, oo)であ
る。ただし本稿ではw(y)= 0 (y E X¥Y)としてwの定義域を X全体に拡張し、さらに

x上の関数を自然に Vの元と同一視する。従って wEVは非負ベクトルであり、かつ
Y = suppwとなる。次の定義はDelsarte[9]による：

Definition 1. A weighted subset (Y, w) of X is called at-design in (X, 勿） if E四=0 for 

1 (; i (; t. 

この定義は代数的であるが、 Delsarte[9, 10]はJohnsonスキームと Hammingスキームの

場合に、 tーデザインの概念が（重みを許した）組合せt-(v,k,>.)デザイン及び強さtの直交配

列とそれぞれ同値であることを示した。他のいくつかの古典的なアソシェーションスキー

ムの系列について、この概念の同様な組合せ的特徴付けが知られている ([10,12, 21, 25])。

Xの部分集合Yの特性ベクトルを YEVとする。 1点集合{y}の場合は単に0と書く
ことにする。以下、「甚点」 XEXを固定する。 Delsarte[11]はt-デザインの概念を次の

ように拡張した：

Definition 2. A weighted subset (Y,w) of Xis called a relative t-design in (X,a) (with 

respect to x) if E占 Espan{Eぶ}for 1 (; i (; t. 

Delsarte [11]はこの相対tーデザインに対しても、古典的な系列に関して組合せ的特徴付け

を与えている。本稿ではn次元超立方体Qn(=2進Hammingスキーム H(n,2))に注目す

るが、この場合は頂点集合X={O,l}nを自然に {1,2, ... , n}の部分集合全体の集合と同

一視し、 X= (0, 0, ... , 0)とすると、相対tーデザインは重みを許した所謂正則か均衡デザ
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インと同値である。すなわち、 {1,2, ... , n}の任意のi点部分集合（ただし i::;; t)に対し、

それを含むブロックの重みの和がiだけで決まる定数である。

Delsarteによる Q多項式スキーム上のtーデザインの理論は、 Delsarte-Goethals-Seidel

[13]により実単位球面を近似する球tーデザインの理論に移植され、これはさらにNeumaier-
Seidel [22] (cf. [14])により複数の同心球面上のユークリッド tーデザインに拡張されたが、

ユークリッドかデザインはユークリッド空間に於ける相対tーデザインの類似とみなせる。

この点については坂内—坂内 [3] が論じている。基点 x に関するシェル X。,X1, ... ,Xnを

ふ ={yEX:(x,y)E凡} (O,:;;i,:;;n) 

と定める。また、童み付き部分集合(Y,w)に対して

L = Ly = { C : Y n X, バ｝

とおき、 (Y,w)はUtELふでサポートされる、ということにする。このとき、次が成り

立つ：

．． 
Propos1t10n 3 (cf. [3, Theorem 4.5]). Let (Y, w) be a weighted subset supported on 

w is a relative t-design if and only if LJ£EL x£. Then, (Y,) . 

〈w,v〉=L〈w,ぷ〉^
凶 1

〈XゎV〉
£EL 

for every v E I: し。凡V.

この結果は実際、 Terwilliger代数の基本的な事項を用いて容易に示される。各0::;;i::;; n 
に対し、対角行列Et=E;*(x) E Mx((C)を

鸞）Y,Y = { 1 if y E Xi, 

゜
otherwise 

(y EX) 

により定める。行列E;*達は (X属）の双対べき等元と呼ばれる。 (X,勿）のTerwilliger代

数T= T(x)とは、隣接行列A。,A1, ... , An (或いは原始べき等元E。,E1, ... ,E砂及び双

対べき等元 E~,Ef,... ,E~ 達で生成される Mx(C)の部分代数である [27]。Delsarte理論で
は隣接行列達で生成される可換代数である Bose-Mesner代数が主要な役割を果たしたが、

相対tーデザインの研究は非可換代数である Terwilliger代数の理論と相性が良い (cf.[6])。

シェル達に関して

ふ=EtX = Aix (0,,;; i,,;; n) 

という等式が成り立つことから、 Tー加群T全について

T企=span{ふ： 0 ,,;; i ,,;; n} = span{ Eix : 0 ,,;; i ,,;; n} 

となることが分かる。 T企はn+l次元既約Tー加群であることもすぐ確かめられ(cf.[27, 

Lemma 3.6])、しばしば主T訓群と呼ばれる。命題3を示すには、区し。凡wEVのTi:

への射影を二通りに検討すれば良い。

本稿の研究の出発点は次の結果であった：
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Theorem 4. Let (Y, w) be a relative t-design suppo廿edon LJeELふ.Then (YnXe,E炉）

is a relative (t -ILi + l)-design for every£E L. 

証明は実際、 Delsarte[11, Theorem 8.4]による Assmus-Mattson型定理の筆者による別証

明[26,Theorem 4.3] が全くそのまま存効であるが、この結果は坂内—坂内—Zhu [7, Theorem 

3.3]の結果の亜種とみなせ、さらに後者は景山[17, Proposition 1]の結果を一般化したも

のである。

坂内—坂内 [3, Theorem 4.8]は相対tーデザインのサイズのFisher型不等式を示した：

Theorem 5. Let (Y, w) be a relative 2e-design (e E N) suppo廿edon LJeELふ.Then 

IYI~dim (臣）（塁）•
Definition 6. A relative 2e-design (Y, w) is called tight if equality holds above. 

Xiang [28]はn次元超立方体Q叶こついて、全ての£ELがe,,;;£,,;;n-eを満たす場合

にFisher型不等式の右辺を計算した：

dim図）（塁） = mintl,e} (e: i) 
Xiangの結果のTerwilliger代数を用いた別証明は [6,Theorem 2.7, Example 2.9]を参照さ

れたい。

以後、本稿では Qn上のタイトな相対2eーデザインを考察する。 ILi= 1の場合は通常の

タイトな組合せ 2eーデザインであり、 Delsarte 理論 [9] によってクラス e の Q—多項式スキー

ムを誘導する。また L= {k}とすると、次の e次多項式の零点が全て整数でなければな
らないことも示される：

吟(~)=3F2(ニ一十\〗~:k1) E 罠[~]
なお、多項式ゅ：ば）は、超幾何直交多項式の階層である Askeyスキーム [18,19]に属する

Hahn多項式 [19,§1.5] の一種である。坂内 [1] はこの強力な判定条件を用いて、各 e~5

に対して非自明なタイト組合せ2←デザインが高々有限個しか存在しないことを証明した

(cf. [15, 23, 29])。本稿の目的はこれらの結果を ILi=2の場合に拡張することであり、次

の設定で議論を進める：

Assumption 7. For the rest of this report, let (Y, w) be a tight relative 2e-design (e E N) 

in Qn supported on two shells Xe LJ Xm, where 

e~C<m~n-C(~n-e). 

この設定は弱く、また一般性を失うものではないことに注意する。実際、定理4より二

つのシェルヘの制限(YnXe,E砂）及び(YnXm,E;',,w)はそれぞれ組合せ(2e-1)ーデザイ



171

ンになるので、例えばもし R< eかR>n-eならば前者は自明なデザインとなり、従っ

て後者は組合せ2e-デザインになっている。すなわち、これは本質的に ILi= 1の場合で
ある。 m<eかm>n-eのときも同様である。また、各ブロックの補集合を取ることに

より、｛と mがそれぞれn-Rとn-mに変わるので、必要に応じてこの変換を行って上

の設定に帰着できるのである。

本稿の一つ目の主結果は次である：

Theorem 8. Recall Assumption 7. The following hold: 

(i) Y induces a coherent configuration of type [ e!lふ］．

(ii) The zeros of the polynomial 

叶噴） =3g(-\:~~ 二―l1) E 股[~]
of degree e are integral. 

定理中の多項式ゅ：，mば）もやはり Hahn多項式の一種である。証明では QnのTerwilliger

代数の表現論を駆使する (cf.[16], [20, §10])。なお、 e=l の場合は坂内—坂内—坂内 [5] が

取り扱っている。 e=2の場合について以下に述べる。

Example 9. e = 2のとき

吟緊） =1+ 
(-~)(-2)(1-n) (一~)(1 -~)(-2)(-1)(1 -n)(2 -n) 
(m-n)(-C) (m-n)(m-n-

=1-
2(n -1)~(n -l)(n -2)~(~- 1) 
(n -m)C (n -m)(n -m -l)C(C -1) 

となる。坂内—坂内—Zhu [7]が次のパラメータのタイト相対4ーデザインを挙げている：
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右端の列に示した零点は確かに整数である。一方、同じ論文 [7,§6]で、次のパラメータ

のタイト相対4ーデザインの存在・非存在が未解決となっていた：

n R, m ~ 
37 ， 16 点(71土嘉）
37 ， 21 点(55士亭）
41 15 16 命(237土《厄面）
41 15 25 命(153土《后而）

しかしながら零点は整数ではなく、非存在が直ちに結論される。
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次に、坂内[1]の結果のILi= 2の場合への拡張を考える。本稿では詳細は議論しないが、
Hahn多項式の極限としてHermite多項式が得られることは良く知られており (cf.[18, 19])、

坂内はHermite多項式の零点の対称性を用いて次のような議論を行った：

Step 1: ある固定したe;;:::5に対して非自明なタイト組合せ2e-(n,k, >.)デザイン（ここで

n;;,:: 2k)が無限個存在すると仮定し、これらに対応する分数k/nE [O, 1]の集合の集
積点が1/2のみであり、有限個の例外を除いてn= 2k + 1となることを示す。

Step 2: 的(~) =とし。佑ざ―'と表すと、零点が全て整数であることより ada。EZ (0,,;: 
i ,,;: e)となるが、 Schur[24, Satz I]による次の定理を用いて、 n= 2k + 1ならばこ
れが不可能であることを示す：

Theorem 10. Let a, t EN  (a> t). Then the product oft consecutive odd integers 

,s = (2a + 1)(2a + 3)• • • (2a + 2£-1) 

has a prime factor greater than 2£+ 1, except for the following cases: (i) t = 2 and 

,s = 25• 27; (ii) t = 1 and ,s = 3i (i;;::: 2). 

以上の議論を仮定7の状況の下でILi=2の場合に拡張したいのであるが、種々の難点
があった。例えば、十分大きなeについてやはりタイトな相対2eーデザインが無限個ある

と仮定して、対応する xy—平面上の点 (£/n,m/n) E [O, 1ドの集積点を考えると、 y成分が
1/2となることは示せるのであるが、 x成分については何も言えない（と思われる）。また、

上記の Schurの定理を的呵（）に適用しようとしても、£の挙動が分からないので、運良

く整数性が満たされてしまう可能性が除外できない。満足の行く結果とは言い難いが、現

段階ではいこ条件を付けることで、次の定理を証明した：

Theorem 11. For any 8 E (0, 1/2), there exists e0 = e0(8) > 0 with the property that, 

for every given integer e ;;::: e。andeach constant c > 0, there are only finitely many tight 
relative 2e-designs (Y, w) (up to scalar multiples of w) supported on two shells X, LJ Xm 

in Qn satisfying Assumption 7 such that 

£< c• n8. 

なお、 Schurの定理はそのままでは使えないので、証明の手法を援用して次の命題を準

備し、定理11の証明に於いて代用した：

p ropos1t10n 12. For any 1J > 0 and 6 E (0, 1/rJ), there exists t。=£0(rJ,6) > 0 such that 
the following holds for every given integer e~e。 and each constant c > 0: for all but 

finitely many pairs (a, b) of positive integers with 

b < c• a6, 

the product oft consecutive odd integers 

(2a + 1)(2a + 3)・・・(2a+2t-1)

has a prime factor which is greater than 2£+ 1 and whose exponent in this product is 

greater than that in 

(b+l)(b+2)・・・ (b+lrJe」)．
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坂内—坂内 [2, 4]は二つの同心球面上のタイトなユークリッドtーデザインに関する種々の
結果を得たが、本稿の結果は彼らの結果（の一部）の Qnに於ける類似ともみなせる。
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