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置換表現の個数に関する p進的性質について

竹ヶ原裕元

室蘭工業大学

Aを群とする任意の自然数 dについて， Aにおける指数dの部分群の個数は有限

であるとし， Aにおいて指数が有限である部分群全体の集合を左4で表す.Aから Sn

への準同型の個数を加(A)で表し， n=Oのとき h0(A)= 1 とする数列｛加(A)~=o}
の指数型母関数に関して，次の式が知られている (cf.[11]). 

EA(X) ,~ ~ で）炉 ~ex{翌 IA:Bl x1An1) (1) 

pを素数， uを正の整数とする位数炉の巡回群を Cpuで表す. (1)より数列

｛加(C炉芹。｝の指数型舟関数に関して，次の式が得られる．

Ecpu (X) =哀万~u) 炉=exp (区いpk) (2) 

0でない整数 aに対して ordp(a)でaを割り切る最大のpのべき数を表し，実数 x

に対して [x]でxを超えない最大の整数を表す.(2)を利用して，不等式

叫（加(Cpu))2:: t [~] -u [p:+1] (3) 

および，pu+lがnを割り切るときにこの式の等号が成り立つことが示される (cf.[4]). 

特に p= 2, u = lの場合には ord2(h叩））は次で与えられる (cf.[7]). 

鴫（加(C,))~{ [ ! ] -[ ! l + 1 n三 3 (mod 4)のとき，
し］―し] n手3 (mod 4)のとき．

(Qp で p 進数のなす体， ZP で p 進整数のなす環を表す·a=~~-no 佑pi E (Qか

〇さ a;~p- l, ただし n。は非負整数に対して a;ヂ0である最小の iをordp(a)で

表す.(Qpにおける非アルキメデス的絶対値 IIpを， XE(Qpに対して，

ら：= { p―ordp(x) X -=/-0のとき，
0 x=Oのとき
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と定め，

z, 〈X〉:~{~a,.Xn E Z,,[[X]] [a叫→0 (n→ oo)} 

とおく.(3)に関連して， u= lの場合には， p2-1次整数係数多項式 TJ(X)および
fr(X) E Zp〈X〉,r = 0, l, ... , p2 -1, が存在して， y= 0, l, ... に対して

y 

加y+r(ら）= pCp-l)y fr(Y) IT ry(j) (4) 
j=l 

および 0叫 (h炉y+r(CP))= (p -l)y + o叫 Ur(Y))が成り立つ (cf.[3, 7]). 
本報告では (3)および (4)を一般化する [9]および[10]で得られた，有限アーベル

p群 Pに対する加(P)のp進的性質を紹介する．

1 巡回 p群の場合

A=  Zp (加法群）のとき， E叫X)はArtin-Hasse exponentialと呼ばれ，

馴(X)~言h,.戸 X"~exp(戸；xP') El+X勾[X]] (5) 

が成り立つ．このことは，次の Dieudonne[2]による結果から得られる．

命題 1.1I::=0 cnxn = exp(I: こ。iぷPi)'CiE娼とするとき， CnE Zp, n = 1, 2, ... , 
であるための必要十分条件は

f,i-1 
f,i― E Zp, i = 0, 1, 2, ... , 
p 

が成り立つことである．

(£-1 = 0) 

(5)はordp(hn(Zp))2". o叫 (n!)を意味する．この結果と (2),(3), および (5)を関

係づける，次のことが知られている (cf.[8, Lemma 25.5]). 

補題 1.2n = no +n1p+n虻＋・・・E N, 0 ::; ni ::; p -l, とすると，

叫（が）＝言［玉]= n -no -pn~ ~n2 -・ ・ ・ 

である特に ordp(n!):':;'. (n -1)/(p -1)である．

例 1.3p = 2とすれば， Mathematicaを用いて，次を得る．
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n 

゜
1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 11 

加(Z2)/n! 1 1 1 2 2 7 16 67 88 617 2626 18176 3 3 15 45 諏 諏 2835 14175 155925 

n 12 13 14 15 16 17 

加(Z2)/n! 6949 423271 2172172 19151162 58438907 899510224 66825 6081075 42567525 638512875 638512875 10854 718875 

(2)と(5)から次の式が成り立つ．

言h,.C:::p")炉＝（言万vlx}xp (—言 p•;;十 x,"+•+•)
さらに rを0:Sr <pu+lを満たす整数として，

旦t:十冨"l~)i X'".,, ~(戸信ご:;~~); X'"Hj) exp (— ~p"十叶+'X'"+.+')
となるここで XPu+lをーpu+lxで置き換えて

戸h;::『;"le;)/(-p•+'X)'~exp(X) (言~ご:;~~り (-p•+'x)')

x exp ((-1)',,P:::;, X') exp (—喜 P"!+, (-p•"x)") 

を得る (cf.[l]). 以下，この式に関する考察を進める.(5)から

文加+lj十心り）（ーpu+lX)j E hr(勾＿加+1+忍）pu+l X + p2(u+l) XZ 
(pu+lj + r)! r! (pu+l + r)! 

p〈X〉
j=O 

が成り立つ.i E Z:::,2とすれば， pi=(1 + p -l)i;::: i(p -1) + p;::: 旦 2;::: 4より

oc<l, (:: 十~,~') :> (u+ !)が一 (u+i+!) 

であるここで，次の補題を用いる．

：：：：：がu+が一 (u+i+l)

：：：：： 4u+i+2-(u+i+l) 

：：：：： 3u+ 1 

(6) 

補題 1.4kを正の整数とし， aをordp(a)= kを満たす p進整数とする.p= 2かつ

k=lの場合を除けば，次のことが成り立つ．

a a3 
exp(aX) E 1 + aX + -X2 + -X3 + p2k+1X4為〈X〉

2 6 
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この補題から

exp (—言 p•~+'(-p•HX)'') E I + p加H立〈X〉
がわかるまた p>2のとき

炉(u+l)
exp (pu+2 XP) E 1 + p加+1豆〈X〉

であり， p=2かつ u>lのとき

exp(-2り召） E 1-2u炉+22u-1炉 +22u+1x吃2〈X〉

である．以上から， p=2かつ u=lの場合を除いて，

CX) 

こ加u+iy+r(Cpu)(-pu+l X)Y = exp(X)文心xn
y=O 
(pu+ly + r)! 

n=O 

を満たし， p>2のとき

CX) 

Ldt)炉 E九（勾＿加+1+忍）戸X+p2u+1立〈X〉
n=O 

r! (pu+l + r)! 

であり， p=2のとき

CX) 

Ld屈~)Xn E 九（勾 h已 +r(Z砂1-2u炉+22u-l X4) - 2u+1 X + 22u+l XZ2〈X〉
r! 
（ (2u+l + r)! 

n=O 

である数列 {dtl}~=。が存在する．次の補題を用いる (cf. [1], [8, Theorem 54.4]). 

補題 1.5こし。叫知を ZP係数の t次多項式とし，区:=lWnXn E pk XZP〈X〉,Kは
非負整数とする数列 {dn}~=。を d。 =m。, dn =叫 +wか vnEN, により定める．

ここで me+1=叫+2= ... = 0とするこのとき

f g(n) cxo 

n! 
炉=exp(X) L 心xn かつ g(X) E Lmふ +pkX勾 X〉

n=O n=O i=O 

を満たす g(X)が存在するここで Xiは次で定義される．

X'-{ ;(x -1) ・・ (X-i+l) if i 2 1, 

if i = 0. 
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この補題から次のことがわかる (cf.[5]). 

定理 1.6p > 2または u>lとし， rを0::;r <pu+lを満たす整数とするこのとき

叫y)= 

を満たし， p>2のとき

叫X)E 

であり， p=2のとき

加+iy+r(Cpu)
(pu+ly + r)! 

(-pu+l)Yy!, y = 0, 1, ... 

hr図） _ hpu+l十心ら） u+l 
r! (pu+l + r)! 

p X + p2u+lx勾 X〉

hr図） h2u+i+r図）9r(X) E 1 -2u立+22u-1豆）ー 2u+lX + 22u+1 X勾 X〉
r! 
（ (2u+l + r)! 

である 9r(X)が存在する

p=2かつ u=lの場合 (6)において， X をーX で罹き換えて，

芦り二:;(4X)'~exp(X)(t勾戸;/(4X)') 
CX) 2が+1

xcxp{-2X -2炉）exp (—苫 2"'x'')
の形に変形できるさらに

exp(-2X -2XりE(1-2X +4Xり(1-4X2 -4Xり+sx勾X〉

であることが示されるこのことと補題 1.5から次のことがわかる (cf.[5]). 

定理 1.7(p=2かつ u=lの場合） rを〇：：：：： r<4を満たす整数とするこのとき

叫y)= 
h4y+r(C2) 

(4y + r)! 
4切！， y = 0, 1, ... 

かつ

叫X)E 
hぷ恥） 4hい（勾
1-2X -4い） + X+8X勾 X〉

r! 
（ 

(4 + r)! 
を満たす 9r(X)が存在する

次の定理 1.6と定理 1.7の系は，補題 1.2から得られ， (3)を導く (cf.[4, 5]). 
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系 1.8rを0さr<pu+lを満たす整数とする．このとき，次が成り立つ．

u pu+ly + r 
叫（加+iy+r(Cpu))2'. ~[だ] -uy 

= { p:+~ ~l -(u + l)} y + o叫 (r!), y = 0, 1, .... 

叫X)は定理 1.6や定理 1.7で定義されるものとする (4)を一般化するために

r 

fr(X) := 9r(X) II (pu+l X + i) E勾 X〉,
i=l 

1 
pu+l_l 

伽+1(X):= I"'± □ II (pu+l X -i) 
p p-1 -(u+l) i=l 

とおく．任意の非負整数 yに対して，次が成り立つ．

pu+1_1 y y 

y IT 77u+I(j) = IT p u+l(pu+lj _ 1)! 1 Y (pu+lj)! (pu+ly)! 
p p-1 (7) 

(pu+l(j _ 1))! = y! IT (pu+l(j _ = 
j=l j=l j=l 

1))! y! 

(4)は次の様に一般化される

定理 1.9rを0::::;r <pu+lを満たす整数とする.p>2または u>lのとき

pu+l_1 Y 
加+iy+r(Cp-u)= P{ p-l -(u+l)}y fr(Y) l1(-TJu+1(j)), y = 0, 1, ... 

j=l 

であり， p=2かつ u=lのとき

y 

h4y+r(ら） = 2Y fr(Y) IT伽+1(j), y = 0, l, ... 
j=l 

であるさらに ordpは(y))2: ordp(r!), y = 0, 1, ... かつ伽+iU)羊0(mod p), 
y = 0, 1, ... , j = 1, 2, ... , yとなっている．

2 一般の p群の場合

Pを位数がの有限アーベルp群とし，その型が入＝（入ぃふ，．．．），ただし区入=s, 

入12ふ 2・・・,であるとする．すなわち

P::::::C介1 X C炉2 X ... 
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である.i = 0, 1, ... , sに対して Pにおける位数piの部分群の個数を a-¥(i;p)で表す．

ai,j, i,j E Zをpによらずに入およびiのみにより定まる a入(i;p)= I:j ai,j炉を満たす

非負整数とする.iあるいはjが負の数であれば， ai,j= 0とする.a入(i;p)= a入(s-i;p)

が成り立つので ai,j= as-i,jである. a入(O;p)= a入(s;p)= 1であり，入r2'. 1かつ
入r+l= Qならばa入(l;p)= a入(s-l;p) = 1 + p +・ ・ ・+ pr-lである

命題 2.1入=(u,v,O,...)ならば a入(i;p)は次で与えられる．

.q 

t
p
p
V
P
S
P
 

+
＋
+
 

••• 
．
．
．
 

．
．
．
 

+
＋
+
 

p

p

p

 

+
＋
+
 

1

1

1

 

f

く

、
＝
 
扮
•9 
.t 
,
1
,
 
入a
 

O~i<v のとき，

V~i~U のとき，

u < i~s のとき

型~=(極極．．．）に対して， ai,j,i,jEZ を p によらずにべぉよび i のみにより
定まる a:5:(i;p)=~j ai,j炉を満たす非負整数とする．

補題 2.2a i,j -ai-1,j = ai,j-i -as-i+l,j-s+i-1 

u+v=sを満たす，非負整数 uおよび vを次のように定める．

u := maxい[8 ; 1] } , v := min { sー心［；］｝
定義 2.3非負整数の組 (£,m)E ZxZ, ただし m::::;s, に対して， be,m= ae,m -ae-l,m-l 

とおき，さらに Cf,mを次のように定める

m

m

 

'

1

 

ー

ac 

£
 
b
 ―― 

m
m
£
’
 

L

m

 

h
a
a
 

r

ノ
｀
、
＝
 
，
 

m
 
£
 
c
 

o::;£::;s-m かつ 。::;m ::; V のとき，
o::;£::;s-m かつ v<m::;s のとき，

£> s-m のとき

次の定理は [9]で得られた．

定理 2.4Ep(X)は以下のように分解される．

S 00 

Ep(X) = <I>入(X)II II exp(pf+m-s XPs-rn)匂，叫
m=0£=s-m+l 

V m s s-m 

①入(X)= IT IT Ecpu-tXCpv-m (XPmr,m IT IT Ecps-l-m (XPm)匂，m
m=0£=0 m=v+l£=0 

命題 2.5Cf,mは任意の非負整数 tとm,ただし m::::;s, に対して負でない．特に
co,o = 1 であり， m~1 ならば c。,m =0である．
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例 2.6入=(1,1,1,1,1,1,0, ...)とする．

i,j E Zは次で与えられる．

このとき U=V=3であり， 0でない ai,1,

.t 
1
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゜， 
．t

＿1

1

1

1

1

1

1

 

a
 

ai,l ai,2 a;,3 ai,4 ai,5 ai,6 ai,7 ai,8 ai,9 

1

1

1

1

1
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2

2

2

1

 

1
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1

 

1
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1
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ー

〇::::;m::::;6かつ〇::::;£::::;6-mならば Cf,mは次で与えられる．

1

2

0

 

f

く

、
＝
 
m
 
，
 

or-c
 

(.£, m) = (0, 0), 

(.£, m) = (2, 4) 

上記以外のとき．

(1,m) 

のとき，

ただし 2さm,S 5 のとき，

さらに心(X)は次のように分解される

<I>〉,(X)= Ecv3xcv3 (X)Ecv2xcv(XP2)Ecv2 (XP3)Ecv(XP4) exp(XP4)2 exp(XP¥ 

例 2.7入=(5, 1, 1, 1, 0, ...)とするこのとき u=5=ふかつ V= 3, であり， 0でな

い ai,j,i,j E Zは次で与えられる．

.
t
-
0
1
2
3
4
5
6
7
8
 

9
-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
 

az 
ai,l ai,2 ai,3 ai,4 

1

1

1

1

1

1

1
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2

2

2

1
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3

3
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1

 

1

1

1

1

1

 

〇:Sm:S8かつ〇 :Sl:S8-mならば ce,mは次で与えられる．

Q,m~{~ 
さらに①入(X)は次のように分解される

む(X)= Ecp5xcp3 (X)Ecp4xcp(XP2)Ecp4 (XP3)Ecp2 (Xり．

(l,m) = (0,0), (1,2), 

上記以外のとき．

(1, 3), (2, 4) のとき，
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Pに対して (4)が，以下のように拡張される．

U + 3 (p = 2, U = V 2'. 1のとき）

K,P(u, v) = 
u+2 

u+l 

(p = 2, U = V + 1 2: 2または p= 3, U = V 2: 1のとき）

(p = 2, U = V = 0または p= 3, u + 6vo = V + 1のとき）

u+l (p>3または u+ 6vo > v + lのとき）

とおく．また，非負整数 nに対して

(p = 2, U = V 2 1のとき）

が,vl(n)= 
塁]+ [~]— [ik] 
苫げ］―(u-v) [p::1] (p > 2または u+ Dvo 2 V + 1のとき）

とおく．このとき，次の定理が成り立つ (cf.[10]). (最後の主張は [6,9]で示された．）

定理 2.8p = 2, u+8vo = v+lまたはp=2, 入3~1, U = Vの場合を除き， p"p(u,v)_ l 

次整数係数多項式 ry(X)およびfr(X)E ZP〈X〉,r = 0, l, ... , p"p(u,v) -lが存在して，

y 

hp"p(u,v)y+r(P) = p"戸 (p凡p(u,v)y)fr(Y) II rJ(j), y = 0, 1, ... 
j=l 

および

0叫 (h炉p(u,vly+r(P))= TJu,vl(p""v(u,v)y) + 0叫 (fr(Y)), Y = 0, l, • • • 

が成り立つ．また，すべての場合で ordp(hn(P))2 TJu,v)(n), n = 0, l, ... , となる．

次の定理は [6,9]で得られた

定理 2.9 (1) p = 2かつ u=v2lの場合を除いて， n三 0(mod pu+l)を満たす

任意の非負整数 nに対して ordp(加(P))= TJu,v¥n)となる．

(2) p = 2かつ u=v2lとする．

(a)ふ=0ならば， n三 0,2u+l'あるいは 2u+2(mod 2u+3)を満たす任意の非

負整数 nに対して ord2(加(P))= TJu,v¥n)となる．

(b)入32 1ならば， n三 0,2u+l, あるいは2u+1+ 2u+2 (mod 2u+3)を満たす任

意の非負整数 nに対して ord2(加(P))= Tt,v¥n)となる．
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上記の2つの定理には，定理 2.4におけるむ(X)の因子中に現れる EcpuxCpv (X) 
の性質が大きく影轡している.P = Cpu X Cpvの場合には，以下のような方法を用い

て，結果を導く．整数 Kに対して，記号［外を

[k],,~{~ ザ::a: 以外の二
と定める.Eq.(1)より次の式を得る．

L 
00 加(P)

n=O 

n! xn 

~exp (旦 [k~l],汀＋芦 [v;,1],X"'+• 苫'[u+ v ;/ + 1 ], x•') 
形式的べき級数区':=oぶ炉を次で定義する．

区心炉 ~exp(旦 [k;l],X'" +苫[v;11,x") 
命題 1.1より区':=1ぶ XnEX勾[[Xl]が成り立つ．また

言加;'.;')炉＝（言心x}xr(—言 [v+ l;_;:J~ ―i], x,•+>+•) 
であることがわかる．さらに r を Q~r < pu+lを満たす整数とすれば

言~ご:;十叫，X'"+<,~(言心ぃぷ,"+<j)
xexp (—言 [v+l;~〗)-ii, x,"+• 十')

を得る.P = Cpu X C炉の場合，定理 2.8,2.9はこの式を利用して証明される
最後に， Ep(X)のp進的性質を，定理 2.8および定理 2.9の系として記す (cf.[9]). 

系 2.10p進べき級数 Ep(X)の収束域は 1叫 <p叫ただし

>

1
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-

U

 

u

p

 

、1
,
ーp
 

ー

3
 ＋

（

 
u
 

7
 一か

p

―
―
 

r

く

、
＝
 
a
 

p=2かつ u=v2lのとき，

上記以外のとき

である．
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