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リース 2ー群をデフェクト群にもつブロック・イデアルのコホモロジ一環について

1はじめに

佐々木洋城

信州大学教育学部

Sasaki, Hiroki 

Shinshu University, Faculty of Education 

kを標数p>Oの代数的閉体とする.Gを有限群とし，その位数はKの標数pで割りきれ

るものとする．

目的は群環kGのブロック・イデアルのコホモロジ一環をそのブロック・イデアルのソー

ス多元環を通して記述したいということである．

ブロック・イデアルのコホモロジ一環がそのブロック・イデアルのソース多元環から定め

られるデフェクト群のコホモロジ一環の写像の像として表すことができると予想している．

本講演では p=2 とし，デフェクト群がリース 2—群

(a, b, t I a2" =伊=t2 = 1, ab = ba, tat = b〉,n): 2 

であるブロック・イデアルについて報告する．

2群のコホモロジ一環

ブロック・イデアルのコホモロジ一環の特殊性を説明するために，まず，通常のコホモロ

ジ一環について述べたい．

一般に Gを有限群， Kを体とする．以下で考える kG-加群はすべて kG上有限生成である

とする. kG珈群 U,Vに対して Ex島(U,V)が定義される．

定義 2.1kG如群 Uに対して，射影的 kG-加群の完全系列

P: ... → Pn+I~Pn~Pn-1 ー... → P1~P,。

が Po/imrp1'.:::'.U をみたすとき P 竺~u-o を U の射影分解という．

定義 2.2kG加群 Vに対して kG-加群 Uの射影分解

••• → Pn+l 二 Pn~Pn-1 ー... → P1~P,。 ~u一 0
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にHomkG(-,V)を施して双対鎖複休

叫 叶
0→ Ho加 (U,V)→ HomkG(Po, V)→ Ho加 (Pi,V)→ ・・・

外 外+I••• → (Pn-1, V)a→ HomkG(Pn, V) ---+ Ho加 (Pn+l,V)→ ・・・

が得られる．このコホモロジ一群をエクスト群という：

Ext知(U,V) = kerrp~ □ /im外

n=Oに対しては Ext晶(U,V) = HomkG(U, V)である.uが射影的ならば， n?,lに対して

Exfi:a(U, V) = 0である．従って，体Kの標数が 0であるかまたは Gの位数の素因数でなけ

れば，どの kG訓群 U,Vについても， Ext知(U,V) = 0 (n~1) . そこで，以下では体Kの

標数は Gの位数の素因数であると仮定し， pとおく．

00 

Ext;; 瓜U,V)=④Ext知(U,V) 
n=O 

とおく．特に， Ext知(k,V) = W(G, V), Exti:0(k, V) = H*(G, V)をVを係数加群とするコ

ホモロジ一群とよぶ

詳しい定義は省略するが，エクスト群にはカップ積とよばれる積が定義される (Yoneda

積ともよばれる） . kG-加群 U,V,A,Bに対して

U: Ext知(U,A)cEx嵐(V,B)―→ Ext;; オ(UcV,AcB) 

acf3 ←→ aU{J 

UcV'.:::'. VcU,AcB'.:::'. BcAであるが

aU{J = (-l)"'fJUa. 

この積により，特に， H*(G,k)= Ex烏(k,k)は次数可換線型環である．これをコホモロ

ジ一環とよぶコホモロジ一環 H*(G,k)はExt群に作用する．

U: Ext知(k,k)cExt知(A,B)----+ Ext;; ば(A,B) 

U: Ext知(A,B)cExt知(k,k)----+ Ext;; 古(A,B) 

エクスト群Exti:0(A,B)はコホモロジ一喋 H*(G,k)上の次数付き加群である.pEExt知(k,k), a E 

Ex如(A,B)に対して pUa= pa, aUp = apとかく．

部分群 H:(G, 元 gEGに対して次の写像が定義される：

resH : H*(G, U)→ H*(H, U), tr0 : H*(H, U)→ H*(G, U), 

con8 : H*(H, U)→ H*(8H, U). 

これらの写像は次の性質をもつ：

• 部分群 H:(Gに対して合成tr凡 resH: H*(G, U)→ H*(G,U)は IG:HI倍である．
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• 部分群 H,K,;::;Gについて次のいわゆる Mackey分解公式が成り立つ．

H*(G,U) 

~feSK ＼ 
ぐ） H*(K U) ／二..' H*(H, U) 

H,X~'G,< _H:;: ミ扇
H*(gH n K, U) 

HgKEH¥G/K 

• p E Hr(G, k), f3 E Ext知(U,V)に対して Frobeniusの相互律が成り立つ．

p(tr0 /3) = tr0((resH p)/3), (tr0 f3)p = tr0({3 resH p) 

他に重要な写像としてノルム写像，膨張写像などがある．次は基本定理である．

定理 2.1(Evens [1], Venkov [14])コホモロジ一環 H*(G,k)はNoether的である．

S~G を Sylow p—部分群とする．指数 IG:SI は p で割りきれないから K で可逆である．

可換固式

IG:SI 
H*(G, k) ,_, > H*(G, k) 

~()~ 
H*(S, k) 

が得られるから，直和分解 H*(S,k) = Imress 〶 Kertr0 が得られる．さらに

定理 2.2(安定元定理） I; E H*(S, k)について

I; E Imress←⇒ ressn,s I; = ressn,s cong I; ¥/g E G 

が成り立つ．上の条件の右辺が成り立つ元のことを G安定元とよぶ．さらに，これを言い

換えて

(1) l; E H*(S, k)がG-安定←⇒resQ l; = resQ con8 l; ¥/Q ,(S, V g E NG(Q) 

つまり，コホモロジ一環 H*(G,k)はSの部分群の fusion(融合）を反映するものである．

Sの部分群を対象とし， Q,R ,(Sに対して射 <p: Q→ RはgEGで8Q= Rとなる

gEGが引き起こす共役写像として， Frobenius園§s(G)を考え，上の右辺の条件をみたす

元のことを §s(G)ー安定元とよぶク:S(G)はfusionsystemとよばれることが多い．

また， Mackey分解から得られる次は重要である．すなわち

(2) H*(G, k)'.:::'. ress H*(G, k) = L trs ress咽 scon8 H*(S, k) 

SgSES¥G/S 
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Stabffs(G)げ S,k) = { t E H*(S, k) I tは名(G)ー安定}(= u E H*(S, k) I tはG安定｝）と

おく．これは Imress::::H*(G, k)に一致する．さらに，写像

知(=ress o trG) : H*(S, k)→ H*(S, k); t ←〗炉ressn•s cong t 
SgSES¥G/S 

を考えると，上の等式 (2)は

(3) 

と言い換えられる．

Stabクs(G)H*(S, k) = lmtko 

3 ブロック・イデアルとそのコホモロジ一環

群環 kGは直既約な両側イデアルの直和に分解される．

kG=B。EBB1 EB・ ・ ・EB Bn 

それぞれの直和因子のことを kGのブロック・イデアルとよぶ．

直既約 kG加群 Uはただ一つのブロック・イデアル B・ について BU=Uとなる．この

とき， Uはブロック・イデアル凡に属するという．自明な kG加群Kの属するブロック・イ

デアルを主ブロックとよぶ．以下では B。を主ブロックとする．

直既約 kG珈群 Uがブロック・イデアル Bjに属するならば， Uの射影分解P→U→O 

に現れる直既約射影加群はどれもブロック・イデアル凡に属する．従って，直既約 kG-加

群 Vがブロック・イデアル凡に属さなければExtkG(U,V) = 0となる．つまり，コホモロ

ジ一環 H*(G,k)= Ex烏 (k,k)は実は主ブロックの不変量である．

群環 kGは次の作用により k[Gx G]—加群である. Ci E kG, x, y E Gについて

(x, y)a = xay―1_ 

SをGのSylowp部分群とすると， kG= k[G x G]Rk△ (S)kである．ここで，△S = { (u, u) I 
u ES}. ブロック・イデアル Bはk[Gx G]—加群 kG の直既約直和因子である．そのヴァー

テックスはある pー部分群 Pにより，△P = { (u, u) I u E P} と表される．この p—部分群 P

はBのデフェクト群とよばれる．デフェクト群は Gの元で共役である．主プロック B。のデ

フェクト群は GのSylowp—部分群である．

さて，コホモロジ一環 H*(G,k)は主ブロックの不変量であった．それでは，一般のブロッ

ク・イデアルのコホモロジーとはいかなるものであるべきか？ブロック・イデアルにおい

て有限群の p—部分群と同様の役割を果たすものは部分対 (subpair) とよばれるものである．

p部分群 RとkCG(R)のブロック・イデアルbとの組 (R,b)を部分対とよぶ部分対には包

含関係が定義される．かなり複雑な定義なのでここでは省略する．

部分対 (R,b)はkCG(R)のブロック・イデアルbのGへの Brauer対応炉が kGのブロッ

ク・イデアルBに一致するとき B部分対とよばれる. p ,:::;Gがプロック・イデアルBのデ
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フェクト群のとき， B-部分対 (P,b)はSylowB-部分対とよばれる. Sylow p-部分群と同様

の役割を果たす．

以下では， SylowBー部分対を一つとって固定し， (P,bp) と表す．部分群 R~P に対して

部分対 (R,c)で (R,c)s; (P,bp)となるものがただ一つ存在する．この部分対を (R,加）と

記す．さて，構造論における p—部分群に相当するのは部分対である．そこで， fusion system 

夙P,bp)(B) を次のように定義する．すなわち，対象は P の部分群であり， Q,R~p に対し

て射 <fJ:Q→ Rは判Q,bQ) = (R, 加）となる gEGによる共役写像である．

ブロック・イデアル Bのコホモロジ一環とは H*(P,k)の部分環として次のように定義さ

れる．

定義 3.1(Linckelmann [5]) 

H*(G, B; (P, hp)) 

= { s E H*(P, k) I resQ s = resQ cong s VQ~P, V g E N0(Q, bQ), (Q, bQ) s; (P, hp)} 

すなわち， H*(P,k)の名P,bp)(B)ー安定部分環である．

もちろん，主ブロック B。の Linckelrnanの意味のコホモロジ一環は Sylowp—部分群 S の

少s(G)ー安定部分環であり， Gのコホモロジ一環 H*(G,k)と同型である．しかしながら，残

念ながら，一般のブロック・イデアルについてはそのコホモロジ一環は双対複体のコホモロ

ジーとしてはとらえられない．従って，おいそれとホモロジ一代数を展開することはできな

いのである．これは，通常のコホモロジ一環に対して定義されるような写像がブロック・イ

デアルのコホモロジ一環の間には存在するとは限らないし，たとえ存在するとしても，その

定義は全く別の考え方に基づくものとなる．部分群 Hのブロック・イデアル Cをとるとき，

Cのデフェクト群と Bのデフェクト群にはそもそも関係がない．そこで，デフェクト群は

共通に Pとしてとることにしても， SylowBー部分対 (P,bp)とSylowC-部分対 (P,cp)とを

うまく関係づけてとって，さらに fusionsystem§(P,bp)(B)と夙P,cp)(C)との間に適切に関

係をつけなければならない．これはなかなかに大変である．そこで， Kawai-Sasaki[2]では，

p=2として，デフェクト群が

(1)二面体群，準二面体群，（一般）四元数群（これらの場合，ブロック・イデアルはテイム

表現型とよばれるものである）

(2) リース 2群（この場合，ブロック・イデアルはワイルド表現型とよばれるものである）

の場合にブロックのコホモロジ一環を計算してみた．そこでは，写像 Trク： H*(P, k)→ 
H*(P, k)でその像ImTr夕がブロック・イデアルのコホモロジ一環となるものを構成するこ

とができた．この写像の意味はなにか？

この写像は，等式 (3)に相当する事実の反映なのではないのか？

ブロック・イデアル Bのソース多元環とよばれる直和因子が引き起こす H*(P,k)上の写

像により，等式 (3)に相当する事実が導かれると予想している．
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Kawai-Sasaki[2]の写像Trダ： H*(P, k)→ H*(P, k)ははたしてソース多元環が引き起こす

写像なんだろうか？

答えはイエスであるということがようやくわかったのである．

4ブロック・イデアルのソース多元環とコホモロジ一環

以下， BをkGのブロック・イデアルとし， Pをそのデフェクト群とし， (P,bp)をSylow

B部分対とする．

Bを直既約k[Gx G]—加群とみるとき△(P) = { (u, u) I u E P}はBのヴァーテックスであ

る．そこで， Bのk[Gx P]—加群としての直既約直和因子で△(P)をヴァーテックスとしても

つものがある．それを Bのソース加群とよぶ．ソース加群は BP= { a E B I ua = a Vu E P} 

に属する原始的べき等元 iを用いて kGiと表される．このべき等元はソースベき等元とよ

ばれている.Endk[GxPJ(kGi)'.:::: ikGiをBのソース多元環とよぶソース多元環 ikGiはブ

ロック・イデアル Bと森田同値であり，多くの性質を共有するとても大事な不変量である．

△ (P)がkGiのヴァーテックスであることは Brp(i)=/ 0ということである．ここで

Brp: (kGl (= {a E kG I ua = a Vu E P}→ kCG(P); I兄g曰 Lagg 
gEG gECG(P) 

はBrauer準同型とよばれ，環の全射準同型である.Brp(i) E kC0(P)は原始的べき等元であ

るから， kCo(P)のあるプロック・イデアルに属する．

定められた SylowB-部分対 (P,bp)に対して， Brp(i)E kCo(P)がbpに属するソースベ

き等元 iE BPが存在する．このとき， iは(P,bp)に属するという．

Bのソース多元環 ikGiはk[Px P]加群である．次はプロック・イデアルのコホモロジ一

環の基本定理である．

定理 4.1(Linckelmann [5], Sasaki [101)プロック・イデアルのソースベき等元 iが (P,bp)

に属するとき, I; E H*(P, k)について

I; E H*(G, B; (P, bp))←⇒ Op(/;) E HH*(kP)はk[Px P]加群 ikGiについて安定．

ここで， HH"(kP)はkPのHochshildコホモロジ一環であり， Op: H*(P, k)→ HH"(kP)は

対角埋め込み写像 (diagonalembedding) である．

この意味でH*(G,B; (P, bp))はH*(G,B; kGi)とも書かれる．以下では，単に， H*(G,B)

と害くことにする．

Bのソース多元環の k[Px P]加群としての構造を調べたい．次はPuigによるもので，出

発点である．



199

定理 4.2(例えば [13,Theorem 44.3]) ikGiはk[Px P]加群として次のように直和分解さ

れる．

ikGi:::: ① k[Pv]① z. 
VE[Nc(P.bp)/ PCc(P)] 

ここで， [N瓜P,hp)/ PCa(P)]は商集合N0(P,hp)/ PC0(P)の（ひとつの）完全代表系を表

し， vE [N0(P, hp)/ PC0(P)]について k[Pv]のikGiにおける重複度は 1である．また， z
の直既約直和因子はある xE G'--Na(P)で生成される k[Px P]加群k[PxP]に同型である．

一般に k[Px P]ー両側加群 k[PxP]はコホモロジ一環の写像

f PxP : H*(P, k)→ H*(P, k); t; →記reSpnxpCOllx l; 

を引き起こす．

ソース多元環 ikGiは写像 tikGi: H*(P, k)→ H*(P, k)を導く．いま， ikGiをk[Px P] 

加群としての直既約加群の直和として，ある劣 CG'--Na(P)を用いて

（直和分解*1) ikGi :::'. vE[Nc(P: 翌~PCc(P)] k[Pv] E9 (翌k[PxP])

と表すと，写像 tikGi: H*(P, k)→ H*(P, k)はt;E H*(P, k)を次のように写像する．

f;kGi : l; → L con"t;+ L P tr respnxp con t;. 

VE[Nc(P.bp)/PCc(P)] XE免

定理4.1はImt;kGi~H*(G, B)であることを意味する．そこで，この写像の像がブロック・

イデアルのコホモロジ一環であると予想している．

予想

Im t;kGi = H*(G, B). 

例 4.1Na(P, hp)が部分対の融合を統制する場合は予想が成り立つ．例えば，次の場合が該

当する．

(1) pが Gの正規部分群である．

(2) pが可換である．

(3) pが位数p3, 指数 (exponent) p2 の格別な p—群 (extraspecial p—群）．

(4) p がランク 3 以上の格別な p—群 (Stancu [12]) . 

(5) bの超焦点部分群が巡回群である (Watanabe[15, Theorem 3]) . 

Na(P,bp)によって部分対の融合が統制されない場合ではなかなか大変である．

次は ikGiのk[Px P]加群としての直既約直和因子が部分対の融合を引き起こすことを

示し，重要である．

命題 4.3(例えば KOlshammer,Okuyama and Watanabe [3]) k[PgP]がikGiの直和因子

に同型であるとする. Q = pg n P, R = P n g Pとお<• (Q, bQ), (R, 加） C (P, hp)について

g(Q, 加） = (R, 加）．
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従って，部分対の融合を調べることにより ikGiのk[Px P]加群としての直既約直和因

子の可能性を調べられる．

部分対の融合調べるためには本質的部分対 (essentialsubpair) とよばれるものが有用であ

るが，定義は省略し，重要な定理を述べる．

定理 4.4(Linckelmann [6])§= { (T, 切） <:; (P,bp) I (T, 切）は本質的}U{(P,bp)}は共役

族である．

すなわち， B部分対(Q,b砂 (R,加）について8(Q,加） = (R, 加）ならば，適当な (Fi,加），

(F2, bF,), ... , (Fm, bゎ） E§(Rj ,(Fj n Fj+1) と適当な gjE NG(Fj, 加）により con8: 

(Q, 加）→ (R, 加）が con8= con8m…8281と表される：

(Fi, 加） (Fi, 妬）

/~/~/ ＼ 
(Fm-1, bpm_1) (Fm, bpm) 

/~/~ 
(Q, bQ)----,;--+ (R1, bR,)-----,;-+ (R2, bR,)-----+・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・------+ (Rm-2, bRm_2) g-;;;?i (Rm-1, bRm_,) gご► (R, 加）．

次の定理は ikGiのある種の直既約直和因子の存在と重複度についてのもので重要である．

定理 4.5(Okuyama and Sasaki [8]) (T, hr) c (P, bp)を本質的部分対とする.M~No(T, hr) 

をNp(T)Co(T)を含み， M/TC0(T)< N0(T, 切）/TCo(T)が真の p強閉部分群であるよ

うにとる．このとき，任意の xE Na(T, br)'--M に対して k[PxP]はikGiの直和因子に同

型であり，その重複度は pを法として 1に合同である．

注意 4.1k[PxP]の重複度はxE No(T, br)'--M のとり方によらず一定である．

これらの事実を用いて p=2でデフェクト群が二面体群，準二而体群，（一般）四元数群

であるとき

• Kawai-Sasak:i[2]で構成した写像はソース多元環が導く写像に一致し，従って

• lmt;kG; = H*(G, B)である．

また， p>2 でデフェクト群が位数 p尺指数 p の格別な p—群についても同様であることが

わかった．

最近，さらに，詳しい説明はやはり省略するが，次が得られた．

定理 4.6ソースベき等元 iE BPがSylowBー部分対 (P,bp)に属するとする .xEGは条

件「どの C E Ca(P n xp)についても pn xp = p n expが成り立つ」をみたすと仮定

する. Q = px n P, R = P n xpとおく. B-部分対 (Q,加）， (R,加） C (P, bp)をとる．

X(Q, 加） = (R, 加）が成り立っていると仮定する．このとき，さらに，以下の 3つの条件の

どれかが成り立てばk[Px P]加群として k[PxP]はBのソース多元環 ikGiの直和因子に

同型である．

(1) QCp(Q)は加の defect群である．



201

(2) RCp(R)は加 の defect群である．

(3)加はべき零ブロックである．（このとき，加もべき零ブロックである）

さらに，条件「(3)と(1)」または「(3)と(2)」が成り立つとき， k[PxP]のikGiの直和因子

としての重複度は pを法として 1に合同である．

5 デフェクト群がリース 2—群であるブロック・イデアル

p=2 とし，ブロック・イデアル B のデフェクト群はリース 2—群

P = (a, b, t I a2n = b2n = t2 = 1, ab= ba, tat= b〉,n), 2 

であるとする．

c = ab, d = ab-1とおく．

zn-1 zn-1 zn-1 
x = a , y = b , z = c = xy, 

zn-2 I zn-2 
e = xt, f = d (= (ab―)） 

U = (a,b〉,Q = (e,f〉('.:::'.Q此 V= (e, f, c)(= (x, t, c〉=QZ(P)), 

Kawai-Sasaki [2]で構成した Trク： H*(P, k)→ H*(P, k)が source多元環 ikGiの導く写

像と一致することが確かめられた．（定理 5.4, 系5.5)

P の自己同型群は 2—群であるから， ikGi の直和分解（直和分解*1) は

（直和分解*2) ikGi'.:::'. kP EB 0會k[PxP])

の形である．

Aut U'.::::'. GL(2, 2), Out V'.::::'. GL(2, 2)である．

(P, bp)をSylowB部分対とする. (U, bu), (V, bv) c (P, bp)をとる．

•N瓜U, bu)/ Cc(U)'.::::'. GL(2, 2)のとき (U,bu)は本質的である.PCG(U)/CG(U) < Nc(U, bu)/CG(U) 

は強閉である．

•N瓜V, bv)/V仰 (V)'.::::'.GL(2, 2)のとき (V,bv)は本質的である.Np(V)C瓜V)/VC瓜V)< 

況 (V,bv)/V仰 (V)は強閉である．

そこで，以下では Nc(U,bu)/CG(U)'.::::'. GL(2, 2), NG(V, bv)/VCG(V)'.::::'. GL(2, 2)であると

仮定する．このとき， (P,bp)に含まれる本質的部分対の集合は

{(U,bu)}U『(V,bv)I u E P} 

で与えられる．従って，定理4.4の共役族はff={ (U, bu) }U『(V,bv)I u E P}U{(P,bp)} 

である．
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gu E Na(U, bu)'-PCa(U)をUの位数3の自己同型を引き起こすものとし，次のように

作用するものとする．

gua = b, gub = a―lb―1_ 

gv EN瓜V,bv)'--Np(V)仰 (V)をVの位数3の自己同型を引き起こすものとし，次のよ

うに作用するものとする．

gve = ef―1, gvf=e, gvc=c. 

gv EN瓜V,bv)のx,tへの作用は次の通りである．

gv功=czn-2打 t= Czn-2e, gv(czn-2e) = t, gvt = X[. 

Kawai—Sasaki [2]で定義した写像Trりは以下のように記述される．すなわち

I'u: H<P, k)→ H<P,k); t一t+tr叶esuconw t, 

I'v: H<P, k)→ H<P,k); t一t+記 resvgv t 

と定義すると

． 
I'uo几 oI'uoI'v= IヤoI'uoI'voI'u= I'voI'uoIャ

が成り立ち，この写像を Trクと書く．

• ImTrク=H*(G, B, X)が成り立つ．

写像TrりはtE H*(P, k)を次のように写像する．

Trク： t→ t+記 resucongu t +記resvcongv t 

＋討 resvn•vu congvgu t + trP resun•uv congugv t 

＋討 resvn•vun•v•uv congvgugv r. 

以下ではこの写像の意味を報告する．

5.1 trP resu conKu, trP resv conKv 

定理4.5が適用できて

命題 5.1(l)PnguP=U,Pngvp=V. 

(2) k[Pgu P], k[Pgv P] I ikGi. さらに，それぞれの重複度 mu,mvは奇数である．

(3)記 resucongu = tPguP, trP resv con8v = tPgvP・

注意 5.1写像tr行esucon8u = fPguP, tr行esvcon8v = fPgvPは0写像ではない．
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5.2 trP resvnKvu conngu, trP resunKUV congugv 

定理4.6の(1), (2)に該当し，次が得られる．

命題 5.2(1) k[PgvguP], k[PgugvP] I ikGi. さらに，それぞれの重複度 mvu,muvは奇

数である．

(2)記 resvngvucon8vw = tP(gvgu)P, trP resunguv con808v = tP(gugv)P・

5.3 trP resvncvuncvcuv conKVKuKv 

定理4.6の条件 (1)や (2)は満たされない. (3)に該当する．そこで，ここでは省略するが

もうひとつの重複度に関する定理があって，それにより，

命題 5.3k[PgygugvP] = k[PwP] I ikGi. さらに，その重複度 mvuvは奇数である．

以上により， k[Px P]加群

kPE9muk[Pgu P]ffimvk[Pgv P] 〶muvk[PgugvP]ffimvuk[Pgv gu P] ffimvuvk[Pgvgugv P] 

はikGiの直和因子に同型であり，これが溝<H*(P, k)の写像はTr夕であることがわかった．

5.4 ikGiの加群構造

残る課題は ikGiの上の直和因子以外の直和因子の考察である．

k[PgP] I ikGiとし， R= p8nP, S = Pn8Pとおく. (R, 加）， (S,bs)~(P, bp)をとる．

このとき

8(R, 加） = (S, bs) 
である．共役 8(R,加） = (S, bs)を本質的部分対の惰性群の元による共役の合成として次の

ように表すことができる．

(P, hp) (F2, hp2) 

／＼／＼／ ＼ 
<Fm-1, bFm-1) (P, bp) 

/~/~ 
(R, bR) ------,;-+ (R1, bR,) ------.,-----+ (R2, bR,) ----+・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ → (Rm-2, bRm_,) g---;;:?, (Rm-I, bRm_,) ----.,;:--t (S, hs) . 

ただし， 2,:S;q,:S;m-1については (Fq忍q)= (U, gu)または (V,gv). また， g1,gm E 

PCc(P)については， 1のこともある．

注意 5.2本質的部分対としては (V,bv)の P-共役も考えなければならないし，惰性群の元

もguや gy以外の元もあるのだから，上のように表すことができるということは自明では

なし'・

写像 tpgp=記ressco面が 0写像でないような k[PgP]I ikGiは上で得られた

k[PguP], k[PgvP], k[PgugvP], k[PgvguP], k[PgvgugvP] 

に同型であることを確かめたい．部分対の融合をひとつひとつ調べていく．
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最初と最後の (P,bp)とg1,gm E PCa(P)は省略して考察してよい．

(1) m = 3で

(U, bu) 

／＼ 
(R1, b R 1 ))  (R2, bR2) gu 

と表されるとき.R~U である．

(a) R2 = Uのとき， trPress con gは0写像でなく k[PgP]'.:::'.k[PguP]. 

(b) R2 < Uのとき，記resscongは0写像．

(2) m = 4で

(U, bu) (V, bv) 

／＼／＼ 
(R1, bR,)~(R2, 厄） ~(R3,bR3)

と表されるとき. R3~V n gvuである．

(a) R3 = V n gvuのとき，記resscoいは 0写像でなく k[PgP]'.:::'.k[PgvguP]. 

(b) R3 < V n gvuのとき，記resscon gは0写像．

(3) m?  5で

(U, bu) (V, bv) (U, bu) 

/~/~/~/ (R1, bR,))  (R2, bR,))  (R3, bR3) :(R4, bR4) 、，．．．
gu gv gu 

と表されるとき， tr行esscon gは0写像である．

(4) m = 3で

(V, bv) 

／＼ 
(RぃbR1) ) (Rふ征）

gy 

と表されるとき．

(a) R2 = Vのとき， tr行esscongは0写像でなく， k[PgP]'.::::'.k[PgvPJ. 

(b) R2 < Vのとき， tr行esscongは0写像．

(5) m = 4で

(V, bv) (U, bu) 

／＼／＼ 
(R1, bR,)~(R2, 厄） ~(R3,bR3)

と表されるとき. R3,::;; un guyである．

(a) R3 =Un guyのとき， tr行essco記は 0写像でなく， k[PgP]'.::::'.k[PgugvP]. 
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(b) R3 <Un  wyのとき， tr叶esRcon gは0写像．

(6) m = 5で

(V, bv) (U, bu) (V, bv) 

/~/~/~ 
(Ri, b R 1 ) )  (R2, b R 2 ))  (R3, bR3))  (R4, bR4) 

gv gu gv 

と表されるとき. R4~V n gvu n gvguyである．

(a) R4 = vn gvun 8V8UVのとき，記 resscongは0写像でなく， k[PgP]'.:::'.k[PgvgugvP]. 

(b) R4 < V n gvu n gvguyのとき， tr叶esscongは0写像．

(7)m~6 で

(V, bv) (U, bu) (V, bv) (U, bu) 

/~/~/~/~/ 
(R1, bR,))  (R2, bR2))  (R3, bR3))  (R4, bR4))  (Rs, bR5) 、．．．

gv gu gv gu 

と表されるとき， trPress co記は 0写像である．

以上で場合が尽くされ

定理 5.4ikGiはk[Px P]加群として次のように直和分解される．

ikGi'.:::'. kP EB muk[Pgu P] 〶 mvk[PgvP] 〶 muvk[PgugvP] EBmvuk[PgvguP] 

① mvuvk[Pgvgugv P]① z. 

ここで，重複度 mu,mv, muv, mvu, mvuvはいずれも奇数であり， zのどの直既約直和因

子についてもそれに同型な k[PgP]については記 resPn•P coいは 0写像である．

系 5.5Tri= f;kGi・
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