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$\epsilon$-KKT 条件と具体例
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Abstract

不等式制約付の凸計画問題に対して $\epsilon$-近似解を得るための Karush-
Kuhn-Tucker (以下単に KKT という) タイプの条件を示す $\sim$ よく知ら

れているように (正確な) 解を得るための KKT タイプ条件は Slater
の制約想定の下で示される. 本報告では, Slater の制約想定を仮定せ
す, 新たな条件を仮定して, KKT タイプの条件を示す,

1 準備

次の凸計画問題を考える.

(P) minimize $f(x)$

subject to $g_{\mathrm{i}}(x)\leqq 0(i=1, ..., m)$

where $f,$ $g_{\dot{*}}$ $(i=1, ..., m)$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ convex.

次の条件が仮定されている.

Assumption. 許容集合 $K=\{x|g:(x)\leqq 0(\mathrm{i}=1, \ldots, m)\}\neq\emptyset$ . 目的関数
$f$ : $K$ 上て下に有界.

凸計画問題 (P) に対して \epsilon -近似解を定義する.

Definition 1. $\overline{x}\in K$ が (P) に対して $\epsilon$-近似解てあるとは $f(x)+\epsilon>f(\overline{x})$

for any $x\in K$ を満たすことてある.

recession cone および $\epsilon$-subdifferential を定義する.
Definition 2. [6] $C\subset \mathrm{R}^{n}$ を convex set とする. recession cone $0^{+}C$ of
$C$ てあるとは $0^{+}C=\{d\in \mathrm{R}^{n}|\forall x\in C, \forall\alpha\geqq 0, x+\alpha d\in C\}$ を満たすこと
てある.
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Definition 3. [3] $h$ : $\mathbb{R}^{\mathrm{n}}arrow \mathbb{R}$ を convex function とする. $\partial_{\epsilon}h$ (x) が $h$

の $x$ における $\epsilon$-subdifferential であると [ま $\partial_{\epsilon}h(x)=\{y\in \mathbb{R}^{n}|h(x’)\geqq$

$h(x)+\langle y, x’-x\rangle-\epsilon$ for any $x’\in \mathbb{R}^{n}$ } を満たすことである.

Strodoit et $\mathrm{a}1$ (1983) によって示された $\epsilon$-近似解を得るための KKT タイ

プの条件をあらわす& Slater の制約想定はつぎのようてある.

Assumption (CQ) (Slater の制約想定). g-(y)<0 for any $i=1,$ $\ldots,$
$m$

となるような $y\in \mathbb{R}^{\iota}$ が存在する.

Theorem 0. [7] $\epsilon\geqq 0$ , (CQ) が仮定される. このとき, $\overline{x}\in K$ が (P) に対
する \epsilon -近似解てあるための必要十分条件は

$(\overline{\lambda}_{1,7}\ldots\overline{\lambda}_{m})\neq\theta,\overline{\lambda}_{i}\geqq 0(i=1, \ldots, m)$ , and $\overline{\epsilon}_{i}\geqq 0(i=0, \ldots, m)$ が存在し
以 Tを満たすことである

$\theta\in\partial_{\Xi_{0}}f(\overline{x})+.\cdot\sum_{=1}^{m}$ \sim \sim $\overline{\epsilon}_{\dot{\mathrm{s}}}\overline{\lambda}$ igi(j), (1)

$\sum_{\dot{*}=0}^{m}\overline{\epsilon}i-\epsilon\leqq\sum_{\dot{*}=1}^{m}\overline{\lambda}$i $g:(\overline{x})\leqq 0$ . (2)

$(\epsilon)$ -KKT条件における (CQ), duality gap と $\epsilon$ の符号による設定は以下の
ようにまとめられる.

$\epsilon$ (CQ) $\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}_{-}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{p}$

Rnckafellar (1970 ) $=0$ yes no
Strodoit et al. (1983) $\geqq 0$ yes no
Yokoyama (1992)

-

$\geqq 0$ no yes
設定 (a) $>0$ no no
設定 (a) で Strodoit et $\mathrm{a}1$ (1983) と同一な KKT タイプの条件 $(1)(2)$ を示

すことはてきない。

Example 0. (P) minimize $f$ (x1, $x_{2}$ ) $=e^{-x_{1}}-x_{2}$

subject to $g_{1}$ (x1f $x_{2}$) $=-x_{1}\leqq 0$ ,
$g_{2}(x_{1}, x_{2})=x_{2}^{2}\leqq 0$.

を考える. 明らかに, $f,$ $g_{1},$ $g_{2}$ は凸てあり, $K=\{x=(x_{1}, x_{2})|x_{1}\geqq 0,$ $x_{2}=$

$0\}$ てあるから Slaterの制約想定は成立しない. また (P) に対する (正確な)

解も存在しない.
$\epsilon=1$ とすると $\overline{x}=(0, \mathrm{O})\in K$ は (P) に対する \epsilon -近似解となる.

$0\leqq\eta\leqq 1$ とすると

�$\eta f(0,0)=\{(\xi_{1}, -1)|\xi_{1}\leqq 0(0\leqq\eta\leqq 1)\xi_{1}<0(0\leqq\eta<1)\}$ (3)
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が威立する. また $\eta\geqq 0,$ $\lambda$ >0 とすると

$\partial_{\eta}g_{1}(0,0)=\{(-1,0)\}$

$\partial_{\eta}(\lambda g_{1}-)(0,0)=\{(-\lambda, 0)\}$

$\partial_{\eta}g_{2}(0,0)=\{(0, \xi)|-2\sqrt{\eta}\leqq\xi\leqq 2\sqrt{\eta}\}$

$\partial_{\eta}(\lambda g_{2})(0,0)=\{(0, \xi)|-2\sqrt{\eta\lambda}\leqq\xi\leqq 2\sqrt{\eta\lambda}\}$

$\partial_{0}$ g2 $(0_{-}, 0)=(0,0)$

が威立する. ここて $(1)(2)$ が成立したとすると, (1) より次式が威り立つ

$(0, 0)=(\xi_{1}, -1)+(-\lambda, 0)+(0, \xi_{2})$ (4)

1. $\epsilon_{2}>0$ の場合
(2) より $\epsilon_{0}\leqq\epsilon-(\epsilon_{1}+\epsilon_{2})<\epsilon=1$ となるのて, (3) より $\xi_{1}<0$ となり,

(4) の第 $x_{1}$ 成分は $0=\xi_{1}-\lambda<0$ となって矛盾.

2. $\epsilon_{2}=0$ の場合
(4) の第 $x_{2}$ 成分は $0=-1$ となって矛盾.

新たに以 Tの条件を仮定する.

Assumption 1. もし十分小さな $\eta>0$ に対して $x\in K(\eta)\cap K^{\underline{\epsilon}}$ のとき

次のような $x’\in K$ が存在する

$|f(x)-f(x’)|<\epsilon$

但し $K_{-}=\{x\in \mathbb{R}^{n}|g:(x)\leqq 0\},$ $K_{i}^{c}=\{x\in \mathbb{R}^{n}|g:(x)>0\}(i=$

$1,$
$\ldots,$

$m),$ $K(\eta)=$ { $x\in \mathbb{R}^{n}|$ g-(x)\leqq \eta , $i$ =1, .. ., $m$}.
Assumption 2. 2-1 $A_{\epsilon}$ : closed,

2-2 $0^{+}A_{\epsilon}\cap 0+B$ $=\{\theta\}$

但 $1_{\vee}$ $A_{\epsilon}=$ { $z\in \mathbb{R}^{m+1}|$ 殉 $\geqq f(x)+\epsilon,$ $Z:\geqq g:(x)(i=1,$
$\ldots,$

$m);x\in \mathbb{P}$ },
$B=\{z\in \mathbb{R}^{m+1}|z_{0}\leqq f(\overline{x}), z:\leqq 0(i=1, \ldots, m)\}$.

2 $\epsilon$-KKT 条件と例

Theorem 1. $\epsilon>0,$ $\mathrm{A}$8sumption1 を仮定する. このとき $\overline{x}\in K$ が (P) に
対する $\epsilon$-近似解てあるための十分条件は $(1)(2)$ が威立することてある, また
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必要条件は ( $\overline{\lambda}_{1},$ $\ldots,\overline{\lambda}\sim\neq\theta,\overline{\lambda}_{i}\geqq 0(i=1, \ldots, m)$ , and $\overline{\epsilon}_{\dot{*}}\geqq 0(i=0, \ldots, m)$

が存在して以下を漢たすことである

(1) and $. \sum_{1=0}^{m}\overline{\epsilon}$i $-2 \epsilon\leqq\sum_{i=1}^{m}\overline{\lambda}$ igi $(\overline{x})\leqq 0$ .

Theorem 2. $\epsilon>0$ , Assumption 2 を仮定する. このとき $\overline{x}\in K$ が (P) に
対する $\epsilon$-近似解てあるための必要十分条件は $(1)(2)$ が威立することである.

Example 1. (P) minimize $f(x_{1},x_{2})=2^{-x_{1}-x_{2}}$

subject to $g_{1}(x_{1}, x_{2})=|x_{1}|-x_{2}\leqq 0$ ,
$g_{2}(x_{1},x_{2})=-x_{1}+x_{2}\leqq 0$.

を考える. 明らかに, $f,$ $g_{1},$ $g_{2}$ {ま凸てあり, $K=\{x=(x_{1}, x_{2})|x_{2}=x_{1},$ $x\geqq$

$0\}$ てあるから Slater の制約想定は成立しない. また (P) に対する (正確な)

解も存在しない. $\epsilon=1/2$ とすると $\overline{x}=(1,1)\in K$ は (P) に対する \epsilon -近似解

となる. Assumption 1 が成立するのが確かめられる.
$\partial_{\eta}g$ 1 $(1, 1)$ $=$ $\{([1-\eta, 1], -1)\},$ $\partial$

\eta
$g_{2}(1,1)=\{(-1,1)\}$ for each $\eta\geqq 0$ ,

$\partial_{\epsilon}f(1,1)=\{([-0.62,0], [- 0.62,0])\}$ なのて $\overline{\lambda}_{0}=1,\overline{\lambda}_{1}=1,\overline{\lambda}_{2}=1,\overline{\epsilon}_{0}=$

$\epsilon,\overline{\epsilon}_{1}=0,\overline{\epsilon}_{2}=0$ が存在して次が成立する

$\theta\in\partial_{6}f(1,1)+\partial_{0}(1g_{1})(1,1)+\mathrm{a}$(1g2) $(1,1)$ ,
$\overline{\epsilon}_{0}+\overline{\epsilon}_{1}4\overline{\epsilon}2-2\epsilon=-\epsilon\leqq 0=1g_{1}(1,1)+1g_{2}(1,1)$ .

Example 2. (P) minimize $f(x_{1}, x_{2})=$ ($x_{1}^{2}+$-x:)/8
subject to $g_{1}(x_{1}, x_{2})= \max(0, |x_{1}|-x_{2})\leqq 0$ ,

$g_{2}(x_{1}, x_{2})= \max(0, -x_{1}+x_{2})\leqq 0$ .

を考える. 明らかに, $f_{t}g$1, $g_{2}$ [ま凸てあり, $K=\{x=(x_{1}, x_{2})|x_{2}=$

$x_{1},$ $x\geqq 0\}$ てあるから Slater の制約想定は成立しない. $\epsilon=1/2$ とすると
$\overline{x}=(1,1)\in K$ は (P) に対する $\epsilon$-近似解となる. Assumption 2 が成立する
ことが確かめられる. $\eta\geqq 0$ なのて

�$\eta g1(1,1)=\{([\alpha_{1}-\eta, \alpha_{1}], -\alpha_{1})|0\leqq\alpha_{1}\leqq 1,\eta_{1}=\eta\}$ ,
$\partial_{\eta}g_{2}(1,1)=\{(-\alpha_{2}, \alpha 2)|\alpha_{2}\leqq 1, ’ =\eta\}$,
$\partial_{0}f(1,1)=\{(2/8,2/8)\}$ ,



223

となり, $\overline{\lambda}_{1}=1,\overline{\lambda}_{2}=1,\overline{\epsilon}_{0}=0,\overline{\epsilon}_{1}=\epsilon,\overline{\epsilon}_{2}=0,$ $\alpha_{1}=2/8,$ $\alpha_{2}=0$ が存在し
て次が成立する

0 $\in$ $\partial_{0}f(1,1)+\partial_{\epsilon}(1g_{1})(1,1)+\partial_{0}(1g_{2})(1,1)$

$=$ $\{(2/8,2/8)+(\xi, -2/8)+(0,0)|2/8-1/2 \leqq\xi\leqq 2/8\}$ ,
$\overline{\epsilon}$0 $+\overline{\epsilon}1+\overline{\epsilon}$2-g $=0\leqq 0=1g_{1}(1,1)+1g_{2}(1,1)$ .
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