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Bamach 空間の puniform smoothness および $q$-uniform convexity を特

徴付ける Clarkson 型不等式や Hanner 型不等式を論じる. 特にこれら

の特性をもつ空間を特徴付ける Clarkson型不等式は重み定数をもつ不
等式 (Pisier [12]; cf. [2]) として知られ, その後 Takahashi-HashimotO-
Kato ([13]) によって拡張された. これら重み定数の意味づけもあわせ

て考察する.

1. $p$-uniform smoothness &q-uniform convexity

定義 1. (i) Banach 空間 $X$ は, 定数 $K\geq 1$ が存在して $\rho_{X}(\tau)\leq K\tau^{p}(\forall\tau\geq 0)$

が成立するとき.’ $p$-uniformly smooth $(1 \leq p\leq 2)$ であるという, ここで $\rho_{X}(\tau)$ は

$X$ の modulus of smoothn$ess$ , すなわち

$\rho_{X}(\tau)=\sup\{\frac{||x+\tau y||+||x-\tau y||}{2}-1$ : $||x||=||y||=1\}$

である.

(ii) Banach 空間 $X$ は, 定数 $C>0$ が存在して $\delta_{X(}’\epsilon$ ) $\geq C\epsilon^{q}$ $(\forall\epsilon>0)$ が成立

するとき., $q$-uniformly convex $(2\leq q<\infty)$ であると $\mathrm{t}$ゝう. ここで $\delta_{X}(\epsilon)$ {は $X$ の

modulus of convexity, すなわち

$\delta_{X}(\epsilon)=\inf\{1-||\frac{x+y}{2}||$ : $||x||=||y||=1,$ $||x-y||=\epsilon\}$ $(0\leq\epsilon\leq 2)$

である.
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$p$-uniformly smooth また $q$-uniformly convex である空間はそれぞれ次の不等式
によって特徴付けられる.

定理 1(Takahashi, Hashimoto and Kato[13])

(i) $X$ が $p$-uniformly smooth $(1 <p\leq 2)$ であるための必要十分条件は $1\leq$

$\forall r<\infty\exists K>0\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$( \frac{||x+y||^{r}+||x-y||^{r}}{2})^{1/r}\leq(||x||^{p}+||Ky||^{p}.)^{1/p}$ $\forall x,$ $y\in X$ (1)

である.

(ii) $X$ が $q$-uniformly convex $(2\leq q<\infty)$ であるための必要十分条件は 1 く

$\forall r\leq\infty\exists C>0\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$( \frac{||x+y||^{r}+||x-y||^{r}}{2})^{1/r}\geq(||x||^{q}+||Cy||^{q})^{1/p}$ $\forall x,$ $y\in X$ (2)

である.

(1), (2) の定数 $K,$ $C$ は実際 $1\leq K<\infty,$ $0<C\leq 1$ である. (1) を満たす $K$ の

最小値, (2) を満たす $C$ の最大値は最良定数であり, それぞれ $US_{p(r)}(X),$ $UC_{q(r)}(X)$

で表す

2. Carkson 型不等式

定理 2. $X$ を Banach 空間, $1<p\leq 2,1/p+1/q=1$ とする. このとき次の (i),

(ii) は同{直である.

(i) $X$ は $p$-uniformly smooth である.

(ii) 実数 $t(t\neq 1/2)$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in X$ について

$( \frac{||x+y||^{p}+||x-y||^{p}}{2})^{1/p}\geq(||tx+(1-t)y||^{q}+||(1-t)x+ty||^{q})^{1/q}$ (3)

が威立する.

注意 1. 関数
$f(t)=(||tx+(1-t)y||^{q}+||(1-t)x+ty||^{q})^{1/q}$

は $t\leq 1/2$ で単調減少, $t\geq 1/2$ で単調増加する $t=1/2$ に関して対称な関数であ

る. (3) が成立するとき $t$ の取り得る値の範囲は $0\leq t\leq 1,$ $t\neq 1/2$ である. した

がって $f(t)$ は $x,$ $y$ を $t:(1-t)$ および (1-t): $t$ iこ内分するベクトノレを $u,$ $v$ とする

とき, $(u, v)$ の $l_{q}^{2}(X)$ ノノレムとなる. (3) は変数変換 $x+y=u,$ $x-y=v/(2t-1)$
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に上って

$( \frac{||u+v||^{q}+||u-v||^{q}}{2})^{1/q}\leq(||u||^{p}+||\frac{1}{2t-1}v||^{p})^{1/p}$

となり

$US_{p(q)}(X)= \min|1/(2t-1)|$ (4)

を得る.

$t=1/2$ の場合 (3) は任意のバナツハ空間に対して成立する. また $t=0,1$ の場

合, (3) はオリジナルな Clarkson 不等式

$( \frac{||x+y||^{p}+||x-y||^{p}}{2})^{1/p}\geq(||x||^{q}+||y||^{q})^{1/q}$

となる.

定理 3. $X$ を Banch 空間, $1<p\leq 2,1/p+1/q=1$ とする. このとき次の (i),

(ii) は同{直である.

(i) $X$ は $q$-uniformly convex である.

(ii) 実数 $s$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して

$( \frac{||x+y||^{q}+||x-y||^{q}}{2})^{1/q}\leq(||sx+(1-s)y||^{p}\mathrm{t}^{1}||(1-s)x+sy||^{p})^{1/p}$ (5)

が威立する.

注意 2. 定理 2 の場合と同様の変数変換により

$( \frac{||u+v||^{p}+||u-v||^{p}}{2})^{1/p}\geq(||u||^{p}+||\frac{1}{2s-1}v||^{q})^{1/q}$

となり:
$UC_{q(p)}(X)= \max|1/(2s-1)|$ (6)

を得る. (5) が成立するときの $s$ の取り得る値の範囲は $s\leq 0,$ $s\geq 1$ である. し

たがって (5) の右辺は $x,$ $y$ を $|s|$ : $|1-s|$ および $|1-s|$ : $|s|$ に外分するベクトノレを

$u,$ $v$ とするとき, $(u, v)$ の $l_{q}^{2}(X)$ ノノレムとなる. $s=0,1$ の場合は (5) はオリジナノレ

な Clarkson 不等式

$( \frac{||x+y||^{q}+||x-y||^{q}}{2})^{1/q}\leq(||x||^{p}+||y||^{p})^{1/p}$

となる.
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定理 4(双対定理). $X$ を Banach 空間, $X^{*}$ をその双対空間とする. $1<p\leq$

$2$ , $1/p+1/q=1$ とし $s,$ $t$ は $|(2t-1)(2s-1)|=1$ をみたす実数とする. このとき

次の (i), (ii) は同値である.

(i) $( \frac{||x+y||^{p}+||x-y||^{p}}{2})^{1/p}\geq(||tx+(1-t)y||^{q}+||(1-t)x+ty||^{q})^{1/q}$

が $X$ で戒立する.

(ii) $( \frac{||x^{*}+y^{*}||^{q}+||x^{*}-y^{*}||^{q}}{2})^{1/q}\leq(||sx^{*}+(1-s)y^{*}||^{p}+||(1-s)x^{*}+sy^{*}||^{p})^{1/p}$

が $X^{*}$ で戒立する.

3. Hanner 型不等式

Hanner [6] は $L_{p}$ の modulus of convexity を算出する際に不等式

$||x+y||_{p}^{p}+||x-y||_{p}^{p}\geq|||x||_{p}+||y||_{p}|^{p}+|||x||_{p}-||y||_{p}|^{p}$ $(1<p\leq 2)$

$||x+y||_{p}^{p}+||x-y||_{p}^{p}\leq|||x||_{p}+||y||_{p}|p +|||x||_{p}-||y||_{p}|^{p}$ $(2\leq p<\infty)$

を導入した. これらの不等式を拡張した次の Hanner型不等式によって 2-unif0rmly

smooth および 2-uniformly convex である空間が特徴づけられる.

定理 5([15]). Banach 空間 $X$ が 2-uniformly smooth であるための必要十分条

件は, 任意の $1<s,$ $t<\infty$ に対して $1\leq\gamma<\infty$ が存在して

$( \frac{||x+y||^{s}+||x-y||^{s}}{2})^{1/s}\leq(\frac{|||x||+||\gamma y|||t +|||x||-||\gamma y|||^{t}}{2})1/t$ $\forall x,$ $y\in X$

(7)

が戒立することである.

定理 6([15]). Banach 空間 $X$ が 2-uniformly convex であるための必要十分条件

は任意の $1<s,$ $t<\infty$ に対して $0<\gamma\leq 1$ が存在して

$( \frac{||x+y||^{s}+||x-y||^{s}}{2})^{1/s}\geq(\frac{|||x||+||\gamma y|||t +|||x||-||\gamma y|||^{t}}{2})1/t$ $\forall x,$ $y\in X$

(8)
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が成立することである.

Weight の位置を変えた次の Hanner型不等式により $p$-uniformly smoothおよび
$q$-unifrmly convex である空間が特徴付けられる.

定理 7. $1<p\leq 2$ および $p\leq s<\infty$ とする. このとき Banach 空間 $X$ が

$p$-uniformly smooth であるための必要十分条件は $\gamma>0$ が存在し

$(||x+y||^{p}+||\gamma(x-y)||^{p})^{1/p}\geq(|||x||+||y|||^{s}+|||x||-||y|||^{s})^{1/s}$ $\forall x.y’\in X(9)$

が成立することである.

定理 8. $2\leq q<\infty$ および $1\leq t\leq 2$ とする. このとき Banach 空間 $X$ が

$q$-uniformly convex であるための必要十分条件は $\gamma>0$ が存在し

$(||x+y||^{q}+||\gamma(x-y)||^{q})^{1/q}\leq(|||x||+||y|||t +|||x||-||y|||^{t})^{1/t}$ $\forall x,$ $y\in X(10)$

が成立することである.

注意 3. (9) は $s<p$ の場合, 実数体 $\mathbb{R}$ 上においても成立しない. また (10) は
$2<t\leq q$ の場合は未知ではあるが, $t>q$ の場合は $\mathbb{R}$ 上においても戒立しない.
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