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An $\epsilon$-Saddle Point of a Fractional Game
木村 寛, 松山敬左, 星野満博, 川島洋人, 矢戸弓雄

秋田県立大学 システム科学技術学部 経営システム工学科

1 Introduction

分数形 2 人ゼロ和ゲーム (GP) を次の集合

$(N, X, Y, f, g, G)$ (1.1)

で与える. ここで,

1. $N$ $:=\{1,2\}$ を家 ayer の集合.

2. $E$ を線形位相空間とし, 各々の Player $\mathrm{I},\mathrm{I}\mathrm{I}$ は戦略集合 $X.Y’\subset E$ から, それぞれ
戦略 $x\in X,$ $y\in Y$ を選ぶものとする.

3. $f$ : $X\cross Yarrow R,$ $g$ : $X\cross Yarrow R_{+}$ . ただし, $R_{+}=(0, \infty)$ .

4. $G=f/g:X\cross Yarrow R$ , つまり, 任意の $(x, y)\in X\cross Y$ に対して. $G(x, y)=, \frac{f(x,y)}{g_{\backslash }x,y)}$

と定義し, Player I の損失関数 (loss function) とする. よって, 今 2 人ゼロ和ゲー
ムより, Player 垣の損失関数は一 $G$ である.

ま $_{arrow}^{-}$ ,

$\overline{\theta}:=\inf_{x\in X}\sup_{y\in Y}G(x, y)$ ,

とお $<$ .

$\underline{\theta}:=\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}G(x, y)$ (1.2)

$\overline{\theta}$ は Player I の minimal worst loss と呼ばれ, $\underline{\theta}$ は Player 垣の maximal worst
gain といわれる.

一般には, $\overline{\theta}\geq\underline{\theta}$ が成り立ち , $\overline{\theta}\neq\underline{\theta}$ のとき:dualty gap が存在しているという.

Definition 1.1 ゲーム (GP) が game value (in short, avalue) をもつとは

$\theta=\underline{\theta}=:\theta^{*}$ (1.3)

が成り立つときをいう. また, この $\theta^{*}$ をゲーム (GP) の� $\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}$ とよぶ.
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Definition 12 $y^{*}\in Y$ がゲーム (GP) の max-inf であるとは,

$\theta=\inf_{x\in X}\sup_{y\in Y}G(x, y)=\inf_{x\in X}G(x_{7}y^{*})$
(1.4)

が成り立つことをいい, また, $x^{*}\in X$ がゲーム (GP) の mini-sup であるとは,

$\underline{\theta}=\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}G(x, y)=\sup_{y\in Y}G(x^{*}, y)$
(1.5)

が成り立つことをいう.

Proposition 1.1 ゲーム (G$P$) が次の (1)(2) のどちらか一方,

(1) $x^{*} \in X\delta^{\grave{\grave{\mathrm{y}}}}(GP)\text{の}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}-\sup)$
.

(2) $y^{*}\in Y\hslash\grave{\grave{\backslash }}(GP)\text{の}$ max-inf,

を満たしているならば, $\overline{\theta}=\underline{\theta}$ が成り立つ.

証明は参考文献 [1] 参照.

Definition 13 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲーム (GP) の saddle point であるとは, 次力\prec 成

り立つことをいう.

$\sup_{y\in Y}G(x^{*}, y)=G(x^{*}, y^{*})=\inf_{x\in X}G(x, y^{*})$
. (1.6)

$(i.e.$ , $G(x^{*}, y)\leq G(x^{*}, y^{*})\leq G(x, y^{*})$ , $\forall x\in X,$ $\forall y\in Y)$

このとき, 次であることが知られている.

Proposition 12 $x^{*}\in X$ がゲーム (GP) の mini-sup (または, $y^{*}\in Y$ が max-inf) で

あるならば, game value $\theta^{*}$ が存在し,

$\theta=\underline{\theta}=:\theta^{*}$ (1.7)

を満たす

Proposition 13 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲー $\text{ム}(GP)$ の saddle point であるための必要十

分条件は, $x^{*}\in X$ が (GP) の mini-sup かつ, $y^{*}\in Y$ が (GP) の $\max$-inf であることで

ある.

証明は, 参考文献 [1] 参照.

ゲーム (GP) に対して, 直接, game value や $\in$-saddle point, saddle point を求めるのは

困難であるため, 次のパラメトリツクゲームを考える.
よってはじめに, (GP) に対するパラメトリツクゲーム $(GP_{\theta})$ を構成する.
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2AParametric Game of (GP)

ゲーム (GP) に対するパラメトリックゲーム $(GP_{\lambda})$ を次の集合で与える:

$(N, X, Y, f, g, \lambda, F_{\lambda})$ (2.1)

ここで,

1. $N:=\{1,2\}$ を Player の集合.

2. $E$ を線形位相空間とし, 各々の Player I,垣は戦略集合 $X,$ $Y\subset E$ から, それぞれ

戦略 $x\in X,$ $y\in Y$ を選ぶものとする.

3. $f$ : $X\cross Yarrow R,$ $g$ : $X\cross Yarrow R_{+}$ .

4. $\lambda\in_{-}R$ .

5. $F_{\lambda}=f-\lambda g$ : $X\cross Yarrow R$ と定義し, Player I の損失関数とする. つまり, 任意
の $(x, y.)\in X\cross Y$ に対して $F_{\lambda}(x, y)=f(x, y)-\lambda g(x, y)$ である. また, 今 2 人ゼ
ロ和ゲームより, Player II の損失関数は $-F_{\lambda}$ である.

$\text{ま}_{\tilde{\mathrm{c}}}$ ,

$\overline{F}_{\lambda}:=\inf_{x\in}$
$’ \sup_{y\in Y}F_{\lambda}(x, y)$

,

とお $<$ .

$\underline{F}_{\lambda}:=\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}F_{\lambda}^{\urcorner}(x, y)$
(2.2)

(GP) における定義と同様にして, 次の定義を与える.

Definition 2.1 ゲーム $(GP_{\lambda})$ が game value (in short, avalue) をもつとは

$\overline{F}_{\lambda}=\underline{F}_{\lambda}=:F_{\lambda}^{*}$ (2.3)

が成り立つときをいう. また $F_{\lambda}^{*}$ をゲーム $(GP_{\lambda})$ の value とよぶ.

Definition 22 $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\lambda})$ の $\max$-inf であるとは,

$\overline{F}_{\lambda}=\inf_{x\in X}\sup_{y\in Y}F_{\lambda}(x, y)=\inf_{x\in X}F_{\lambda}(x, y^{*})$
(2.4)

が成り立つことをいい, また, $x^{*}\in X$ がゲーム $(GP_{\lambda})$ の而 $\mathrm{n}\mathrm{i}-\sup$ であるとは,

$\underline{F}_{\lambda}=\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}F_{\lambda}(x, y)=\sup_{y\in Y}F_{\lambda}(x^{*}, y)$
(2.5)

が成り立つことをいう.

Definition 23 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲーム $(GP_{\lambda})$ の saddle point であるとは, 次が成り
立つことをいう.

$\sup_{y\in Y}F_{\lambda}(x^{*}, y)=G(x^{*}, y^{*})=\inf_{x\in X}F_{\lambda}(x, y^{*})$
. (2.6)
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Proposition 2.1 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲーム $(GP_{\lambda})$ の saddle point であるための必要
十分条件は, $x^{*}\in X$ が $(GP_{\lambda})$ の mini-sup かつ $y^{*}\in Y$ が $(GP_{\lambda})$ の $\max$-inf であること
である,

Proof. Proposition 13 と同様. $\square$

Definition 24 $X,$ $Y\subset E$ を空でない集合, $\varphi$ : $X\cross Yarrow R$ とする. このとき任意の

$y\in Y$ に対して $\varphi(\cdot, y)$ が convexlike であるとは, 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in X$ と $\alpha(0\leq\alpha\leq 1)$

に対して, ある $x_{0}\in X$ が存在して.

$\varphi(x_{0}, y)\leq\alpha\varphi(x_{1}, y)+(1-\alpha)\varphi(x_{2}, y)$ , $\forall y\in Y$ (2.7)

が成り立つことである.

Theorem 2.1 (Minimax Theorem 1) [1]
$X$ をコンパクト凸集合とし, $\varphi$ : $X\cross Yarrow R$ は次の条件を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $\varphi(\cdot, y)$ : $Xarrow R_{2}1.\mathrm{s}.\mathrm{c}.$ , convex;

(2) $\forall x\in X,$ $\varphi(x, \cdot)$ : $Yarrow R_{2}$ concavelike.

このとき次が成り立つ.

$\sup_{y\in Y}\min_{x\in X}\varphi(x, y)=\min_{x\in X}\sup_{y\in Y}\varphi(x, y)$
. (2.8)

Ky Fan’s system Th. を用いることにより示される. 参考文献 [1] 参照.

Theorem 2.2 (Minimax Theorem 2) [1]
$Y$ をコンパクト凸集合とし, $\varphi$ : $X\cross Yarrow R$ は次の $(1)(2)$ を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $\varphi(\cdot, y)$ : $Xarrow R$, convexlike;

(2) $\forall x\in X_{)}\varphi(x, \cdot)$ : $Yarrow R$, upper semicontinuous, concave.

このとき 5 次が成り立つ.

$\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}\varphi(x, y)=\inf_{x\in X}\sup_{y\in Y}\varphi(x, y)$
. (2.9)

Corollary 2.1 (Minimax Theorem 3)
$X,$ $Y$ をコンパクト凸集合とし, $\phi$ : $X\cross Yarrow R$ は次の (1)(2) を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $\varphi(\cdot, y)$ : $Xarrow R$, lower semicontinuous, convex;

(2) $\forall x\in X,$ $\varphi(x, \cdot)$ : $Yarrow R$, upper semicontinuous, concave.
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このとき次が成り立つ.

$\min_{x\in X}\max_{y\in Y}\varphi(x, y)=\max_{y\in Y}\min_{x\in X}\varphi(x, y)$ (2.10)

Theorem 2.3 $X\subset E$ はある部分集合, $Y\subset E$ をコンパクトな凸部分集合とし, $f$

$X\cross Yarrow R$ , $g:X\cross Yarrow R_{+}$ は条件 $(1)(2)(3)(4)$ を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $x-+f(x, y)$ ,convex;

(2) $\forall x\in X,$ $y\vdasharrow f(x, y),$upper semicontinuous, concave;

(3) $\forall y\in Y,$ $x\vdasharrow g(x, y)$ ,concave;

(4) $\forall x\in X,$ $y\vdasharrow g(x, y)$ ,lower semicontinuous, convex.

このとき, 任意の $\lambda\geq 0$ に対して, 次が成立する.

$\exists y^{*}\in Y$, $s.t$ . $\overline{F}_{\lambda}=\underline{F}_{\lambda}=\inf_{x\in X}F_{\lambda}(x_{j}y^{*})$ . (2.11)

( $i.e.,$ $y^{*}\in Y$ はゲーム $(GP_{\lambda})$ の max-inf.)

Proof. 任意の $x\in X$ に対して. 関数 $F_{\lambda}(x, \cdot)$ : $Yarrow R$ は条件 (2) (4) より, u.s.c. かっ
concave である. 一方, 任意の $y\in Y$ を固定したとき, 関数 $F(\cdot, y)$ : $Xarrow R$ は (1)(3)
より, convex となる. よって, Theorem 22 より,

$\exists y^{*}\in Y.$. $s.t.$ , $\max_{y\in Y}\inf_{x\in X}F_{\lambda}(x, y)=\inf_{x\in X}F_{\lambda}(x, y^{*})=\inf_{x\in X}\max_{y\in Y}F_{\lambda}(x, y)$. (2.12)

ゆえに, $\overline{F}_{\lambda}=\underline{F}_{\lambda}$ である 口

$\overline{F}_{\lambda}$ と, $\overline{\theta}$ の関係について, 次の Lemma が成り立っ.

Lemma 2.1 $\overline{F}_{\lambda}$ について次が成りたっ.

(a) $\overline{F}_{\lambda}$ は $\lambda$ に関して非増加関数

(b) $\overline{F}_{\lambda}<0$ ならば, $\lambda\geq\overline{\theta}$ ;

(c) $\overline{F}_{\lambda}>0$ ならば, $\lambda\leq\overline{\theta}$;

(d) $\lambda>\overline{\theta}$ ならば, $\overline{F}_{\lambda}\leq 0$ ;

(e) $\lambda<\overline{\theta}$ ならば, $\overline{F}_{\lambda}\geq 0$ .

さらに $Y$ がコンパクト, 任意の $x\in X$ に対して $y\vdasharrow f(x, y)$ が連続, $y\vdash+g(x, y)$ が連続
ならば,

(f) $\overline{F}_{\lambda}<0\Leftrightarrow\lambda>\overline{\theta},\cdot$

(g) $\overline{F}_{\overline{\theta}}\geq 0$ .
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$\underline{F}_{\lambda}$ と $\underline{\theta}$ については以下のことが成りたつ.

Lemma 22 $\underline{F}_{\lambda}$ について次が成りたつ.

(a) $\underline{F}_{\lambda}$ は非増加関数

(b) $\underline{F}_{\lambda}<0$ ならば, $\lambda\geq\underline{\theta}$ ;

(c) $\underline{F}_{\lambda}>0$ ならば, $\lambda\leq\underline{\theta}$ ;

(d) $\lambda>\underline{\theta}$ ならば, $\underline{F}_{\lambda}\leq 0$ ;

(e) $\lambda<\underline{\theta}$ならば, $\underline{F}_{\lambda}\geq 0$ .

さらに $X$ がコンパクト, 任意の $y\in Y$ に対して $x\vdasharrow f(x, y)$ が連続, x-$ $g(x, y)$ が連続

のとき,

(f) $\underline{F}_{\lambda}>0\Leftrightarrow\underline{\theta}>\lambda$;

(g) $\underline{F}_{\underline{\theta}}\leq 0$ .

Theorem 24 ゲーム (GP) は value $\theta^{*}$ をもち, $\overline{F}_{\theta^{*}}\geq 0$ を満たしているものとする.

このとき, $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\theta^{*}})$ の $\max$-inf であるならば, $y^{*}\in Y$ はゲーム (GP) の

max-inf である.

Proof. 仮定 $\overline{F}_{\theta^{*}}\geq 0$ であるここと $y^{*}\in$ )’ 力 $\grave{\grave{\backslash }}$ゲー $\text{ム}(GP_{\theta^{*}})$ の $\max$-inf であること力 $[searrow]$ ら,

$0 \leq\overline{F}_{\theta^{*}}=\inf_{x\in X}\sup_{y\in Y}F_{\theta^{*}}(x, y)=\inf F_{\theta^{*}}(x, y^{*})\leq F_{\theta^{*}}(x, y^{*})$
, $\forall_{X}\in X$ . (2.13)

rEX

よっで,

$\theta’\leq G(x_{j}y^{*})\leq\sup_{y\in Y}G(x_{\dot{J}}y)$
, $\forall_{x\in X}$ (2.14)

$\text{よ}\mathrm{Y}\mathit{3}$ ,

$\theta^{*}\leq\inf_{x\in X}G(x, y^{*})\leq\inf_{x\in X}\sup_{y\in Y}G(x, y)=\overline{\theta}=\theta^{*}$

が成り立つ. つまり,

$\theta’=\inf_{x\in X}G(x, y^{*})=\inf_{x\in X}\sup_{y\in Y}G(x, y)$

ゆえに, $y^{*}\in Y$ はゲーム (GP) の max-inf である 口

3An $\mathcal{E}$-Saddle Point ofaFractional Game

Theorem 3.1 $X\subset E$ はある部分集合, $Y\subset E$ をコンパクトな凸部分集合とし, $f$ :

$X\cross Yarrow R,$ $g:X\cross Yarrow R_{+}$ は以下の条件を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $x-+f(x, y),$ convex;

(2) $\forall x\in X,$ $y-*f(x, y)$ , continuous, concave;
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(3) $\forall y\in Y,$ $x-*g(x, y)$ , concave;

(4) $\forall x\in X,$ $y\vdash+g(x, y)$ , continuous, convex.

このとき, $\overline{\theta}\geq 0$ ならば, 次の $(\mathrm{i})(\mathrm{i}\mathrm{i})$ が成り立っ.

(i) $\theta=\underline{\theta}=:\theta^{*};$

(ii) ゲーム (GP) の $\max$-inf $y^{*}\in Y$ が存在する.

Proof. (i) $\overline{\theta}\geq\underline{\theta}$ は明らかであるから, $\overline{\theta}\leq\underline{\theta}$ であることを示す 今, 仮定より $\overline{\theta}\geq 0$ で
あることから Lemma 2.1(g) と Theorem 23 より,

$\overline{F}_{\overline{\theta}}=\underline{F}_{\overline{\theta}}\geq 0$ . (3.1)

また, Lemma 2.2 より, $(GP_{\overline{\theta}})$ の $\max$-inf $y^{*}\in Y$ が存在する. っまり,

$\underline{F}_{\overline{\theta}}=\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}F_{\overline{\theta}}(x, y)=\inf_{x\in X}F_{\overline{\theta}}(x, y^{*})$ . (3.2)

ここで, (3.1), (3.2) より,

$0 \leq\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}F_{\overline{\theta}}(x, y)=\inf_{x\in X}F_{\overline{\theta}}(x, y^{*})\leq F_{\overline{\theta}}(x, y^{*})$, $\forall_{x\in X}$ . (3.3)

よって, (3.3) より,

$\overline{\theta}\leq G(x, y^{*})$ , $\forall_{X}\in X$ .

ゆえに,

$\theta\leq\inf_{x\in X}G(x, y^{*})\leq\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}G(x, y)=\underline{\theta}$ . (3.4)

したがって, $\overline{\theta}=\underline{\theta}$ が成り立つ.
(ii) $\overline{F}_{\theta^{*}}\geq 0$ と $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\theta^{*}})$ の $\max$-inf であることから Theorem 2.4 か

ら $y^{*}\in Y$ はゲーム (GP) の $\max$-inf である. ヨ

Theorem 3.2 $Y$ はコンパクト凸集合とし, $f$ : $X\cross Yarrow R$ , $g:X\cross Yarrow R_{+}$ は以下
の条件を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $x-\neq f(x, y)$ , convex;

(2) $\forall x\in X,$ $y-\Rightarrow f(x, y),$ continuous, concave;

(3) $\forall y\in Y,$ $x\vdash\succ g(x, y)$ , concave $\mathrm{j}$

(4) $\forall x\in X,$ $y\vdash\succ g(x, y)$ , continuous, convex.

このとき, 任意の $\in>0$ と, $\overline{\theta}\geq 0$ ならば, 次を満たす $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ が存在する.

$\theta^{*}-\in<G(x^{*}, y^{*})<\theta^{*}+\epsilon$ (3.5)
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Proof. Theorem 3.1 より, $\overline{\theta}=\underline{\theta}=\theta^{*}$ であることより, $\theta^{*}\geq 0$ である. よって 5

Lemma 2.1 と, Theorem 23 より, $y^{*}\in Y$ が存在し,

$\underline{F}_{\theta^{*}}=\overline{F}_{\theta^{*}}=\inf_{x\in X}F_{\theta}*(x, y^{*})\geq 0$

を満たす よって, $F_{\theta^{*}}(x,$ $y^{*}1,$ $\geq 0$ より, $\theta^{*}-\in<G(x, y^{*})$ を得る.
$-E,$ $\overline{\theta}<\theta^{*}+\in \text{より}$ , Lemma 2.1 $\hslash^{1}\check{\mathrm{b}}$ ,

$F_{\theta^{*}+\in}(x, y)= \inf_{x\in X}\sup_{y\in Y}F_{\theta^{\mathrm{r}}+\epsilon}(x, y)<0$

である. よって, $F_{\theta^{*}+\epsilon}(x^{*}, y)<0$ を満たす $x^{*}\in X$ が存在することから, 任意の $y\in Y$ に

対して, $G(x^{*}, y)<\theta^{*}+\in$ を得る. したがって, $y^{*}\in Y$ に対しても成り立つので,

$G(x^{*}, y^{*})<\theta^{*}+\in$

である. したがって以上から,

$\theta^{*}-\in<G(x^{*}, y^{*})<\theta^{*}+\epsilon$

である. 口
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