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要旨

本研究の目的は，連続時間モデルに基づく業績条件付きストック・オプションの価値評価

モデルを提案し，そのもとでの価格式を導出することである．近年，成長企業を中心にリ

ストリクティッド・ストック（譲渡制限付き株式）とともに，ストック・オプションヘの

関心は高まりつつあるが，売上げや利益などの業績に条件を付したストック・オプション

を評価する標準的な方法はなく，各企業が独自の判断で価値評価しており，公正とは言え

ない状況にある．そこで，通常のオプションの価格評価のためのブラック＝ショールズ・

モデルに業績条件を組み込む形で，業績条件付きストック・オプションのための新たな価

値評価モデルの構築を試みる．

1. はじめに

本研究は，近年成長企業を中心に関心が高まっている業績条件付きストック・オプション（新株予

約権を含む）の価値評価モデルを構築することを目的とする．

ストック・オプションとは，あらかじめ決められた価格（＝権利行使価格）で株式を購入すること

ができる権利のことで，損失を被るリスクを負わずに株式を取得する権利を得られるという取得者側の

メリットと，それによって資本の増加を見込める企業側のメリットがある．その資金調達における有用

性から，ストック・オプション制度開始以降次第に関心が高まって来ており，導入企業の数は10年

前と比較して2倍近く (2017年時点で600社ほど）になっている（ウイリス・タワーズワトソン，三菱

UFJ信託銀行 [1]).
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ストック・オプションには株式報酬型や有償型などの種類があるが，最近の企業の事例を見ると，

売上げや利益などの業績に条件を付した，いわゆる業績条件付きのストック・オプションを発行してい

る場合が多い．ここでいう業績条件とは，例えば，ある年度の営業利益が所定の額以上のとき，権利行

使が可能になるといったようなものである．ストック・オプションは，執行役員や従業員に付与される

ため， このような業績条件を付すことで，執行役員の経営努力や従業員の労働へのインセンティブを，

より直接的に向上させることに繋がるというメリットがある．実際に，業紹条件付きストック・オプシ

ョンの発行によって業績の向上（つまり利益の上昇）に繋がっている企業の事例があることからも，業

績条件付きストック・オプションに対する関心の高まりが窺える．

ここで問題になるのが，ストック・オプションの発行価格（いわゆる払込価額）である．ストック・

オプションは，あらかじめ決められた価格で株式を購人できる権利であるため，発行価格によっては，

ストック・オプション所有者が特に有利な金額で株式を購入できる場合があり，既存の株主の利益を害

する可能性がある．そのため，発行価格を如何に設定するかが重要な問題となる．

オプションの評価モデルとしては，金融工学での標準として，ブラック＝ショールズ・モデルがあ

る（例えば，CvitanicandZapatero[7], Hull [8]). これは，ヨーロピアン・オプション（権利行使期間の

最終日にのみ，権利行使可能なオプション）を， リスク中立確率測度のもとで，株価，行使価格，無リ

スク利子率，分散（ポラティリティ），期間という 5つのパラメータを用いて評価する，単純で明確な

モデルである．このブラック＝ショールズ・モデルは，使いやすく，公正さや認知度からみても非常に

有用なため，実務でも広く使われている． しかし，業績条件付きストック・オプションは，通常のスト

ック・オプションと比較して権利行使可能性に制限がかかり，その分オプション価値にも影響を与える

ものと考えられる．また，ブラック＝ショールズ公式を適用したとしても，業績条件については多くの

仮定や前提を必要とするため，評価者によって評価額に幅が存在する． したがって，業績条件付きスト

ック・オプションの評価にブラック＝ショールズ公式を適用するのは，会計的にも不適切である．それ

にもかかわらず，業績条件付きストック・オプションを発行している企業がその価値評価の方法として

採用しているのは，ブラック＝ショールズ公式である．それは業績条件付きストック・オプションの一

般的で標準的な評価モデルが存在しないことに起因する． ここに，ブラック＝ショールズ・モデルとは

異なる，新しい業績条件付きストック・オプションの価値評価方法の必要性を確認することができる．

このような業績条件付きストック・オプションの価値評価についての研究は，著者らの知る限り，

中村 [4]以外にほとんど見当たらない1_ そこでは，著者の中村慎二氏は，業績条件付きストック・オプ

ションの価値評価に伴う困難について，以下のように言及している．

1その後， Fujimoto傭本） [17, 18]は，非完備市場における条件付き請求権に対する限界効用基準の

もとでの価格付けによるアプローチを取る研究を発表している．
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業績条件付きストック・オプションの価値評価を行うためには，将来の業績の分布また

は，業績達成確率を仮定しなければならない． しかし，業績の分布をモデル化するにあ

たっては，以下のような困難を伴う．

(1)利益のデータが連続的なものではないこと

(2)利益のデータはマイナス値を取り得ること

(3)利益と株価の相関をモデル化することが困難であること

このうち (3)について，株価と業績が相関をもつとすると，株価収益率 (PER)が一

定または少なくとも利益の水準で説明できるものであることを認めることになる． しか

し， これまでの実証研究では， PERについてそのような性質は確認されていない． し

たがって，株価と業績に相関があるという結論を得るのが難しい．また，相関関係があ

ることを相当に強い証拠を持って示すことができなければ，無相関の推定を覆すことが

できない．さらに，相関係数に関する統計上の検定によって相関係数が有意にプラスで

あるというコンセンサスがまだ得られていないのであれば，株価と業績が無相関である

という推定を批判する十分な理由にはならない．

以上の理由から，中村慎二氏は，主として，株価と業績とが無相関であることを前提とした新しい

評価モデルを提案し，業績条件付きストック・オプションの価値の解析・評価を試みている．

しかしながら，株価と利益が無相関であるならば，業績の向上が株価の上昇に繋がらず，業績条件

の達成を従業員等の株式取得のインセンティブに繋げる強い要因にはならない． したがって，従業員等

に業績向上のインセンティブを与えるという，業績条件付きストック・オプションの発行目的に適さ

ず，業績条件付きストック・オプションを発行する趣旨にそぐわない．また，無相関を覆せるような証

拠は無いかもしれないが，他方，相関を持つモデルを否定することができる研究やデータも無い．市場

全体で見ると，株価と一株当たり当期純利益 (EPS)は正の相関を持つという実証研究もあり， どちら

かと言えば，株価と業績には正の相関（より正確には正の確率的依存性•関連性）があるという説の方

が会計学者の間では有力でさえある．そこで我々は，株価と業績には相関があるものとして，中村慎二

氏が挙げる上記の (1)~(3)の困難を克服するようなモデル構築を試みる．

本稿の構成は以下のようになっている．まず，第2節で確率モデルを導入し，第3節において業績

条件付きストック・オプションの価格式を導出する．第4節では，ストック・オプションの価格の株価

と業組との相関への依存性についての数理解析を行う．第5節では，第3節で導出した価格式の計算に

必要なパラメータの統計的推定法を提案する．第6節では，実際の企業のデータを用いた数値例を紹介

しする．最後に，第5節において，今後の課題を述べる．
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2. 業績条件付きストック・オプションの評価モデル

評価モデルを構築するに当たり，

(a) ブラック＝ショールズ・モデルのように，実務関係者に広く使われるよう，できる限り単純なもの

にすること，

(b)業績条件には標準となり得るものを設定すること，

(c) 業績と株価は相関（確率的依存性• 関連性）を持ち得ると仮定すること，

(d)現実の業績の時間変動を描写する確率モデルを目指すこと，

(e) モデルに現れるパラータの同定が容易であること，

の5点を主たる目標とする．

さて， リスク中立確率測度 Qが導入された適当な確率空聞の上で，下記の確率モデルを考える：

連続時間恥：= [0,oo)上で企業活動がなされ，離散時間 I+:={O, 1, … }c 賊＋において会計• 財

務上の報告・開示がなされるものとする．ただし，簡単のため，単位時間し期間長）を 1(年）とし

て，時点 n-1から時点 n までの時間区間 (n-1,n]を第 n期（間）と呼ぶストック・オプシ

ョンが付与される時刻を時点 0 とする．

2.1株価モデル (St,t~0) 

ブラック＝ショールズ・モデルと同様，株価は幾何ブラウン運動に従うと仮定する：時点 t~Oに

おける株価をS心して，

St= S。exp{(r-½叫t+ a5叫=S。eふ， t;::>: 0 
あるいは，対数株価Xt= Inふは

ふ=(r-½ 叶＋叫附=μ炒＋叫硲 t ;::>: 0 

(1) 

(2) 

ここで (W/,t~O) は標準ブラウン運動， T~ 〇は連続複利での無リスク利子率， Us>0はボラティリ

ティ・パラメータであり， μx==r―予としている． このとき， W/~N(O,t)により，ふ~N(μ炒，u}t)

となる．

2本稿中，期待値や分散・共分散の記号において，確率測度Qへの依存性を強調したい場合にのみ，
添え字として付して，そのことを明記する．
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2.2業績モデル (Cn,n= 1,2, …） 

企業の業績は，通常，年度ごとや四半期ごとに開示される（企業によっては非開示用に月ごとの業

績も作成される）． この離散時間的な業績変動を連続時間モデルによって表現するために，つぎのよう

な工夫を行う．まず， 日々の業績よりもさらに小さい微小時間区間ごとに定まる“業績強度［率］過程”

を考える．時点 s~Oでの業績強度を Ys とし，負の値も取り得るので，本研究では， ドリフト付きプ

ラウン運動を用いて，以下のように定義する：

Ys = Yi。+μys+ <IyW/, s 2:: 0 (3) 

ただし， (W,.Y,s 2:: 0)は標準ブラウン運動， Y。， μy,<Iyはパラメータである．このとき， w,_Y~N(O, s) 

より， Y5~N(Yj。+μys,aJs)となる．また2つの標準ブラウン運動(W/,t 2='. 0), (W,.Y, s 2:: 0)の相関を

PsY E [-1,1]とする，すなわち， dW/・dW[= p5ydtと仮定する．

つぎに， この業紺強度 Ysを使って，第n期の業組 Cnを以下のように定義する：

Cn = L~ts ds = r (Yi。＋附s+u国）ds, n 2'= 1 
n-1 

すなわち，業績強度 Ysの期間中での累積がその期の業績 Cnであると考える．

このとき業績評価期間の第 T期の業績岱は正規分布 N(µc,~名）に従う，ただし，

μc ==μc(T) == IE[ら];ut == ut(T) := Var[ら］

は所与の諸パラメータからつぎのように導出される：

一般的に， nE 1¥= :l++ := {1, 2, …}に対して，

1 
μc(n): = IE[Cnl = IE [L~/5ds] = L~1 IE[Ys]ds = L~1 (Yi。+μys)ds= Yi。+(n-2)町

蜘=Var[C』=Var [L~/5ds] = cr}Var [L~1叫ds] = cr} IE [ (L~1四dsr]

= cr} IE [ (L~/1ダds) (£~1 W[ dt)] = cr} IE [J.:n-i (n-i Mダ'W[ds dt] 

(4) 

n n n n 
= a~f f IE[W/四]dsdt=CJff f min{s,t}dsdt=(n-~ 
s=n-1 t=n-1 s=n-1 t=n-1 

J(Jr 
また，一般的に， m,n E ru = I++, m * n (n -1 ;:,,: m)とすると， enと伝の共分散は，

尋 m):= Cov[Cn, ら]= Cov[L~/tdt, L~/udu] = Cov[L~/叫dt, L~l三du]

= CJflE [L~l四dtiこ四du]=Clf L:n-i 1:m_1 IE[W{WJ] dt du 
= Clf (n-l 1:m-l min{t, u} dt du = Clf (三） = CJf (min{m, n}噂．
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したがって，下記を得る：

μc =μc(T) = IE[ら]= Yi。+(r-½) 約；

び名=c,f (T) = Var[ら]= Cov[C心]= CYc(T, T) = (r -~) CYf. 
さらに，一般的に， m,nEM= I++ とすると， Xn と Cmの共分散は， n~m のとき，

知 (n,m) == Cov[Xnら]= Cov [心 L~l沈du]= Cov[usW, 語， L~/y四du]

= CY5CY心［叫~~1四du]=u. 四L~lIE [W,fw,n du =知yf m PsY min{n, u} du 
m-1 

= PsY知 YJ:1udu = PsY知 y(m―肛，

n:s;m-1のとき，下記のように計算される：

知 (n,m) == Cov[Xn仁]= Cov [心fmYudu] = Cov[u5W,f, fm CJy四du]
m-1 m-1 

= CJ5CJy!E [叫~~1→] =徊L~l!E [W, 岱W訂du=知 yfm~/SY min{n, u} du 

＝知Yfm Psyn du= PsY知 yn.
m-1 

2.3リスク中立オプション評価 Pr,T2:: 1 

まず，満期（行使B)TE ru = 7Z++ == {1,2, ... } c恥++:= (0心）を持ち，業績らに下限の条件の

付けられたストック・オプションの価格 Prは， リスク中立評価公式により下記の通りに計算される．

Pr:=底[e―rT[Sr-K]十；ら >L],

ただし，

勁[X;A]:事象 A上に制限された確率変数 Xの確率測度Qによる部分期待値

r: 疇複利での無リスク利子率

r: 満期，

ふ：時点 Tにおける株価，

K: 権利行使価格，

Cr: 第 T期における業績，

i: ストック・オプション行使のための業績の下限，

e―TT : 現在価値への割引率

(5) 
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3. 業績条件付きストック・オプションの価格式の導出

第2節でのモデルのもとでは，満期Tにおける対数株価 XTと業績らとは2変量正規分布に従う

ことに注意する：

麿）~N [(μ::), (ご霊）] = N [(μ; りCxc::;c..ff Pxc(j;;cり］，
ただし，

CJxc == CJxc(T, T) = Cov[XT, ら];Pxc == Pxc(T, T) = p[XT, ら］

は所与の諸パラメータから，つぎのように導出される：

知=CJxc(T, T) = PsY晒 (r-f);
1 1 

知 =(r-炉SY知 y T-z Ps四5CJy 1 

Pxc~ ←ーふ.., ~L _ k戸~(r-サ•伍□戸"Prr·

ここで，式 (5)を以下のように書き換える．

Pr :=恥[e―rT[sT-K]芯 >L]

=S。IEIQ![e新ーrT;ふ>ln(f)ぶ>i]-Ke―賃（ふ>ln(f)ふ>L). (6) 

式 (6)の最右辺を業績らについて条件付け，標準正規分布の累積分布関数 <I>(・）を用いて表現す

れば，

P,~cい(1·(倍） +(1-p,;, ロ;;;x姜c,,—~)) 

x exp((l -p; げ)uf +μx + Pxc慶(er―μc)-rT)

-K,-fl~(1" (崩）~'ーµ,))}凡(c,) de, 
となる．

さらに，ブラック＝ショールズ・モデルによるオプション価格式と対比的に，上記価格式を書き換

えれば：
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Pr = f00 {S。中(dDexp(D)-Ke―rT中(d;)}f;ふ）deゎ
Cr=L 

(7) 

噂）+ (1-pxげ）afT+μ 汀 +Pxc享 (er―μc)
d~:= 

ac 

✓ (1-p記）咲T
(8) 

d; := d~ —罰二工五 (9) 

(1-p記）afT a5vT 
D := +阪T+Pxc―(er―μc)-rT,

2 ac 
(10) 

f必）：＝
1 2 (Cy―μc) 
戸 exp{- 2af } (11) 

と表現される. 3 

4. ストック・オプション価格 Prの相関係数 PsYへの依存性

業績条件付きストック・オプションの価格式を，株価過程と業績強度過程それぞれを駆動する 2

つのブラウン運動間の相関係数 PSYE [-1, 1]と業績条件の下限 Lへの依存性を陽に（明示的）に示

すため，

Pr(L: PsY) == IE<ll![e―rT[Sr -K]十；ら >L]

= IE<ll![e―rT[Sr -Kl+l囮 >L)]

=e―rTIEIQ[[s。exr-Kl+l妬 >L}]
と表す，ただし，

Xt == lnSt―lnS。, O~t~T 

とおいた．

満期Tでの対数株価と業績の組 (Xr,ら）が 2変量正規分布に従うこと，また

g(xr) := [S。がT-K]サ

h(cr) := 1厨 >L)

とおけば， g,h:戦→恥はともに，非負値の単調非減少関数であることに注意する．

(12) 

3吉羽要直氏（東京都立大学教授）より，相関を持つ2変量正規分布の累積分布関数を用いた，積分を

含まない，より簡潔な表現が可能であることを御教示頂いた．ここに記して感謝の意を表します．
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下記の共分散不等式は良く知られている（例えば， Ross[13]) . 

補題4.1洪分散不等式］

Xを実数値確率変数とし， g:賊→賊を単調非減少関数 h:賊→賊を単調非減少（非増加）関数と

する． このとき，

Cov [g(X), h(X)] ;::: (::;) 0, 

すなわち，

IE[g(X) h(X)] ;::: (::;) IE[g(X)] IE[h(X)] 

が成り立つ，ただし，上記のすべての期待値は存在するものと仮定する．

上記の補題から虹接的に下記の系を得る．

系4.1

確率ベクトル (X,Y)が相関PxvE [-1,1]を持つ 2変蜃の正規分布：

(;) ~ N [ば）， (Px:j及四yPXY:;<Yy)] 

に従うものとし， g,h: 股→賊を単調麟少関数とすると

PxY {~} 0 のとき IE[g(X) h(Y)] {> IE[g(X)] IE[h(Y)] 

が成り立つ［複号同順］．

証明：標準化

X-μx 
X'= ; Y'= 

X-μx 

<Tx <Tx 

を行えば，

(;:) -N [ (~), (p!y pり］，
すなわち，確率ベクトル(X',Y')は相関PxYを持つ2変量の標準正規分布に従う．そこで，確率ベクト
ル (U,V)を無相関な 2変星の標準正規分布：

翡） -N [(心），(~ ~)] 
に従うものとすれば，

(X 
研 +μx

vh(.+,,u+f二叶μ,)
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＞ 

が成り立つ．したがって， PXY{=}Oのとき，
＜ 

IE[g(X)・h(Y)] = IE [g(CJxU +μx)・h (CJy {pXYU + F二五}+μy)] 

= IEト[g(CJ糾 +μx)・h(CJy {p砂 +[i二日十μy)Iv]]
{; ト[IE[g(CJ辺 +μx)IV]・IE圧{pXYU+f二~v}+μy)Iv]] 
= IE [ IE[g(o: 辺 +μx)]・IE[小{pXYU+~叶+μy)Iv]]

= IE[g(o: 辺 +μx)]・IE[IE忙{pXYU+F二`叶+μy)Iv]]
= IE[g(u糾 +µx)]·IE ト（外叩u+ ✓1二五V}+μy)] = IE[g(X)]・IE[h(Y)]. 

ただし，第3の等号（不等号） ［複号同順］は補題4.1[共分散不等式］から成り立つ．

口

上記の系から，満期Tにおける対数株価 Xrと業績 CTとが確率的に独立［無相関］であるとした

際のストック・オプションの価値評価

e―rTIEq[[S。eXr-K]』・IEq[1{紆>L}]= e―rTIEq[[S。eXr-K]』・<Q(Cr> L), 
すなわち，ブラック＝ショールズ式に業績条件の達成確率を乗じた値は，それらの相関係数 Pxcが正

（負）のとき， したがって，遡って，株価過程と業績強度過程それぞれを駆動する 2つのブラウン運

動間の相関係数 PsYが正（負）のときには，過小評価（過大評価）となることが分かる．

さて，問題をより一般的に設定し，ストック・オプションの満期Tにおいて，それが付与されて

からの各期 1,2,... ,Tにおいての業績 C1,C2,…，らすべてが，それぞれに設定された下限

L1,L2, ... ,LT E [-00,00]を超えたとき，つまり，

C1 > L1, ら>L2, …，ら>Lr 

のすべてが同時に満たされたときにのみ権利行使が許されるとする，より一般的な業績条件付きストッ

ク・オプションの価値評価を考える．ただし， Lk=-oo, kE{l,2, ... ,T}のときは，第 K期の業績に

ついては，何ら条件は課せられないことを表す．

先と同様業績条件付きストック・オプションの価値は， リスク中立評価公式から，
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Pr(Li, L2, ... , Lr: Psv) := IEQ[e―rT[Sr―Kl+; C1 > Li, ら>Lz, ... , ら＞ら］

= IEIQ[e―rT[Sr ―KJ+1伯 >L山 >L互・・向>Lr}]

=e―rTIE<Q[[s。exr-Kl+·1屈＞叫・ 1{c2叫｝•…・1囮 >Lr)]

=e―rTJEQ! [g(ふ） ·h1(C1)·h2(ら）•…・ 柘(Cy)],

ただし，

g(巧） =h。(石）：= [S。exr-K]サ

柘(c1)== 1妬＞叫 9妬(c2)== 1屈＞叫9…,hT(cT) == 1{cr冴｝

と定義する．

つぎの象限順序 (orthantorderings)の概念を準備する（例えば， Riischendorf[14], Tong 

[15]) . これらの確率1卿字概念は，信頼性理論，極値理論，等の応用確率論，数理統計学の分野で，多

変量の確率ベクトルにおいて，それらを構成する確率変数間の（正の）確率的依存性の強さを比較する

際に用いられてきた．

定義4.1澳頃導呼］

n E N = I++ = {1,2, …｝とする.n変量の確率ベクトル X= (X1, …,X叫， Y= (Yi, ... ,Yn)に対して：

(1) [上方象限l卿字 (UpperOrthant Order)] X ::::;u。Yが成り立つとは，

IP'(ふ>Z1, ... ,Xn >Zn):=::; IP'(Y1 > Z1, …，栓>Zn),'tz = (z1, ... ,Zn) E町；

(2) [下方象限Ii厠宇 (LowerOrthant Order)] X ::;lo Yが成り立つとは，

IP'(X1::::; Z1, …, Xn :=::; Zn)~IP'(Y1 :=::; Zi, …, Yn ::::; Zn),'tz = (zi, …五） E町；

(3) [諧調順序 (Concordanceorder)] X ::::;c Yが成り立つとは， X名。 Yかつ X::;lo Y, すなわち，

注4.1

IP'(X1 > Zi, …，ふ>Zn) ::::; IP'(Y1 > Zi, …，栓＞％）；

'tz = (zi, ... ,Zn) ER庄

IP'(X1::::; Z1, …, Xn ::::; Zn)~IP'(Y1 ::::; Zi, ... , Yn :=::; Zn), 

(1) n = 1の場合 (x= X = X1, Y = Y = Y1とすれば）

X :s;uo Y⇔ x:s;z。Y⇔ X :s;c Y(⇔ X ::;;st Y); 

(2) n = 2で， X= (X1ふ）と Y= (Yi,Y2)の周辺分布が等しい，すなわち，

X1 =d Yi, X2可 Y2

が成り立つ場合，

X~u。 Y ⇔ X 今 Y ⇔ X~c Y. 
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下記の補題も直接的に示すことができる．

補題4.2

n E N = I++ = {1,2, …}とする.n変量の確率ベクトル X=(Xi, …,X砂， Y=(Yi, …，Yn)に対して，

下記の条件は等価である：

(1) X :S:uo Y; 

(2)すべての非負値の単調非減少関数 hじ賊→ 見， i= 1, ... ,nに対して，

骨，(X;)]:a;; IE [且h;(Y;)]
証明：

(a) (2)⇒ (1) : h;: 賊→ 見， i= 1, …，nを， z=(zi, …，Zn) E町を任意に定めて，

h;(z) := 1い）(z), z E賊

と定義すれば，非負値の単調非減少関数で，

IE [日h;(z;) =IE[1凶 >z丘・・，X匹}]= IP'(ふ>Zi, …，ふ＞叫
(a) (I)⇒ (2)'任意の＇｀値の単」麟少関数 h,賊→見は， (a1~O,a1 E 賊，j~t,... ,mから構
成される）非負値の単調非減少単関数：

m 

飼 =I叩(a-,oo(z), Z E恥
j=l 
J) 

の増加列の各点収束極限として表現できることから，示すことができる．

口

つぎの補題は， Slepianの不等式（例えば， Wainwright[16])としてよく知られるタイプの不等式

の1バージョンである．

補題4.3[Slepian型の不等式］

n E N = I++ = {1,2, …｝とする.n変量の確率ベクトル X=(Xi, …，X叫， y=(Yi, ... , 咋）がいずれも

n変鼠正規分布に従うとする：

X ~ N(μxぷx);Y ~ N(μyぷy),

ただし，

μx = (μxi,i = 1, …，n), rx = (筑xi'i,j= 1, ... , n) = (PxixFxirixi'i,j = 1, ... , n); 
μy = (μyi'i = 1, ... , n), ふ＝（呪yi,i,j= 1, ... ,n) = (P叫叩'vi'i,j= 1, ... , n). 

このとき，
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(1)μxi=μye i = l, ... ,n; 

(2) axi = aye i = l, ... , n 

を仮定する（すなわち，周辺分布が同じであると仮定する）と，

（⇔ 
が成り立つ．

証明： Muller [12]を参照

6ふXj::;死Yj1::; i <j::; n ⇒ 

Px汲j::;;p灼Yj,1:;;;i<j:;;;n

以上のことを繋ぎ合わせれば下記の定理を得る．

定理4.1

X< —uo Y 

⇒ X :,;uo Y) 

ロ

ストック・オプション価格 Py(Li,L2,…, Ly: Psy)は，株価過程と業績強度過程とをそれぞれを駆動す

る 2つのブラウン運動間の相関係数 PsYの単調非減少関数である．

ストック・オプション価格 Pr(Li,L互..,Lr:Psy)が各L;,i= 1, ... ,Tについての単調非増加関数で

あることは自明である．

注 4.1

上記では，業績条件としては， ストック・オプションの満期Tにおいて， それが付与されてからの各

期 1,2, …,Tにおいての業績 C1,Cが．．．，らの“すべて"が， それぞれに設定された下限 LvLが..,,Lr E 

[-00,00]を超えたとき， つまり，

C1 > L1, ら>Lz, …, Cy> Ly 

のすべてが同時に満たされたとき，すなわち事象

C: = {C1 > L1, ら>Lz, ... , ら>Ly}=n囮 >Lけ
1<=1 

が生起した場合にのみ権利行使が許されるものとした．

それとは異なり， ストック・オプションが付与されてからの各期 1,2,... ,Tにおいての業績

Ci,C2, ... , らの“いずれか"が，

なわち，事象

それぞれに設定された下限 L1,L互..,Lr E [-00,00]を超えたとき，

D:=い囮>Lk} = (り{Ck::;Ldy 

す
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が生起した場合には権利行使が許されるとした事例も少なくない，ただし， Lk= oo, k E {1,2, ... ,T} 

のときは，第k期の業績は条件の達成には考慮されないことを表す．

この場合にも， ド・モルガンの法則による事象の定義関数の関係式：

lv = 1心 {Ck叫 i=l-1心 {CkS紐i=l-日l{cksL社
k=l 

を用いれば，ストック・オプションの価値は

IEQ [e―rT[Sy -K]がい囮>Ld] = IEQ[e―rT[Sy -K]』-IEQ [e―rT[Sy -K]十9介ck::;Ld] 
k=l 

＝恥[e―rT[Sr―Kl+l-IEQ[e-rT[Sy―Kl+; C1 ::; Li, C2 ::; L2, ... , Cy::; 柘l

＝恥[e―rT[Sr-K]』-IEQ[e―rT[Sy -Kl+; -cl~ ーL1,-C2~ ーL2,... , -Cr~ ーLr]

と表すことができる， ここで最右辺の第1項はブラック＝ショールズの公式で計算されることに注意．

5. パラメークの統計的推定

評価モデルにおける諸パラメータについては，

(1) まずは株価の（準）連続時間観測，あるいは離散時間観測によってパラメータ <Ys を推定し，

(2) その後に，離散時間での株価と業績の同時観測により，パラメータ Y。,μy, Uy, そして PsYを原則，

最尤推定法によって推定すれば良い．

第3節で導出した価格式の計算に必要なパラメータを， より簡便な統計的手法によって推定するこ

とを考える． ここでは，記法の簡単化のため，サンプル期間の第 1期から第 N 期までの⑩期末の）

株価と業績の組のデータ (Xn,Cn), n = 1, 2, ... , Nのみを使って推定するものとする．また， リスク中立

確率測度Qと自然の（観測）確率測度IP'とのもとでの業績強度過程(Y5,s2'.0), したがって業績過程

(Cn,n = 1,2, …）の確率法則が同ーであると仮定する．

まず，株価については，

In Sn= lnS。凸 =lnS。+Xn
なので，

lnSn -lnSn-i = (lnS。+Xn)-(!nS。+Xn-1) = Xn -Xn-1 ~N に— ;(Jむ尻）•

よって，

砧 1(=Xn -Xn-1)の平均 =μ5-ラ(J足=μ兄

△ Xn (= Xn -Xn-1)の分散＝唸



87

ここで，一般にデータ Zn,n = 1, 2, ... , Nの標本平均を

，
 
n
 
z
 

z

▽
ム
〗

1
-
N
 

＝
 

-N 

そして（不偏）分散を

1 N 

択＝戸~(Zn -z.)2 

で表せば，対数株価収益率の分散の（不偏）推定量は，

N 

~2 1 
丙 ＝叫(=Xn-Xn-1)の暉=N-1こ｛叫—双］互

n=l 

また， その平均の推定呈は，式 (4)応＝応一抄翌より，

1 1 N 1 
応＝取＋乞忍＝心年＋戸

つぎに，業績Cn,n = 1,2, ... ,Nについては，

μc(n): = IE[C』

とおけば，

μc(n) = Yi。+(n-~) 約•

したがって， μyについては，

が成り立つ．

IE[/:iC』=IE[(Cn -Cn-1)] = Yi。+(n-½) 附ー Y。+ (en -1) —枷 =µy

よって， μyの推定量は，

N l N 

困＝点 I1:icn芍 Iccn-Cn-1) 
n=l n=l 

とすればよい．

また，業績Cn,n = 1,2, …，Nの分散と共分散については，

噸）= Var[C』=(n-¾)u;, 

ac(m, n) := Cov[Cm, Cn] = (min{m, n}-½) a;, m*n. 

と計算される．

<Jiの推定量は，業績データ Cn,n = 1,2, …，Nのみに基づいて，原則的に最尤推定法によって求め

ることを考える．
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C = (C砂・・ぶ）は多変量正規分布N(μ立c)に従うので，その確率密度関数を

1 1 
fc(C1, ...'C砂＝Jez冗）咄cl

exp臼(c-μc麿 (c-叫
とする，ただし，平均ベクトルμc,分散共分散行列恥は，

~~(• )~(~ 言
況＝（cc:a[[rci:C1lllCCoovvva[:（N :）ロ[:[；：l:|）

rrJ(n) = Var[Cnl = n --a;, 

(Jc(m, n) := Cov[Cm凸]= (min{m, n}ーり(Ji,
これらを用いて，最尤法によって(Jfの計算をすれば， 6みの推定量は，

~z B 
Uy =-
N 

で与えられる，ただし， μcの推定量氏を用いて，

B:= (C — fic)TL計(C- 応）

と定義する， ここで

2 1 1-3 1一ぅ .•• 1-½ 
益=~恥 =11-½2-¾ … 2-~ 

Uy 
2 

1 1 2 
1-- 2-- ... N--
2 2 3 

はパラメータに依存しないNxNの可逆で対称な正行列である．

また， Y。について， ドリフト項と拡散項を除いた業績を

C~= Cn -(n -½)仰・
とおくと IE[C~l = Yi。， したがって，‘‘サンプル開始時点の業績強度"Yi。は下記のように推定される：

N 

危＝点こに一(n-炉）西．｝ 
n=l 
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ストック・オプションの価値評価で用いられる“ストック・オプションの付与時点での業績強度"

Y。'は，推定されだ‘サンプル開始時叔の業績強度"冗にドリフト係数両と，サンプル開始時点から，

ストック・オプションの付与時点までの2時点間の実時間長の積を加えたもので推定される．よって，

爵：＝危＋両•｛サンプル開始時点からストック・オプションの付与時点までの時間長｝

とする．

最後に，共分散については， n,m E ru-=£'.++, n, m (n~m) に対して，

r:,xc(n, m) = Cov[Xn, 伝]= (m-½)PsY徊

と計算されるので，

知 (n,n) (1 1 
Pxc(n,n):=~ ~=Psy·n ーサ•

二'
ただし，

Var[X』＝尋 Var[C』=(n-~)a名

を用いた． したがって，逆に，

P, 戸 Pxc(n,n).(nい□三瓢三心□
と表される．

さて，

(J△ x,c ==~ △ x,c(n + 1, n) == Cov[△ Xn+1,C』=Cov[Xn+i, C』-Cov[Xn,C』=p5y<J5<Jy, 

あるいは，

<Ix, △ C := <Ix, △ c(n, n) == Cov[Xn』△C』=Cov[Xn,C』-Cov[Xn, Cn-1l = Psy<Js<Jy 

となり， これらはn= 1,2, ... ,Nについて一定の定数となる．よって，株価過程と業績強度過程を駆動

する 2つのブラウン運動間の相関係数PsYは，

屯x.c <Ix, △c 
PsY =—ぁるいはPsY =――-
<I5<Iy <I5<Iy 

の関係式を用いて推定することが考えられる．
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例えば，上記の屯x,cあるいはax,△cを簡便に，

N-1 N-1 

1 1 
勾=N-1こ似n+1―双訊Cn-C.}=N一心{(Xn+1―Xn)ー百二--=-x.別Cn-c.}, 

n=O n=O 

あるいは

1 N 1 N 

心 ＝戸 b{Xn-x.}{△ Cnー瓦｝＝戸b{Xn-x.}{(Cn -Cn-1)ーcc.-=-亡可

と推定し，

- - - -
~CJ. △ X,C Ux, △c 
PsY = -:::::-=あるいは氏y= --:::::-=-

CJ5CJy CJ5CJy 

と推定することもできよう．

6. 数値例

実際に業績条件付きストック・オプションを発行した事例を参考に，実際の企業の株価データと

業績データを用いた数値例を紹介する．数値例の計算にはRソフトを用いた．

6.1価格式の計算

価格式の計算にあたって，積分の計算には，数値的評価が必要となるが， ここでは数値積分法を

用いることにした．

参考データとして，過去に業績条件付きストック・オプションを役員および従業員に発行してい

る実績のある，東証一部上場企業の株式会社Aのデータを使用した.A社の発行したストック・オプ

ションの内容は，つぎのようであった．

• 付与対象者：A社の執行役員ならびに子会社の取締役および従業員

• 新株予約権の払込金額： 0円（金銭の払込を要しない）

• 権利行使価格： 1円

• 権利行使期間：新株予約権割当日の4年後から 10年間

• 権利行使条件（業績）：権利確定日までのいずれかの事業年度において，連結営業利益が80

億円以上，など

よって，本稿で使用する業績の指標は， A社にならって営業利益とする．株主が企業を評価する際

によく用いられるのは当期純利益であるが，業績条件付きストック・オプションの目的に照らして，当

期純利益より売上高や営業利益の方が努力に直結し，インセンティブに繋がると考えられることから，

営業利益を指標とするのは妥当であると考える．また，ストック・オプションは，権利行使後に，取得

した株式を市場で売買できることが前提であり，株式の市場価値は主に連結業績によると考えられるた

め，連結年間営業利益のデータを用いることとする．業績のデータは，データベース eolから取得し
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た．また，株価については，ヤフーファイナンスより「調整後終値」の週次データを取得し，使用し

た．

まず，各パラメータをエクセルで計算した．業績条件付きストック・オプションの評価額の算定に

必要なパラメータは，哨， μ5,μ ゎ <If'Yi。の5つであり，すべて年率で，

・忍=0.117076918⇒ !Is = 0.342165044 

● 応＝〇.187104977

・広=321.6 

• 命=2428.22832⇒ ず=5896292.8 

• 危=3051.2 

ただし，ブラック＝ショールズ・モデルは， リスク中立確率下での価値評価を想定しているため， μ51こ

ついて，価格式に代入する値は，以下の式によるものとする．

μs = r 

その他のパラメータは，以下とする．業績条件は， A社のストック・オプションの業績条件が，権利確

定日までのいずれかの事業年度における年間営業利益80億円以上なので，満期直前の年間営業利益の

下限 Lを80億円とした．また，期間は 10年のため，単位時間を 1年間として 10期間と考える．

• s。=505 
• r (=μ5) = 0.004 

• Psv = 0.128212087 

• T = 10 

• K = 1 

• L = 800 

以上の数値を用いて， Rソフトで業績条件付きストック・オプションの評価額を計算した．実行結

果は以下のようになった．

Pr = 227.7691 

A社のストック・オプションは，払込価額が0円という設定だったが， このモデルによる業績条件

付きストック・オプションの評価額はおよそ 228円となっており，モデルが正しいとすれば，当該払

込価額は，特に有利な払込価額となる．

ここで，導出した価格式の妥当性を検証するために， ブラック＝ショールズ・モデルによる評価額

を計算し，業結条件付きストック・オプション価格式の検算を行った．図2のプロット結果から，業続

条件Lをー24,000,梢分範囲を64,000に設定すれば，業績条件はおよそ 100%達成されるときの評価額

となり，業績条件が無い場合の評価額と考えることができる．
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図1: 業績条件Lを24,000から40,000まで変化させたときのPTのプロット結果

L = -24,000のときの結果は以下のようになった．

Pr = 504.0299 

一方，同じパラメータの値を人力したブラック＝ショールズの公式による評価額は，以下のように

なった．

Pr = 504.0392 

2通りの価格式の計算結果には差異が発生しているが， これは数値積分による誤差が考えられ． し

かし，ストック・オプションの評価において，円未満の誤差は無視しても会計的に大きな問題にならな

い．よって，本稿で導出した業績条件付きストック・オプションの価格式は適切であると言える．

6.2 PsY (相関係数）による影響

価格式Prへの相関係数PsYの影響をプロットした結果はつぎのようになった（図2). 

0
3
"
 
↑,C
 

図2:相関係数によるオプション価値への影響
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上図から明らかに，相関係数PSYは評価額式Prに強い正の影響があることが分かるため，株価と

業績は相関があると仮定した価値評価モデルの構築は妥当であったと考えられる．

7. おわりに

今後に残された課題は多い．例えば以下が挙げられる：

(a) モデルの諸パラメータ， とりわけ株価過程と業績強度過程それぞれを駆動する 2つのブラウン運

動間の相関係数 PsYIま，原理的には最尤推定法により推定できるが，実務的には，より簡便で精密

な方法が期待される．

(b)株価過程と業績強度過程との結合モデルについて，実証研究を通じての，妥当性の検証．

(c) 業績条件が複数期間に渡る場合の価格式の導出，表現，数値的評価の方法の開発．

(d)本稿は，業績強度過程のストック・オプション付与時点t=Oでの値Y。が未知の確定値としたが，

未知の平均と分散を持つ正規確率変数とする拡張．

(e) 業績強度過程をドリフト付きブラウン運動ではなく，他の（少ないパラメータで表現できる）ガウ

ス過程に置き換えての業績条件付きストック・オプションの価格式の導出． とりわけ，業績の安定

した企業などでは，平均回帰性を持つバシチェック過程（オルンシュタイン＝ウーレンベック過程）

が，より適切なように思われる．

(f) 株価過程と業績強度過程の確率的依存性（確率的因果関係）をそれぞれを駆動する 2つのブラウ

ン運動の相関のみには依らない形で導入するモデル化の可能性と実証．
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