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QUENCHED EXPONENTIAL MIXING 
FOR RANDOM EXPANDING SEMIFLOWS 

（ランダム拡大半流の急冷型指数混合性）

中野雄史

東海大学理学部

1.はじめに

本稿では，拡大写像の懸垂半流 (suspensionsemiflows of expanding maps ;拡大半流と略記）と
呼ばれる，理想気体の toymodelと考えられている力学系について，指数混合性のランダム摂動に関

する安定性の結果を報告する．本稿の主結果は本質的には報告者の先行結果 ([11]）と類似の議論に

より示されるため（技術的には様々な修正が必要だが），本稿の意義は問題の定式化にある．この定
式化は急冷型 (quenched)ランダムカ学系と呼ばれる比較的新しい枠組み（の自然な拡張）を用いて

なされている．そのため，本稿ではこの定式化とその背景の説明に力点を置く．本稿は， S.Lloyd氏

(Xi'an Jiaotong-Liverpool大）と J.Wittsten氏 (Lund大）との共同研究をもとにしている．

2.拡大半流の指数混合性

2.1.指数混合性．（x,g)を可測空間， TをZ+= { n E Z I n 2 0}または政＋ ＝ ｛t E政It::::-o}とし，
F:TxX→X:(t,x)→ft(x）を可測写像であって，任意の t,s 2 0について ft+s= ft。斤かつ

J0 = idxを満たすものとする． T=Z+のとき Fは離散時間力学系と呼ばれ， T= JR.＋のとき Fは
半流 (semiflow)または連続時間力学系と呼ばれる．

まず，エルゴード理論におけるいくつかの用語を思い出すこととする． P(X)をX上の確率測度全
体の空間とし，各μ E P(X)に対して L1(X,μ)をμ-可積分関数全体の空間（ただし通常通り，μ-零

集合上でのみ異なる関数たちは同一視）とする．可測写像 f:X→X とμEP(X)について，μの f
による push-forwardをf*μ と書く（つまり， J.μ(A)= μ(f―1A), A E Q). 

定義 1.μ E P(X)がF-不変 (invariant)であるとは，任意の tETについて (ft).μ=μ が成り立つ
ことを言う．

F不変な X上の確率測度全体の集合を PF(X)と書くことにする．このとき，任意のμ E PF(X) 
および'-PEが(X,μ)に関して {<pof}tETは（確率空間 (X,Q,μ)上の）同分布な確率過程となること
に注意したい．さらに， Birkohffのエルゴード定理 (cf.[6]）から，その時間平均（統計平均）

戸(x)＝い［。f:J（ニ
はμに関してほとんど全ての xに対して存在する．

(T = Z+) 

(T＝股＋）

定義 2.μ E PF(X)がエルゴード的 (ergodic)であるとは，任意の F不変集合がμに関して自明で
あることを言う：任意の tET, A E Qについて

f―tA=A ⇒ μ(A)= 0または 1.
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やはり Birkohffのエルゴード定理から，μ €PF(X) がエルゴード的であるとき，任意の rpEL1(X,µ)
に関してその時間平均戸は空間平均（期待値）

疇］＝Jゃdμ
X 

とμに関してほとんど確実に一致する．言いかえれば，確率過程 {¢0f}tETについて大数の強法則

が成立する．

エルゴード性より強い概念として混合性がある．

定義 3.μ E PF(X)が混合的 (mixing)であるとは，任意の可測集合A,Bに関して

μ(!―tAnB)→μ(A)μ(B) (t→oo) 

となることを言う．

明らかに，μ €乃(X) が混合的であることと，任意の¢，心€が(X,µ) に関して

Corrp，ゅ(t):=fxrpof知dμ-JX¢dμJXゆdμ →0 (t→oo) 

が成立することは同値である．μの E不変性から

Corrp，,;,(t) = Eμ[（tp O l -Eμ ['PO l])(心-Eμ ［ゆ］）］

なので， Corrp，ゅ(t)は2つの確率変数 ¢0fと心の相関（共分散）を測っていることになる．そのた

め， t→Corrp，ゅ(t）は¢,心の相関関数 (correlationfunction) と呼ばれる．つまり，混合性は任意の

観測量ゃ，ゅに対して ¢0fとゅが漸近的に無相関になっていくことを意味する．これは力学系の観

点からすれば， Fが“ランダムさ”を生み出していることを意味し（ないし Fがいわゆる“カオス的”

な変換であることを意味し），確率論の観点からすれば，確率過程 {¢0f}tETについて種々の極限定

理が成立することが期待されることを意味する．

実際，相関関数が指数的に減衰すれば確率過程 {'POfthETの中心極限定理が成立することが知ら

れている (cf.[4]) : 

定義 4.μ E巧 (X)に関して，相関関数が指数的に減衰する（または，μが指数混合的である）とは，

定数pE(O,l)が存在して，任意のゃ，心 EL1(X, μ)について定数c<pゅ＞ Oがあって，

ICorrp,,;,(t)I S Crp，詞 (tET) 

となることを言う．

例 5.混合的な力学系の典型例は倍角写像の合成

『： S1 →ぎ： x → 2匹 mod1 (n E Z+) 

である (§1:= JR/Z, μ = Lebs1)．任意の区間 A =[a,b] <;; §1について（ぎと区間 [O,1) C股を同一

視している）， f―町1がf―nA=LJ。勺<2n_i[(a+j)/2叫(b+j)/2門と sl上に一様に分布していく様子

に注意してほしい．より一般に，拡天厚像（つまり， X:コンパクトな Riemann多様体， f:X→X: 
び級写像であって infxEXinfvETxX, lvl=l lD/(x)vl > 1を満たすもの）について指数混合性が成り立つ

ことが知られている ([2]).
一方で，混合性が成り立たない（非自明な）典型例は平行移動

f : S1 → S1 : x →x +t mod 1 (t E恥）

である．これは， AC§1について f―tA= A-t mod 1となることから簡単にわかる（他方で，恒

等写像などと違い {f}tE飛＋はエルゴード的になる； ［6]). 
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2.2.拡大半流．例 5の2つの力学系の両方の特徴を持つ力学系，つまり拡大的な方向と中立的な方向
（平行移動のような方向）の両方を持つ力学系は (3.4節に紹介するように）数々の重要な例を含む．

一方で，その（指数的）混合性の問題は非常に難しい問題であることが知られており ([12]），適切な

toy modelについて理解を深めることが直要になる．
以上の背景から，以下の重要な半流を考える．拡大写像 E:§1→S1を

E(x) = 2x mod 1 (x E §り

と定め，年(Sり (r23)を{tE股 It>o}に値を取るようなぎ上のぴ級関数全体の空間とする．各

TE C+(§りに対して，

X := {(x,s) E §1 X民+| 0さS< T(x)} 

とする．

定義 6.TE C'.+-(§りに対して， F:lR+ X XT→XT:(t,x,s)→『(x,s)を

叫 s)= (En(x,s+t)(x), s + t -T(n(x,s+t)l(x) mod 1), 

n-1 
T(nl(x)：＝区TO炉(x), n(x,u) := max{n E Z+ I T(nl(x)::; u}, 

J=O 

と定め，けを天井関数とする）拡大写像 Eの懸垂半流（または拡大半流）と呼ぶ．

Tが定数関数であるとき，任意の tETについて n(x,t)はxに依存しなので， fは拡大写像 en(t)
と平行移動s→s+tの直積となる．したがって， 8-方向ではFは混合性を持たないため（例5参照），
F自体が混合性を持たないことが容易にわかる．そのため，混合性（特に指数混合性）を得るために
は， Fが“ズレ’'を生み出すような (Tの）条件が必要であることがわかる．これを保証してくれる条

件が，以下で与えられる横断性条件である．

まず，錐洸,= { (€, 77) E股2I 1771 ::; 3IIT'llc0 I€|} は，次の意味で F に関して不変であることに注意す
る：任意の z= (x,s) E Xに対して，

t 2': T(x) -S ⇒ Dft(z)（”）こ加．

したがって，錐たちの横断性に関する次の量を (t→n(T,t)が劣乗法的になることから）考えること
ができる：

n(T) =八應n(T,t)11t, n(T, t) = z~塁［三門l=l(EV互，v） detDf(＜） 

ただし，

V(T,t;z,v) = {(EXT Ifパく） ＝z, VE D/((）（シ）｝．

任意の T€C] （Sりについて n(T) :S 1であり， Tが定数関数のとき n(T)= 1となることに注意したい

(cf. [12, 10]). 

定義 7.TE C+(§りが横断性条件を満たすとは， n(T)ヂ1となることを言う．

次の重要な事実は，辻井正人によって比較的近年に示された ([12]): 

1. Tが横断性条件を満たすとき， Fは指数混合的．

2.通有的な集合U CC+(§りが存在して，任意の TEUは横断性条件を満たす．

本稿では，横断性条件を満たす拡大半流に対して，ランダムな微小摂動下でも指数混合性が成り立
つかどうかを考える．

最後に，（横断性条件を満たす）拡大半流の重要性について議論する．
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3. ランダム摂動

3.1. Markov過程型摂動．力学系理論の文脈では，ランダム摂動はまず（離散時間力学系に対して）

Markov過程を用いて定式化された (cf.[7, 2]). T = Z十とし， X を距離空間， gをその Borelびー加
法族とする． F＝{f}tETをXの上の離散時間力学系とする．

mEP(X)を固定する（不変測度とは限らない）．｛△ふ＞O(△E: XX  g→恥）を次の条件を満た
す関数族とする．

(1)任意の xEXに対して△,(x，・）は X上の確率測度．
(2)任意の AE gに対して X ぅx→ △,(x,A)は可測．
(3)任意のゃ EL00(X,m)に対して，

sup f 訓y)ふ(x,dy) —叫） → 0 (€• 0). 
xEX IJX 

（つまり，｛△,(x,・)}e>Oは心に一様に収束．）

さらに，写像族 {P,h>o,P,: X x  g→艮 (E> 0)，を

P,(x, A)＝ ふ(J1(x),A) ((x, A) EX  x Q) 

によって定め，これらを遷移確率として持つ（斉時的な， X-値の） Markov過程の族を｛ぷ｝e>O（ぷ＝

｛兄(t)}tET) とする．つまり， Prob(X,(t+ 1) EA I X,(t) = x) = P,(x, A)である．
これを用いて， P,:L00(X,m)→ L00(X,m)を，

応）＝J孤y)P,(x,dy) (r.pEL00(X,m), xEX) 

と定める．任意の tETに対して

limP位＝匹 ft
C→O 

となることに注意したい．さらに， P,:P(X)→ P(X)を，

(3.1) P,v(A) = L P,(x, A)v(dx) (v E P(X), A E Q) 
X 

と定めると，

J恥 dv= J詞(Pev)，limP知＝ （fりJ
x e→O 

となる．また， Markov過程ぶ＝ ｛X,(t)}tETの初期分布（つまり，確率変数X,(O)の分布）がvで

あるとき，ふ(t)の分布を Vtと占くと，

乃＝ P妙

となる．

定義 8. 確率測度忙が F€―不変であるとは， P,忙＝忙となることを言う．また， F€-不変確率測度µ€
が指数混合的であるとは，定数pE (0, 1)が存在して，任意のゃ，心 EL1(X，忙）について定数cゃ，心＞ O
があって，

ICorゃ，ゅ(E;t) I：：：：：： c'P，研 (tET) 

となることを言う．ただし，

Corゃ，ゅ (€;t) ＝ JX已匹dμe_ J 四µef ゆdµ€
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{忙}e＞。がF-不変確率測度μに弱収束し，｛μ,h>o,μが良い性質を持つとき（例えばXがRiemann
多様体でその上の Lebesgue 測度に絶対連続であるなど）， F はランダム摂動｛凡｝€＞。に関して確率安
定 (stochasticallystable)であると言われる．確率安定性および指数混合性の安定性は， 1980年代か

ら様々な力学系に対して調べられ，特に拡大写像については任意の形の｛△e}€＞。についてこれらの安
定性が成り立つことが知られている (cf.[2]). 

そのため，拡大半流に対しても指数混合性の安定性を調べたいが，その定式化は自明ではない．近

年，拡散型ランダム摂動と呼ばれる，拡散方程式の解を用いた連続時間 Markov過程による定式化が
考えられているが (cf.[5, 8])，本稿ではそれらとは異なる，（Arnoldの意味での）ランダムカ学系を

用いた方法で定式化を行う．

3.2. RDS型摂動．まず，（Arnoldの意味での）ランダムカ学系の定義を思い出す．（D,F,lP')を確率

空間，｛が｝tETをQ上の離散または連続力学系であって， lP'が不変確率測度となるようなものとする．
このとき，可測写像F:TxDxX→ Xがランダムカ学系 (randomdynamical system; RDSと略）

であるとは，任意の t,sET, w EDに対して

(3.2) JJt+s) = Ji~)w o fis), f笠＝ idx

を満たすことを言う．ただし JJt) = F(t, w, ・)である．（｛が}tETはノイズ駆動系と呼はれる．）
Fを用いて，歪積型の力学系 F:Tx (DxX)→ (D x X)を

F(t,w,x) =（心，炒(x))

によって定めると， nxx上の確率測度μがFー不変であることと，次は同値な条件となることが知

られている (cf.[1]) : X上の確率測度の族｛四｝wE!1が存在して，

(1)任意の AE gについて， W →四(A)は可測；

(2)任意のゃ EL叩 xX,μ)について

kxx叫＝J，（JX叫，x）四(dx))lP'(dw); 

(3)任意の tETとlP'についてほとんどすべての w€Q について，

(fit)）＊四＝ μがw・

上の (1),(3)を満たす族｛四｝wE!1C P(X)は， F-不変と呼ばれる．

例 9. （前節との関係から）最も重要な RDSの一例は，次で与えられる独立同分布な写像族の合成で
ある：

•T= 乙；

•確率空間 (0,r,lP') が存在して，（n,F,lP') = (oT,j気戸） ； 

• ｛が｝tET:シフト（つまり，（がw)s=叫＋t如＝ ｛凸｝sETE D, s E T)) ; 

•可測写像『： OxX → X が存在して，任意の w = (wo,w1,...) EDについて fi1)

このとき，任意の tET,w=(wo,w1,...)EDについて

炒＝fWt-1 o fWt-2 0.．． o fWo 
となり，ノイズパラメータ列 {w= (wo,w1,...)→叫｝tETは独立同分布となる．さらに，

P(x,A) = lP'(｛こ EQ | f試x)EA}) 

とするとこれは遷移確率となり，これを用いて (3.1)と同様 P:P(X)→ P(X)を

Pv(A) = L P(x,A)v(dx) (v豆 (X),v E Q) 
X 

= fwo 
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と定めると，

Pv(A)＝[⑮)*v(A直＝ JQ(fふv(A)dlP'

が成り立っ．その他 RDSの重要な例として確率微分方程式の解などが知られている．より詳しくは
Arnold [1]を参照していただきたい．

例9より， 2.1節の枠組みはこの意味で“平均化されだ＇挙動を見ていることになる．そのため，ラン

ダム環境下での確率過程論の用語を借用する形で，定義3.1の意味での指数混合性を徐冷型 (annealed)
指数混合性と言う．これと対応する形で，やはりランダム環境下での確率過程論を背景として，次の

定義が自然と与えられる．

定義 10.{µw}wErl を F€―不変な， X 上の確率測度の可測な族であるとする．さらに， lP' についてほと
んど確実に μwはある参照測度mに絶対連続であるとする．このとき，｛四｝wErlが急冷型 (quenched)

指数混合的であるとは，定数pE (0, 1)が存在して，任意の¢泣 EL尺X,m)とPについてほとんど

すべての wE 0について定数c<p，む，w>Oがあって，

ICor'P，ゅ(w;t)I：：：：：： C研，立 (tET) 

となることを言う．ただし，

Cor'Pゅ(w;t) = l cp o JJt)1/Jdμw -l cpdμがwJXゆdμw

である．

3.3.拡大半流のランダム摂動． RDS（の一般化）を用いて，拡大半流のランダム摂動を定義する． E,T,F

を2.2節の通りとする． 9を距離空間， Fをその Borelu—加法族とし，｛が｝tET を Q 上の半流 (T ＝民砂
であって，任意の wE 0について Tぅt→がwが連続であるようなものとする．また， Pはエルゴー

ド的な不変確率測度とする．各€＞ 0 に対して，冗： n → C+(§りを連続な写像であって，

esssup dcr（冗（w),T)：：：：：： € 

wErl 

を満たすものとする．さらに，ふ(w)= {(x,s) E §1 x §1 I〇：：：：：： s<冗（叫(x)｝とする．

各wE 0について，（x,s) EX心）の到達時間 N1(w;x, s) ETを，

s+t=冗（O知）

を溝たす最小の tETとして定める．（このような N1(w;x,s)が存在することは簡単にわかる： D(t)= 

叫0知）（x)-s -tとすると，ふ(w)の定義から D(O)> 0であり，任意の t> ess supw 11冗（叫llc0につ
いて D(t)< 0となることに注意すればいい．）つまり，ノイズパラメータがwである相空間 Xe(w)内

の点 (x,s)を出発して，速度 1でs方向を登ったとき，時刻 N1(w;x,s)において，ノイズパラメータ
がo凡(w;x,s)wである相空間ふ（いり(w;x,s)w)の“天井”冗（い凡(w;x,s)w)に到達する．さらに Nn(w；出， s)

を帰納的に，

Nn+1(w;x,s) =凡（0心 (w;x,s)w,E軍），0)

によって定める．

t ET, w E 0, (x, s) E Xe(w)に対して， fに(x,s) E Xe(0如）を

J;,w(x, s) = (En(t,w,x,s)(x), s + t -Te(位(x,s), 

n(t,w,x,s)-1 

n(t,w,x,s)=m邸 {n~ 1 I Nn(w;x,s）::; t}, 吐加(x,s)= L 冗（砂(w;x,s)w)(E心））

j=O 

と定める．このとき，（3.2)が成り立つことを簡単に確かめることができる．
最後に，本稿における主結果を述べる：
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定理 11.T は横断性条件を満たすとする．このとき，任意の十分小さい €2 0に対して，唯一つの FC―

不変な，確率測度の可測な族 {µ~}wE!1 が存在する．また， lP' に関してほとんど確実に µw は §1 X股十

上の Lebesgue 測度 m に絶対連続であって，その台は Xe(w) と一致する．さらに，｛µ~}wE!1 は急冷型
指数混合性を持つ．

3.4.議論：撞球系との関係．撞球系 (billiardsystems) は，気体運動論とも関連の深い，伝統的な（連

続時間）力学系である．特に散逸型の撞球系（つまり， R2上に有限個の凸有界領域01,...,0J,£:::,3,

が存在して， X=配＼Uf=lOj内を粒子が速度 1で運動し，境界Uf=1ao]では完全弾性衝突する

ような系）については多くの研究がなされている．特に，次の結果が盛田健彦によって示されている

([9]) : 
•非月蝕条件を満たす散逸型撞球系は， Markov サブシフトの懸垂流れと同型であり，その天井

関数は定数関数に cohomologousでない．

詳しい定義などについては [9]などを参照していただきたいが， Markovサブシフトは拡大写像と非常
に類似の統計的性質を持つ，よく理解されているカオスカ学系の 1つであり ([6]），また天井関数が定

数関数に cohomologousでないことは (2節の）横断性条件と同値であることが知られている ([12]).

この同型関係における懸垂流れの天井関数は，撞球系においてはおおよそ境界Uf=1aojの“形状”

に対応しており，本稿のように天井関数がランダムに変化する懸垂流れを考えると言うことは，ラン
ダムな境界を持つ散逸型撞球系を考えることに対応する．このようなランダムカ学系は（ランダムな

撞球系の研究は Namb[3]など色々とあるが）報告者の知る限り現在のところ研究されておらず，一

方で，この境界たちが理想気休モデルでは分子の“縁’'を意味することを考えると，このようなラン
ダムカ学系を考えることは自然かつ重要になると思われる．

現在報告者たちは，本稿での内容（技術）をもとにして，「ランダム境界を持つ散逸型撞球系」の統

計的性質を研究中である．
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