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ランダムカ学系における異常拡散
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1 決定論力学系における異常拡散

ブラウン運動で基礎付けられる拡散においては，粒子集団の平均二乗変位(mean

square displacement)は長時間極限で時間tに比例して増大し，拡散係数Dはその

比例係数で与えられる；

〈xり臼〉 ext, D→ (t→oo). 
2t 

これに対して異常拡散では平均二乗変位が時間tに関して非線形に増大する；

劣拡散： 国〉 (X『,a<1, 

優拡散： 〈xり(X『,a> l. 

拡散については，一般化ランジュバン方程式や非整数フォッカー・プランク方程式

といった，直接的な粗視化記述である確率モデルの研究が成熟している [1,2, 3, 4, 

5, 6, 7, 8]．一方，パスワイズな運動の記述である決定論力学系モデルについては，

ハミルトン系の淀み層 [9,1, 2, 10], Pomeau-Manneville間欠性 [9,1, 2, 10]，多角
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形ビリアード系 [11]における異常拡散などがあげられるが，これらについては未

解決の問題が多々残っている．

最も単純な決定論拡散のモデルは以下の区分線形な開放力学系(Opendynamical 

systems)で与えられる；

Xt+1 = M凸），

Ma(x) ＝{ ：；x-1)＋1 
Ma(X + 1) = Ma(x) + 1, 

XE股， a>2. 
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この区分線形写像モデルでは局所的な一様双曲カオスによりランダムウォークが

実現され，拡散が生じる．適当な初期値から出発した軌道サンプルと平均二乗変位

をを図 1に示す．
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図 1:Xt+1 = Ma(Xt）のa=4の場合の cobwebプロット（左上），時系列（左下），ぉ

よび平均二乗変位（右）．

極めて単純なモデルではあるが，直感に反して，例えば拡散係数が軌道拡大率a

のフラクタル関数となる [11]といった性質が知られているさらに Ma(x)を間欠

性を示す次のPomeau• Manneville写像Lz(x),Rz(x)で慨き換えると，異常拡散の決
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定論力学系モデルが得られる [12,13]; 

劣拡散：

優拡散：

x+axz 

Lz(x) ＝｛ x-a(1 -X)ZX € ［ふ1)
xE[O,½) 

XE股， a>2, z > 2, 

麟）＝｛m＋ a炉ー 1
x-a(l-xY+l xE[½,1) 

xE[O,½) 

XE股， a>2, z > 2. 
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他に例えばクライミング・サイン写像

功＋1＝功＋csin(21rxt)，功 E罠， c>O

においても異常拡散（優拡散）が生じることが知られている [11].

2 ランダムカ学系における異常拡散

最も単純な決定論拡散モデルである区分線形系のパラメーターaを確率変数くに

おきかえることにより，拡散のランダムカ学系モデルを与えよう．

知 1=Me（Xt), 

叫＝｛ ：：x-1）＋ 1 
島 (x+ 1) = Me(x) + 1, 
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 x €賊， Prob[t = b] = p, Prob[t = a] = 1 -p, 0 < b < 1, 2 < a (12) 

このランダム区分線形写像では，局所的な確率カオスによってランダムウォーク

が実現され，拡散が生じる．とくに局所ダイナミクスが間欠的な場合，具体的には

Lyapunov指数が0となるp=p*において，〈x〉CX:tl/2である異常拡散が生じる [14].

例えばa=4, b = 1/2のときには， 0~ p < 2/3で通常拡散， p= 2/3で異常拡散

が生じ， 2/3< p ~ 1の場合は全ての整数点が安定なランダムアトラクターとなる

[14]．あるノイズ系列（ら）について，適当な初期値から出発したサンプル軌道と平

均二乗変位を図2に示す．



83

1

0

1
 

x
 

L+-

-2 

-2 ・1 0 

xt 

15 

10 
X
 

5
 

ヽ虹収9 ≪砂 6(札H孔切 .汎肋00 1●AX; 

I 

103 | P=()．6 
p=<J.63 
p=()．663 
P＝四
p=0.669 
p=()．68 
p=()．7 

10 
2 

＾ 沿→``マ

3
 

゜
ー2

 

゜

1

0
1
 

0

0

 

1

1

 

10 
4 

10 

図 2:xt+1 = M凸）， a= 4, b = 1/2, p = 2/3の場合のcobwebプロット（左上）と

時系列（左下）．平均二乗変位はp= 0.6, 0.63, 0.663, 2/3, 0.669, 0.68, 0.7についてプ

ロットした（右）． p=2/3のとき〈x2〉CXtl/2である異常拡散が生じる．

このランダム区分線形写像モデルにおいて，とくに a=1/2, b = 2とした閉じた

ランダムカ学系 (closedrandom dynamical systems)は1/2< p:::; 1のとき可解な

確率カオス系となり [15],p = 1/2でLyapunov指数が0の無限エルゴード系とな

る[14]．他のランダムカ学系，例えばランダムクライミング・サイン写像；

Xt+1 = Xn + ~t sin(21r叩）， X €賊， Prob[~ = 0.2] = p, Prob[~ = 0.8] = 1 -p, 

においても， Lyapunov指数が0となるp'=::'0.505702のとき，同じクラスの異常拡

散が生じる [14].

異常拡散を示すこれらのランダムカ学系において，局所的なダイナミクスの大域

的統計性は概ねオンオフ間欠性[16,17]と同じだが，局所的統計性と動力学は異な

る．ランダムカ学系で生じるこのような間欠性を確率間欠性とよぶ確率間欠性は

確率分岐点直上でしばしば生じる前述の性質を持つ確率間欠性は低次元のラン

ダムカ学系において普遍性を持つと考えられる [14]．確率間欠性のタイプあるいは

普遍クラスに関しては著者の知る限り研究がない．一次元ランダム写像で上で述

べたクラスと異なる統計性を持つ間欠性は今のところ見つかっていない．

別の観点からこの現象を解釈することもできる開放系における雑音誘起現象
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については例えば[18,19]などがあげられるが，拡散のランダムカ学系モデルにお

いて，決定論極限では通常拡散を示しているが，ノイズを加えると異常拡散を示す

ことがある．このような形で生じた異常拡散は開放系における雑音誘起現象であ

るとみなせる．つまり

ランダムウォークにノイズを加えると，拡散係数が0になる（あるいは発散する）．

という現象であるこのような現象は，例えばクライミング・サイン写像で生成さ

れる決定論拡散にノイズを加えた場合にも生じうる．

3 結び

近年複数の分野で非自励力学系，ランダムカ学系の理論の璽要性が認識されてい

る本稿で議論した決定論拡散のようなごく古典的な問題に関しても，ランダム化

によって生じる非自明な現象が存在するランダムカ学系で生じる様々な複雑現象

を理解するには，既存の力学系理論・エルゴード理論の概念を外挿するだけではな

く，新しい数学的・物理的な概念を構築していくことが必要である．
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