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Markov operator cocycleの漸近的周期性
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本稿は， Lasota-Li-Yorke[2]およびKomornfk[3]によって示された「収飲的(constrictive)マル

コフ作用素は，漸近周期的(asymptoticallyperiodic)である．」という命題を，ランダムカ学系の

性質として拡張した結果 [1]について，定理を証明するための条件や設定をまとめたものである．

(X,Q,m)を確率空間とし， L1(X,m)をX上のm可積分関数全体の集合， L~(X, m) := {f E 
じ(X,m)If:::> 0 m-a.e.}, D(X,m) := {J E L~(X,m) I llfllm = 1}とする． D(X,m)の元は密
度閑数と呼ばれる．有界線形作用素P:L1(X,m)→が(X,m)がマルコフ作用素であるとは，

• f E L1(X,m)かつ f:::> 0 m-a.e.ならば， Pf:::>0 m-a.e. （正値性）

• f E L1(X,m)かつ f:::> 0 m-a.e.ならば， IIPJllm= llfllm （ノルム不変性）

が成り立つときを言う．そして，マルコフ作用素Pが漸近周期的 (asymptoticallyperiodic)とは，

ある自然数r:::> 1，密度関数の列{g;}i=lC D(X, m)，有界線形汎関数の列｛入i:L1(X,m)→股｝；＝1'
さらに {1,・・・，r}の置換pが存在して，

(i) i =f jならば， m(suppgin suppgj) = 0, 

(ii)すべてのi= 1, ・ • •,r に対して， Pgi = 9p（か

(iii)任意の fEが(X)に対して，虚盟戸f-LAi(j)gp(i) II = 0, 
i=l llm 

が成り立つときを言う．これをランダムカ学系の性質として拡張する．

(D,F,lP')を確率空間とし，び： 0→Qを匝保測な変換とする．可測空間区に対して，可測写像
iP: N。xDxE→Xが6 を駆動系とする E上のランダムカ学系であるとは，

心＋m)= 凶~w o'PSm),'P四＝idE
(n) 

がすべてのm,nEN。とwEDについて成り立つときをいう．ただし，巳w ＝ ①（n， W,•），びW=O'(w)

である．このランダムカ学系に対する一般論については [4]を参照せよ．定義からすぐに，

吟~) = cp圧 lw0和 n-wO • • • O'Pw (1) 
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であることがわかる．逆に，可測写像r.p:0 x E→ E:(w,x)→四(x)に対し，（1)で定義される

可測写像 (n,w, x) f----t吟叫x)はランダムカ学系となる．これを 6上でr.pによって誘尊されるラン
ダムカ学系と呼び，（r.p，u)と表すことにする．特に， Eがバナッハ空間で， r.pw:E→ Eがほとん

どすべてのwE 0に対して線形作用素であるとき，（r.p,u)はLinearoperator cocycleと呼ばれる．

定義 1．匝保測な変換u:O→ Q上で，可測写像p:n X L1(X,m)→じ(X,m)から誘導される

Linear operator cocycle (P, u)がMarkovoperator cocycleであるとは，ほとんどすべてのwE 0 

に対して， Pw= P(w, ・):が（X,m)→が(X,m)がマルコフ作用素であるときをいう．

以下の記号を導入し， Markovoperator cocycleに対する漸近的周期性を定義する．

• M(O,E): 0から可測空間Eへの可測写像全体の集合

• (L1(X, m))': L尺X,m)の双対空間

定義 2.Markov operator cocycle (P，u)が漸近周期的 (asymptoticallyperiodic)とは，ある自然

数r:;,-1,二つの写像の族 {gi}r=1C M(O, D(X, m))と｛入i}i=lC M(O, (Li(X, m)）＇）），さらに

{1, ・ ・ ・, r}の置換pが存在し，ほとんどすべてのwE 0に対して，

(i) i=I= jならば， a.e.w E 0に対して， m(suppg『nsuppgf)= O 

(ii)すべてのi= 1, ・ ・ ・,rとa.e.w E 0に対して， Lwg『=9瓢

(iii)任意の fE L1(X,m)とa.e.w E 0に対して， j鷹ご（fーと沖(f)g『 =0 t=1) m 
が成り立つ時をいう．

次に， Markovoperator cocycleに対する弱収飲性を定義する．

定義 3.Markov operator cocycle (P, u)が弱収敏的 (weaklyconstrictive)とは，ある可測写像

F直→S(L1(X,m)）が存在し，ほとんどすべてのwE 0に対して Fぃ＝ F(w)はL1(X,m)の弱

プレコンパクトな部分集合であり，さらに任意の可測写像f:O→D(X,m),w→ fいに対して，

lim sup _igf 11£Snl f w -glim = 0 
n→coWEQgEF砂 W

が成り立つ時をいう．ただし， S(L1(X,m))はい(X,m)の空でない部分集合である．

ここで，集合Acが(X,m)が弱プレコンパクトとは，任意の関数列 {fn}n21C Aに対して，

ある収束部分列 {fnk}陀 1が存在して，その極限f＊がf*€じ(X,m) となるときをいう．
主定理が成り立っためには (f!,F,lP',P,a)に対してさらに，以下の仮定が必要となる．

(Cl) flは距離空間であり，連結空間である．

(C2) a : fl→ Qは同相写像であり，極小 (minimal:aによるすべての軌道がQ内で欄密）である．

(C3) P: n xが(X,m)は強連続（任意の fEL1(X,m)に対して， wf--t Pwfが連続）である．

(C4)ある連続写像h:f!→D(X,m)と定数C>Oが存在し，

Pw加＝ h<Yw, llh』|L00(X,m)< C 

がすべての wE flについて成り立っ．
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定理 4.仮定 {C1)-{C4)を満たす弱収飲的な Markovoperator cocycleは漸近周期的である．

一般に， Markovoperator cocycleが漸近周期的であれば弱収緻性が導出されるので，（Cl)-(C4)

の仮定の下では，これらの性質は同値となる．また，仮定(Cl)のQの連結性は，一見不自然に見

えるかもしれないが，本質的な仮定であることを注意しておく ([1]参照）．
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