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1 はじめに

ある力学系 S:D→0が生成する軌道に下記のようにランダムな確率過程 {Yn}立 0
を摂動として加えた軌道、

Xn+l = S(X砂十Yn,

は、 {Yn}吟 0が独立同分布な確率過程で、確率変数X。と独立であればマルコフ過程をな

す．実際にこの場合、 gを{Yn}戸 oの確率密度関数とし、 fnをXnが従う確率分布の確

率密度関数とすると、

fn+1(x) = 1 fn(y)g(x -S(y))μ(dy) =: Tfか
恥

となり、各自然数nに対して fn+1をマルコフ作用素T:L1(D)→L1(D)を用いて Tfn
と表すことをができる．本稿ではこのようなマルコフ作用素にによって表される確率密

度関数 {fn}における分布の周期性等の性質について調べる．分布の挙動を調べる上で重

要となるのが、マルコフ作用素Tを実数値可積分関数の空間L1(D)に制限し、 Tの固有

値や固有ベクトルについて調べなくてはいけないということである． 1986年に Lasotaと

Komomfkは、実数値可積分関数の空間が(O)上で定義された constrictiveなマルコフ作

用素は必ず原始的測度空間となる部分ぴ加法族を含むことを示唆した [3]．我々は、実数

値可槙分関数の空間で定義されたマルコフ作用素が原始的測度空間となる部分ぴ加法族

を持つならばconstrictiveとなることを意味するのかどうかについて考察した．
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2 Constrictiveなマルコフ作用素に関する結果

まず、 constrictiveなマルコフ作用素の定義を与える．

Definition 2.1. a—有限な測度空間 (O,F,µ) 上で定義された（実数値または複素数値）可

積分関数の空間 L1(0,F,μ)において、 D := {J Eが(O,F,μ):f ~ 0かつ 11!11= 1} 

とする．ここで、 II・ IIはL1ノルムとする．線形作用素 T:L1(E,F,μ)→L1(E,F,μ) 
が以下の 2つの条件を満たすとき、 Tはconstrictiveなマルコフ作用素であるという：

(i) T(D) ~ D, 

(ii)有限の測度をもつある集合 CEFと、ある実定数んく 1と8> 0が存在し、全て

のJEDにおいて、ある自然数no(!)ENが存在し、 μ(A) < 8を満たす全ての

AEFとn~ no(!)に対して

が成り立っ．

11'}¥(;)LJA Tnfdμ さk
(E¥C)UA 

LasotaとKomornfkはマルコフ作用素がconstrictiveであるとき次のスペクトル分解定

理が成り立つことを示した [3].

Theorem 2.1 (The splitting theorem of Lasota-Komornfk）・ 6-有限な測度空間 (D,F,μ)に

おける実数値可積分関数の空間上で定義されたマルコフ作用素 Tがconstrictiveならば、

ある整数rと、 2つの非負関数の列 {9i}：＝1こD と{ki}r=lC L00,作用素 Q:Ll→Ll 
が存在し、 各fE L1に対して、

r 

町（x)= L>..i(f)gi(x) + Qf(x) 
i=l 

が成り立つ．ここで、入，（f)= fo f(x)ki(x)μ(dx)．また、関数9iと作用素 Qは以下の性

質を満たす：

1. 9i(x)gj(x) = 0'vi =I-j. 

2.各iに対して、一意的に整数a(i)が定まり、 Tgi= 9a(i)を満たす．

3. limn→oo IITnQJII = 0'vf  E £1. 
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1965年に Jacobs、deLeeuw、Glicksbergらによって示された次の定理([l])は上記のこ

のLasotaとKomomfkの結果を複素化したものであると考えられている．

Theorem 2.2 (The splitting theorem of Jacobs-deLeeuw-Glicksberg)．複素バナッハ空間 E

上で定義された有界線形作用素の可換弱概周期 lパラメータ半群Tと、弱位相の意味で

Tの閉包の核ににおける単位球面において、

Erev(T) = Euds(T) = QE 

En(m=Q―1(0) = (I -Q)E. 

特に、 Eは閉不変部分空間 Erev(T)とEn(T)との直和となる．すなわち、

E=Efl(m①Erev(T) 

が成り立つ．

歴史的には、まずこの Jacobs-deLeeuw-Glicksbergのスペクトル分解定理が導かれ、こ

の定理を基に LasotaとLiや YorkeはL1上で定義されたマルコフ作用素に対して以下を

示した ([4]).

Proposition 2.1.バナッハ空間 L1上で定義された有界線形作用素の可換弱概周期 lパラ

メータ半群Tに対して以下は同値である：

(i)じにおいてある直和分解L1= Etz(T)①Erev(T)が存在し、

Etz(T) = {x E L1:,lim IITtxll = O} かつ dim(Erev(T)) < 00 
t→OO 

が成り立つ．

(ii)あるコンパクトな部分集合ACL1(0,F,μ)が存在し、

lim in~ IITnx -YII = 0 
n→ooyEA 

を満たす．このとき、 Aをconstrictorと呼ふ

for each x E D, 

更に、 1991年に Sineが上記の結果を一般のバナッハ空間へと拡張し、複素バナッハ

空間上で定義された有界線形作用素による lパラメータ半群が constrictorを持っため

の必要十分条件を求め (Theorem2.3, [6]）、実バナッハ空間上で定義された有界線形作用

素による 1パラメータ半群が constrictorならば、すなわち、 constrictivedであるならば

J acobs-deLeeuw-Glicksbergのスペクトル分解定理を満たすことを示した (Theorem2.4, 

[6]). 
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Theorem 2.3 (Complex Banach Space: Sine)．任意の複素バナッハ空間E上で定義された

有界線形作用素による lパラメータ半群Tに対して以下は同値である：

(i)あるコンパクトな部分集合AcEが存在し、 各XEB(E)に対して

lim i11f. IITtx -YII = 0 
t→ooyEA 

を満たす．ここで、 B(E)はEの単位閉球とする．

(ii)ある Tに関する直和分解E=Efl(T)①Erev(T)が存在し、

• E11(T) = {x EX: limt→oo IITtxll = O} 

• Erev(T) = Euds(T), dim(Erev(T)) < 00 

を満たす．

Theorem 2.4 (Real Banach Space: Sine)．実可積分関数の空間 L1上で定義されたマルコ

フ作用素Tがconstrictiveならば、 TはErev(T)上で周期的であり、次の意味で漸近周期

的となる：

lim IITnf-Tn1rfll = 0. 
n→OO 

ここで、 7fはTheorem2.2でE=L1としたときの直和分解における En(T)への射影と

する．

上記のように、 SineやLasota、Komomikらは実バナッハ空間上で定義されたマルコフ

作用素がconstrictiveであるならばある種のスペクトル分解を満たすことを示した．彼ら

の結果は、複素固有値ではなく実固有値のみに制限したスペクトル分解定理に関する結果

であり、より現実的な分布の漸近周期的な挙動を記述した結果といえる．しかし、複素バ

ナッハ空間上の constrictiveなマルコフ作用素がJacobs-deLeeuw-Glicksbergのスペクト

ル分解定理を満たすための必要十分条件が導かれた議論と異なり、実バナッハ空間に制

限したマルコフ作用素がJacobs-deLeeuw-Glicksbergのスペクトル分解定理を満たすとき

constrictiveであるかどうかはわかっていない．

そこで我々は、実可積分関数の空間 U に制限したマルコフ作用素 T:L1→Ll 
が Jacobs-deLeeuw-Glicksbergのスペクトル分解定理を満たす、すなわち、直和分解

L1 = E11(T) 〶 Erev(T) が存在し、

• E11(T) = {x EX: limn→oo IITnxll = O} 

• Erev(T) = Euds(T), dim(Erev(T)) < 00 
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を満たすならば、マルコフ作用素Tがconstrictiveであることを下記のある条件を前提と

して示した．

Definition 2.2.確率空間 (D,F,μ)上の実数値可積分関数の空間 L1(n,F,μ)において、

積分作用素T:L1(D,F,μ)→ L1(D,F,μ)を次のように定義する：

加）＝kK(x, y)f(y)μ(dy) for f E L1(D, F, μ). (2.1) 
Q 

ここで、 K:DxD→良は可測関数で

K(x, y) 2 0 and l K(x, y)μ(dx) = 1 
゜

(2.2) 

を満たすとする．このとき、、槙分作用素Tはマルコフ作用素となる．更に、この積分作

用素Tは殆ど至る所の点xEOに対して、

(C) Tln(x) = 1叫x)

を満たすとする．

まず、条件(2.1)、（2.2)、（C)を満たす積分作用素Tについて以下が成り立つ (cf.[2]). 

Proposition 2.2.条件(2.1)、(2.2)、（C)を満たす積分作用素T:L尺O,F,μ)→ L尺O,F,μ)
に対して、

Fo = {A E F: TnlA = characteristic function ¥/n 2: O} 

はrの部分a加法族となり、 (0，五o，μ)は原始的測度空間となる．

この結果から、部分ぴ加法族巧。の任意の原子元は局期的であることが分かる．即ち、

各原子元 WE.Fi。に対して、最小の整数 d~l が存在し、

仔lw=lw

を満たす．このことは租分作用素 Tが制限した集合族上で定義された可積分関数に対し

て周期的であることを意味し、次の主定理が示される ([2]).

Theorem 2.5.確率空間 (0,I;,μ)上の実数値可積分関数の空間上で定義された線形作用

素T:L1(0,F,μ)→じ(O,F,μ)が条件(2.1)、（2.2)、（C)を満たすとき、以下は同値で

ある：
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(i) Tはconstrictiveである．

(ii)部分ぴ加法族

瓦＝｛AE F: TnlA = characteristic function Vn 2: O} CF  

はμに関して高々有限個の原子元を持ち、各原子元 W に対して

nl鷹 μ(A¥Tdn1叫＝ 0,

が全ての正の測度を持つ部分集合 A,BcWに対して成り立つ．ここで、 dは各原

子元W の周期の最小公倍数とする．

上記より、ある種の条件下で、マルコフ作用素が周期的な部分ぴ—加法族をもつことと、

constrictiveであることがわかった．今後の課題としてこの結果をより一般的な測度空間

上のバナッハ空間に拡張できると考えられる．
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