
175

Functional limit theorem for 
intermittent interval maps 

京都大学大学院理学研究科・数学教室世良透

Tom Sera 

Department of Mathematics, Graduate School of Science, 

Kyoto University 

1 序

中立不動点（微分係数の絶対値が 1である不動点）を持つ区間写像力学系を間欠力学系

(intermittent dynamics, intermittent interval map)と呼ぶ．この力学系は間欠現象のモデ

ルとして研究されてきた [9,7]．間欠現象の例としては，対流が層流(laminarphases)か

ら乱流(turbulentbursts)へ間欠的に遷移する現象が挙げられる． このような統計物理の

文脈の下では，区間力学系の中立不動点近傍への滞在は持続的・安定な層流状態に対応し，

中立不動点遠方への滞在は一時的・不安定な乱流状態に対応する．数学の観点からは，無

限エルゴード理論によって中立不動点近傍・遠方の滞在時間に関する種々の分布極限定理

が得られてきた．例えば[2,12, 13, 18, 8, 11]．本稿では [10]に基づいてこれらの関数型・

分布結合的拡張を考える． Boole変換と呼ばれる典型例によって主結果を例示しよう．

例 1.1(Boole変換）．区間写像T:[O, 1]→[O, 1]を次で定義する：

Tx=~ (o::;x::;~), Tx=l-T(l-x) (~<x:Sl)- (1.1) 

すぐに確かめられるように， TO=O,Tl = 1かつ T'O= T'l = 1である．すなわち二点

0,1はTの中立不動点である．定数8E (0, 1/2)を固定する．くを [O,1卜値確率変数であっ

て分布が絶対連続なものとする．さらに「くを初期点とする力学系の軌道（ふTCT梵，．．．）

が小区間［ふ1-8]へ到逹する n回Hの時刻」を r.p(n)と害こう． この時，次の二つの関数
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図 1:Boole変換T 図2:Boole変換の軌道(x0,Tx0, T2x。，．．．），ただし x。=0.1
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型収束が得られる：適当な定数C>Oが取れて

(l'P(［C-1../ntl) 1'P(［C-1../nt]） 

; 区 ]_｛四<8},¾区 ]_｛四＞1-8} : t ?: 0)土 (S_(t)ふ (t): t?: 0), 
k=O k=O 

ここで土→は分布収束 (distributionalconvergence) を意味し，名(t) は i.i.d. なる 1/2—安
定増加 L6vy過程であって lE[exp(—入名 (t))] = exp(-v>-t/2)，入，t?:0.加えて，

(¾f ]_｛T棧<o},if]_｛T梵E[8,1-8]},¾ f]_｛T屹＞1-8}: t ?: 0 
k=O 

《
k=O k=O 

土([]_｛B(s)＜0}ds, l！盟ふ5[ ]_｛B(s)E[-eC]｝ds, [ ]_{B(s)> O>ds t 2 0), 
ここでB(t)は原点出発の 1次元Brown運動であり， limc↓o± 『 ]_｛B(s)E[-e,el}dsはB(t)のv'2e Jo 
原点に関する局所時間で， Blumenthal-Getoorの意味で正規化されたものである．

2 設定と基本的性質

以下，本稿では常に Thaler[12]に倣い次の仮定を置く．

仮定 2.1.区間写像T:[O, 1]→[O, 1]は以下の三つの条件を満たす：

(1)（簡単のために） Tは点対称的，すなわち Tx= 1 -T(l -x), x E (1/2, l]. 

(2)小区間 [O,1/2]への制限 Tl[0,1/2] : [O, 1/2]→[O, 1]はびかつ全単射．

(3) TO = 0, T'O = 1かつ T"x> 0, x E (0, 1/2). 

以上の仮定の下で成り立つ基本的な性質を述べよう．二点 0, 1はTの弱反発的な中

立不動点である． T は定数倍を除き一意な絶対連続エルゴード的不変測度 μ(dx)を持

ち， しかもそれがLebesgue測度 dxと同値であることが知られている． 点 0と1のどん

な近傍もμについて測度無限大であり，その補集合は測度有限である．すなわち任意の

8 E (0, 1/2)について

μ([O, 8)) = μ((1 -8, 1]) = oo カ>つμ(［ふ1-8]) < 00. 

軌道 (x,Tx, T2x,...）は再帰的である．すなわち任意の Lebesgue測度正な Borel集合

A E B([O, 1]）について

n-1 

と応xEA}→oo, a.e.x. 
n→OO 

k=O 
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言い換えると軌道は集合Aを無限回訪れる．また Birkhoffの個別エルゴード定理により

n-l n-1 
1 
-こ]_｛三［6,1-6]} →0 言い換えると，

1 
→ 1 

n n→00 (;と]_｛叫［6,1-'5]}n→00), a e.x 
k=O k=O 

おおまかに言えば，ほとんど全ての初期点 xに関して，軌道 (x,Tx,T%,...)は点 0と

1の近傍に集中している．

3 先行研究

以下では 8E (0, 1/2)を固定する． 我々は軌道の [O,s), [s, 1 -s]や (1-c, 1]への滞在時

間，特にその適切な意味でのスケーリング極限に興味がある．実は初期点に関する各点収

束の意味では非自明なスケーリング極限は現れない．例えば[1,4]を見よ． しかし以下で
述べるように，ランダム初期点を置いた下で分布収束を考えると，非自明なスケーリング

極限が現れる．ランダム初期点を置くということは，初期点に関する統計的振る舞いを見

ている， という解釈ができる．

cp(n) = cp(n,x)を初期点xの下での軌道(x,Tx,T2x,．．．）が小区間［ふ1-8]を訪れる
n回日の時刻とする：

cp(O) = 0 かつ cp(n + 1) = min{k > cp(n) : Tkx E [s, 1 -s]}, n ~ 0. 

更に 71(・):= μ(［ふ 1-8] n ・), bn := (f(l -a)戸[cp(l)> n])-1と置く．

命題 3.1(Thaler [12]）．仮定 2.1が満たされているとする． aE (0, 1)を定数とする．こ

のとき，次の二条件は同値：

(A) Tx -x = (l -x) -T(l -x)はx→0において (1+ 1/a)次の正則変動関数，すな
わち

T（入x) —入xlim ＝入l＋1/a
X→o Tx-x 

， 入＞ 0.

(B) (bn)n::,-1はn→CX)において a次の正則変動数列．

中立不動点遠方への滞在時間に関して， Aaronson[2, 3]は以下の分布収束定理を得た：

定理 3.2(Aaronson [2, 3]のDarling-Kac型極限定理）．命題3.1の仮定の下，条件 (A),

(B)は次と同値：

(C) (を [O,1卜値の確率変数であって分布が絶対連続なものとする． このとき

n-1 

国{Tk~E ［ふ 1-,5]} 上 l a 

n k=O 
n→00い）， in恥．
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ただし s(a）は a-片側安定分布を持つ確率変数で，その Laplace変換は lEexp(—入S(a)) ＝ 

exp（ー炉），入＞ o,で与えられる．

注3.3.極限分布(1/s(a))aは指数aのMittag-Leffler分布と呼ばれる．特別な場合として

a=  1/2のときはその分布関数が

］口;~t] ＝［喜 exp(-s2/4)ds, tミ0,
と書き表わせる．

さらに Owada-Samorodnitsky[8]はAaronson[2, 3]の結果を関数型に拡張した：

定理 3.4(Owada-Samorodnitsky [8]のBingham型関数型極限定理）．命題3.1の仮定の

下，条件(A),(B), (C)は次と同値：

(D) lを[O,1卜値の確率変数であって分布が絶対連続なものとする． このとき

（土:]_｛TkEE[J,1-8]}: t ~ 0) ~之 ((s(a) ）―\t) : t ~ 0), in D（恥，恥）
k=O 
） 

ただし S(a)(t）を O-安定増加 Levy 過程で S(a) （ 1)~ s(a)なるもの，（S(<>))-l(t)はそ
の右連続な広義逆関数，つまり (s(a))-1(t)= inf{u > 0: s(al(u) > t}である．

注 3.5.極限確率過程(S(<>l)-l(t)は指数aのMittag-Leffler確率過程と呼ばれる．スケー

リング則を用いることで

(s(a)戸(1)~ (sk) a 
を容易に確かめることができる．

以上が中立不動点遠方への滞在時間について知られている極限定理である．他方で中

立不動点近傍への滞在時間については，上記のものとは別種の極限分布が現れることが知

られている：

定理 3.6(Thaler [12]のLamperti型一般化逆正弦法則）．命題3.1の仮定の下，条件(A),

(B), (C), (D)は次と同値：

(E) lを[O,1卜値の確率変数であって分布が絶対連続なものとする． このとき

(~~ ]_｛四<J}, ~旦 ]_{T屹＞1-8}) ~二 (s竺~,~)
ただし s~a) と S竺は i.i.d. な a-片側安定分布を持つ確率変数で，その Laplace 変換
は lEexp(—入S竺） ＝exp（ー炉／2），入＞ 0,で与えられる．
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注 3.7. 極限分布 S~"')/(S四＋S竺）は指数aの対称なLamperti型一般化逆正弦分布と呼
ばれる．特別な場合として a=1/2のとき，これは通常の逆正弦分布に一致する：

叶s[1/2:］／2;［1/2）さt]= 1t二~ = ~arcsin(vt), Oさt::; 1. 

以上の定理を適用できる写像について例を挙げよう．

例 3.8.a E (0, 1)として，写像T:[O, 1]→[O, 1]を次で定める：

X + 21/a叶＋l/a, O~x~l/2, 

匹＝｛x -21/a(l -X)l+1/a, 1/2 < xさl.
この写像が仮定 2.1と条件 (A)を満たすことは明らかである．この場合ある定数C=

c(a) > 0が取れて似～ C炉， asn→ 00である．

例 3.9(Boole変換）．写像T:[O, 1]→[O, 1]を例 1.1の通りとする．これが仮定2.1を満た
すことは明らかである．また Tx-x~砂， asX→0,であるのでa=1/2の場合の条件
(A)を満たす． Tのエルゴード不変測度μは

μ(dx)＝げ＋ (~) dx, 0 < x < 1, 
で与えられる．また，次が成り立つ．

bn nご00喜μ(［ふ1-bl). 

4 主結果

主結果について述べよう．これは先行研究の関数型・結合分布的拡張を含んでおり，上述

の極限分布・極限確率過程たちがなぜ現れるのかがより一層明らかになる．

定理 4.1(S. [10])．命題3.1の仮定の下，条件(A),(B), (C), (D), (E)は次と同値：

(F) ~を [O,1卜値の確率変数であって分布が絶対連続なものとする． このとき

（］勺I)]_｛T梵<8},¾予t] ）]_｛T兒＞1-8} : t：：：：： O 土 (S[a)(t)，S竺（t): t：：：：： o), 
k=O k=O 

） 
in D（股十9配），

ここでs砂(t)とS竺(t)はi.i.d.なa-安定増加Levy過程でS竺（1)~ S竺なるもの．
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(G) (を [O,1卜値の確率変数であって分布が絶対連続なものとする． このとき

(¾ド ]_｛四<o}, t~ ]_ ｛T梵E[o,1-81}, ¾ ~ ]_ ｛T屹＞1-8} : t ~ 0) 
土 (1t]_｛x(a)（s)＜0}ds,L(a)(t)9 []_｛xC<>l(s)>D}ds : t ~ 0), in D（正，配），
ここでx(nl(t)は戦上を走る原点出発・ (2-2a)次元の対称Bessel拡散過程を表し，

L(a)(t)はX(a)(t)の原点局所時間であって Blumenthal-Getoorの意味で正規化され

たものを表す：

c(n) rt 
L(a)（t) ＝ lim2-2af ]_{IX(<>l(s)|鉦e}ds, c(nl = 21-n 

r(2 -a) 
e↓0 E 
゜ げ(・)はガンマ関数）．r(a) 

注 4.2.特別な場合としてa=1/2のときは，拡散過程x(l/2)は通常の 1次元Brown運動

である

注 4.3.t > 0とする． Barlow-Pitman-Yor [5]は次を示した：

(~ 1t]_{XC0l(s)<O}ds,長叫t),~ 1t]_{XC0l(s)>O}ds) 
~(茫 1Sia) 3 

茫＋S［a)'(S四＋Sia)）a's[a) + S[a)), in恥．

[16, 17]も参照せよ．また

(L("l(t) : t ~ 0) ~ ((s(a))―¥t) : t ~ 0), in C置，股），

である． したがって条件(G)から直ちに条件(C),(D), (E)が従うことが分かる．

注 4.4.今まで述べてきた先行研究や主結果は， Tが点対称的であるという仮定を課さず

とも（適当な修正の下で）成り立つ．その場合例えば条件(G)のX回に相当するものとし

て，次元(2-2a)の非対称Bessel拡散過程が代わりに現れる．更に中立不動点が三点以

上ある場合に，各中立不動点近傍およびそれらの補集合への滞在時間の分布極限を考える

ことができる． この場合マルチレイ上を走る非対称Bessel拡散過程の，各レイヘの滞在

時間や原点局所時間が関数型極限として現れる．

[(A)⇒(F)］の証明の概略．［ふ1-c5]を基点とする軌道の周遊が[O,c5), (1 -c5, 1]に滞在す
る時間（以下， これを簡単のため「0,1近傍への周遊長」と呼ぶことにする）を考える．

Tの［ふ1-c5]へのfirstreturn mapを解析することで0,1近傍の周遊長がある意味で“

漸近的にi.i.d."であることが分かる．また周遊長のtailprobabilityは正則変動である．そ

こでTyran-Kami丘skaの関数型極限定理[15,14]を用いることで， 0,1近傍への周遊長の

和が適当なスケーリングで安定過程(S匂(t),st¥t) : t ~ o)に分布収束することが示され
る ．ロ
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[(F)⇒(G)］の証明の概略． Fujihara-Kawamura-Yano[6]（離散Markov過程の滞在時間
に関する関数型極限定理）と同様に以下の手順で証明する．

まず，原点を基点とする x(a)の周遊が負側，正側に滞在する時間を考えると，これは

安定過程(S[a)（t)，S竺(t):t;::::o)と同分布である． したがって条件(F)は，力学系の周遊
長がx(a)の周遊長に分布収束すること， と読み替えられる．

また， x(a)の周遊長を用いて， x(a)の負側滞在時間，原点局所時間，正側滞在時間を

表現することができる (Williamsの公式）．同様に力学系の [0,5),[5, 1-5], (1-5, 1]への

滞在時間を，周遊長を用いて表現することができる (Williamsの公式の離散版）．

最後に， Williamsの公式を通して「周遊長の収束」が「滞在時間の収束」を導くこと

を確かめる． このような手順で所望の結果を得ることができる．

口

参考文献

[1] J. Aaronson. On the ergodic theory of non-integrable functions and infinite measure 

spaces. Israel J. Math., 27(2):163-173, 1977. 

[2] J. Aaronson. The asymptotic distributional behaviour of transformations preserving 

infinite measures. J. Analyse Math., 39:203-234, 1981. 

[3] J. Aaronson. Random !-expansions. Ann. Probab., 14(3):1037-1057, 1986. 

[4] J. Aaronson, M. Thaler, and R. Zweimiiller. Occupation times of sets of infinite 

measure for ergodic transformations. Ergodic Theory Dynam. Systems, 25 (4): 959-

976, 2005. 

[5] M. Barlow, J. Pitman, and M. Yor. Une extension multidimensionnelle de la loi de 

l'arc sinus. In Seminaire de Probabilites, XXIII, volume 1372 of Lecture Notes in 

Math., pages 294-314. Springer, Berlin, 1989. 

[6] E. Fujihara, Y. Kawamura, and Y. Yano. Functional limit theorems for occupation 

times of Lamperti's stochastic processes in discrete time. J. Math. Kyoto Univ., 

47(2):429-440, 2007. 

[7] P. Manneville. Intermittency, self-similarity and 1/ f spectrum in dissipative dynam-
ical systems. J. Physique, 41(11):1235-1243, 1980. 

[8] T. Owada and G. Samorodnitsky. Functional central limit theorem for heavy tailed 

stationary infinitely divisible processes generated by conservative flows. Ann. Probab., 

43(1) :240-285, 2015. 



182

[9] Y. Pomeau and P. Manneville. Intermittent transition to turbulence in dissipative 

dynamical systems. Comm. Math. Phys., 74(2):189-197, 1980. 

[10] T. Sera. Functional limit theorem for occupation time processes of infinite ergodic 

transformations. preprint available at arXiv:1810.04571. 

[11] T. Sera and K. Yano. Multiray generalization of the arcsine laws for occupation times 

of infinite ergodic transformations. Trans. Amer. Math. Soc., to appear. 

[12] M. Thaler. A limit theorem for sojourns near indifferent fixed points of one-

dimensional maps. Ergodic Theory Dynam. Systems, 22(4):1289-1312, 2002. 

[13] M. Thaler and R. Zweimiiller. Distributional limit theorems in infinite ergodic theory. 

Probab. Theory Related Fields, 135(1):15-52, 2006. 

[14] M. Tyran-Kamiriska. Convergence to Levy stable processes under some weak depen-

dence conditions. Stochastic Process. Appl., 120(9):1629-1650, 2010. 

[15] M. Tyran-Kamiriska. Weak convergence to Levy stable processes in dynamical sys-

tems. Stoch. Dyn., 10(2):263-289, 2010. 

[16] S. Watanabe. Generalized arc-sine laws for one-dimensional diffusion processes and 

random walks. In Stochastic analysis (Ithaca, NY, 1993), volume 57 of Proc. Sympos. 

Pure Math., pages 157-172. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1995. 

[17] Y. Yano. On the joint law of the occupation times for a diffusion process on multiray. 

J. Theoret. Probab., 30(2):490-509, 2017. 

[18] R. Zweimiiller. Infinite measure preserving transformations with compact first re-

generation. J. Anal. Math., 103:93-131, 2007. 


