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LP-Kato測度と Dirichlet空間のSobolev埋め込みとの関係につ

いて
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Dirichlet空間の Sobolev埋蔵定理は解析学における最も基本的な定理の一つであり，同値な性質と

して Nash不等式 [4]，キャパシティー等周不等式 [5,6]，熱半群の超縮小性 [14]などが知られている．

古典的な Sobolev空間 w1,2（酎）などに関してはよリ精密な評価を与える Gagliardo-Nirenberg補

間不等式も知られている． KatoクラスはSchrodringer作用素(-¥△+μ)がw1,2（股り上の自己共役

作用素となる十分条件として 1972年に Kato[7]により与えられ，確率論の側からも Feynman-Kac 
公式を介することで解析が進んでいる (Simonによる概説 [11]も参照）． StollmannとVoigt[12]は

1996年に Dirichlet空間がKatoクラスの測度によるび空間へ連続に埋め込めることを作用素論

を用いて示し，後に ShiozawaとTakeda[lO]が2005年に Dirichlet形式の時間変更の理論を用いて

確率論的な証明を与えた．

本稿では， Katoクラスの一種の拡張である LP-Katoクラスを導入し，そのクラスの測度による

Lebesgue空間への Dirichlet空間の連続埋め込みとの関係を論じた研究 [8]について，補間空間の

視点からの解説を述べる．

2 V-Kato測度と Dirichlet空間の Sobolev埋め込みとの関係

この節では [8]の概要を述べる． Eを局所コンパクト可分距離空間， mをsupp[m]= Eなる E上

のRadon測度とする．（E，r)をび(E;m)上の正則 Dirichlet形式とし， X= (D,Xt,(,lP'x)を付随

する加対称 Hunt過程とする． a>OとuEFに対し，品(u,u)=llu|見:=t:(u,u)+aJE炉dm
と記述する．本稿では Fの元 uは常に準連続な修正を取るものとする また， X の推移函数

(Pt)t>。は以下の絶対連続条件を満たしているものとする：各 t> 0とXEEに対し， Pt(x,dy) 
はm(dy)について絶対連続である．このとき (Pt)t>Oは(0,oo) XE XE上可測な推移密度函数

（または熱核と呼ぶ） Pt(x,y)であって任意の s,t > 0, x, y E Eに対し Pt(x,y) = Pt(Y, x)かつ

Pt+s(x,y) ＝ JE忍s(x,z)Pt(z,y)m(dz）なるものを持つ．各a>Oに対し， Xのa次レゾルベント核

を叫x,y)＝ J。e-atPt(X,y)dtで定める．

Definition 2.1. p E [1, oo), 8 E (0, 1]とする． E上の正値Radon測度μに対し，μがXに閲する

£P-Dynkinクラスに属する(μ E抄 (X)とかく）とはある a>Oが存在して

supf ra(x,y)知（dy)< oo 
のEEJE

なるときを，µが X に関するび—Kato クラスに属する(µ E炉 (X)とかく）とは

lim supf Ta(x,y)知(dy)= 0 
a↑00xEEJE 

*tmorickurims. kyoto-u. ac. jp 
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なるときを，μがXに関するオーダー 6のLP-Katoクラスに属する(μ E K,P,0(X)とかく）とは

(supf叫 x,y)Pμ(dy)i= O(a―8) as a→ OO 
xEEJE 

なるときをいう． l.J'-Dynkin,LたKatoクラスは単にp-Dynkin,p--Katoクラスとも呼ぶ．

明らかに炉州X)C炉 (X)C四 (X)である．

Example 2.2. E =配， mを配上の Lebesgue測度， Xを配上の Brown運動とする． pE[l,oo)
をd-p(d-2)>0なる実数とし，μを配上の正値Radon測度とする．［2,Theorem 4.5]の証明

と同様にして， μE炉 (X)であることは次と同値；

梱悶df
μ(dy) 

lx-yl<cx Ix -Ylp(d-2) 
= 0, d 2 3, 

塁匹~lx-yl<cx (-log Ix -YI? μ(dy) = 0, d = 2, 

sup f μ(dy) ＜ 00, d = 1. 
xEJRd Jix-y|こ1

特に， d= 1のときは任意の p> 1に対し炉(X)＝炉(X)となる． また，上記の pについて
d-p(d-2) 

mE灯 2p (X)となることも分かる．

次の定理は l.J'-Dynkinやl.J'-Katoクラスの測度による L2P空間への Dirichlet空間の連続埋め

込みである．

Theorem 2.3 ([8, Theorem 4.1]). p E [1, oo), μ E抄 (X)とする．このとき，

{i)任意の uEFとa>Oに対し

(J  llulll2P(E;μ) :::;悶［ E店 (x,y)知(dy)),;Ea(u,u) (2.1) 

が成立する特に， Hilbe廿空間 (F,＆）はL2P(E;μ)へ連続的に埋め込まれている．

的µ€炉(X) ならば (0, 00）上の正値函数KでlimgoC―1K(s)= ooなるものが存在し，任意

のu€ rとs>Oに対し

llu||｝初(E;μ)さ:st:1(u,u) + K(s)llulll2cE;m) (2.2) 

が成立する．

{iii) ある 0E(0,l] に対しµ€炉°(X）ならば，正定数 A が存在し，函数 K(s) = As―ば゜に対し

て (2.2) が成立する．特に，正定数 B が存在して任意の u€F に対し

llull巧(E;µ):::;B✓因伍司•(l-O)llullt2(E;m) (2.3) 

が成立する．

(2.1) はび—版の Stollmann-Voigt 不等式とみなすことができる．（2.2) は [13] にあるコンパクト有
界性の概念に類似しておリ，（2.3)はいわゆる補間型の不等式である．

次の定理は定理2.3のある種の逆を主張する．つまり，測度がIl'-Dynkinや LP-Katoクラスに

属することが，その測度による L2P'空間 (p'>p)への Dirichlet空間の Sobolev型や補間型の埋め

込みからそれぞれ従う．

Theorem 2.4 ([8, Theorem 4.7]). p'E (1, oo), μ Eが (X)とする．このとき，

{i)正定数S>Oが存在して，任意の uEFに対し Sobolev型不等式

llull~2p'(E;µ)::;sふ (u,u)
を満たすならば，任意のpE [l,p'）についてμ E VP(X)である．
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{ii)函数 K:(0, oo)→ （0, oo)でlimc↓0C―1K(c)= ooなるものが存在して，任意の uE Fと

E>Oに対し Sobolev型不等式

llulli2p'(E;μ)さ函(u,u) + K(c)llulli2(E;m) 

を満たすならば，任意のpE (l,p')について μEK叫X)である．

{iii)定数A>Oと0E (0, 1]が存在して，任意の uEFに対し Sobolev型不等式

llullL2P'(E;μ)::::; A凶汀正面(l-O)llullt2(E;m) 

を満たすならば，任意のpE (l,p'）と 6=1-P!'：1号1についてμ E K,P,0(1-6) (X)である．

定理2.3,2.4 (i)はそれぞれ次のように固式化できる．ここで，図中のぴ叫X)はμED叫X)で

あることを意味し，太字で表されているものが定理の結論を意味する．

VP(X) か(X)'DP(X)

び(μ)...£2P(μ)... 

j 
び(μ)...£2P(μ)... £2P'(μ) 

/ 
(:F，名）び(m) (F，ふ） び(m)

Figure 1:定理2.3(i)の模式図 Figure 2:定理2.4(i)の模式図

3 補間空間を用いた定理2.3,2.4 (iii)の意味付け

この節では，定理2.3,2.4(iii)を補間空間の言菓で意味付けることを考える．補間空間とは，大まか

に言えば， 2つの空間X。とふについてそれらを平面上の点と考えたとき， 2点を 0: l-0に内分

する点に対応する空間 X。のことである． Banach空間の補間には実補間と複素補間があるが本稿

では実補間のみを扱う．補間空間の基礎事項については，例えば [1,3, 9]を見よ．

2つの Banach空間 X。，ふはHausdorff位相ベクトル空間 Xに連続的に埋め込まれていると

する． ll・llx;をxi,i = o, 1のノルムとすると，共通部分空間 X。nふと和空間 X。+X1:={u=
uo +u1: uo EX。墨1E X1}はノルム

llullx。nx1:=max{llullx。,||ullx1} 

llullx。+X1:=inf{lluollx。+||u1llx1: u = uo +u1,uo EX。氾1EXサ

によりそれぞれBanach空間となる．

Definition 3.1. Banach空間 XがX。とふの補間空間であるとは，連続埋め込み

X。nX1→ X→ X。+X1

が成立するときをいう．

各 t>OとuEX。nふに対し， J汎函数を

J(t; u) := max{lluollx。,tllu1llx1}
により定めると，これは ll・llx。nX1と同値なノルムとなっている．

Definition 3.2. 0 < 0 < 1, 1 ~ q :.:; 00に対し，空間 (X。，ふ）0,q;JをuEX。＋ふであって，
Bochner積分により

u = 1= f(t)亨， fEが((O,oo);dt/t,X。＋ふ）

と表され，かつ函数t→t―eJ(t; u)がび((0,oo); dt/t)に属するものの全体として定める．
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Proposition 3.3. 1 < q :S oo, 0 < 0 < 1,または q= 1, 0 :S 0 :S 1のとき，（X。ふ）0,q;Jはノ

ルム 1|u||oqJ =｛贔い(100[t―り(t,f(t)）l叫）i if1さq< OO, 

inf esssup｛戸J(f(t);u)} ifq=oo 
fES(u) O<t<oo 

によリ非自明な Banach空間となる．ここで，

S(u):={fELバ(0,oo); dt/t, X。＋ふ） ：u = 100 j(t)亨｝
とした．

さらに，連続埋め込み

X。nX1---+（X。ふ）0,q;J---+X。+X1

が成立する．すなわち，（X。，ふ）0,q;JはX。とふの補間空間である．

Proof.証明は，例えば [1,Theorem 7.3]を見よ．

Proposition 3.4. X。とふの補間空間 Xに対し，以下は互いに同値である：

(a) (X。ふ）0,l;J---+Xが成立する．すなわち，正定数C1が存在して，任意の uE (X。,X1)0,1;J
に対し

口

llullxさC1llull0,1;J・

{b)正定数凸が存在して，任意の uEX。nX1,t > 0に対し

llullx :S C2C9 J(t; u). 

{c)正定数C3が存在して，任意の uEX。nふに対し

llullx :S C3llu||t011ull瓜．

Proof.証明は，例えば [1,Lemma 7.19]または [3,Section 3.5]を見よ． 口

以上のことから， X。=（r,ふ）， X1＝び（E;m)としたときの補間空間 X。:＝ （X。,X1)0,I;Jを

用いて，定理2.3,2.4(iii)は次のように図式化できる．なお，圏4の灰色で示した埋め込みX0(l-6）→ 
L2p(μ)は定理2.4(iii)の結論に定理2.3(i)をさらに適用することで得られるものである．

炉 °(X)

び(μ)・..L2P(μ)... 

J (F,&1) X。び(m)
＼＼  

0 1 -0 

Figure 3:定理2.3(iii)の模式図

0炉 6)

か(X
1-6¢ 6 

ノ三／—\、
び(μ)... L2P(μ)・..£2P'(μ) 

J j (F, &1) Xo(I-8) X。び(m)
¥¥＼  
0(1 -6) 06 1 -0 

Figure 4:定理2.4(iii)の模式図
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4 V-Katoクラスに対応する補間空間

前節までに，定理 2.3,2.4の主張（i)はSobolev埋め込みにより，主張 (iii)は（r，ふ）とび(E;m)
を0:1-0に内分する点に相当する補間空間への埋め込みにより意味づけることができた．本稿

の最後に，主張（i)と(iii)の中間の結果となっている主張 (ii)について，これらを補間空間の意味

で記述することを考える．

設定は 2節のものとし， X。＝ （rふ），ふ＝び(E;m),

叫＝ (:~~L ra(x,y)切(dy))! 

とおく．定義 3.2に倣い，（X。,ふ）0,l;Jの定義の中にある t―°を 1(t)に変えたものを考える．

Definition 4.1.空間 (X。ふ）,(・),l;JをuEX。＋ふであって， Bochner租分により

U = fo00 f(t)亨， fEが((O,oo);dt/t,X。＋ふ）

と表され，かつ函数t→1(t)J(t;u)がじ((0,oo); dt/t)に属するものの全体として定める．

Proposition 4.2. (X。ふ）,(・),l;Jはノルム

°° dt 
llull,(-),l;J = tl~?u) 100 b(t)J(t; f(t))] ¥ 

fES(u) 。 t

により非自明な Banach空間となる．ここで， S(u)は命類 3.3で定めたものである．

さらに，連続埋め込み

X。nX1→ (X。ふ）,(・),l;J→ X。+X1

が成立する．すなわち，（X。,ふ）1（・），l;JはX。とふの補間空間である．

Proof. a→1(a)は広義単調減少であリ， a→a7(a)は［8,(2.6)］に見られるように広義洋調増加
なので

1.  
sup { mln{1 

l 1 
o:~~00 { ~min{ 1, ~}} = fi)く (X)

が分かる．これより，［1,Lemma 7.13]と同様の証明によリ主張が得られる． 口

Proposition 4.3. X。とふの補間空間 Xに対し，以下は互いに同値である：

{a) (X。ふ）,(・),l;J---+Xが成立する．すなわち，正定数凸が存在して，任意のuE (X。，ふ）1（・），l;J
に対し

llullx -S: C1 llull,(-),l;J・

{b)正定数らが存在して，任意の uEX。nふ， t>Oに対し

llullx-S:C四 (t)J(t;u). 

(c)正定数C3が存在して，任意の uEX。nX1,t > 0に対し

llullx -s: Cn(t)(llullx。+tllullx1)・
Proof. (b)⇔(c)は明らか．（a）⇔(b)は[8,Theorem 4.1]の証明に見られるように a→,(a)が連

続であることから，［1,Lemma 7.19]と同様の証明により示される． ロ

定理2.3(ii)の結論を満たすK(c:)として [8,Theorem 4.1]の証明中の議論から函数e→e1―1(E) 
（ここで戸（・）は1（・）の右連続逆函数）が取れることに注意すると，（2.2)は命題4.3(c)に他ならな

い．空間 (X。，ふ）,(・),l;JはX。とふの‘'内分’'に相当する空間とみなすことはできないため，定理
2.3(ii) の主張を図 1-4 のように数直線的に関示することはできないが，この主張は T(•) のスケー

ルにより得られる補間空間によリ意味づけられることが分かった定理 2.4(ii)についても同様に

p'に関する 7(・）により意味づけられることが期待される．
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