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1 はじめに

同期現象は2つ以上の物体が同じタイミングで運動する現象のことを言い、

ホタルの発光[1,2]、カエルの合唱[3]、ニューロンの発火[4]など、自然界の

さまざまなところで見られる。この現象を数学や物理の観点から定式化し、

なぜ同期が起きるのかを理論的に明らかにする研究が古くからなされてきた。

とりわけ、 1975年に蔵本によって提唱された蔵本モデル [5]はモデルの簡潔

さとその豊かな数学的構造から多くの注目を集めてきた [6-8]。蔵本モデルは

円周上を運動する振動子の微分方程式で表される。各振動子は自然振動数を

持ち、位相差を通して sin関数で他の振動子と結合している。振動子間の結

合の強さを上げていくと、振動子は非同期状態から同期状態への同期転移を

起こすことが知られている。

転移現象を特徴づける臨界指数を計算すると、蔵本モデルにおいては自然

振動数の従う確率密度関数の選び方によって異なる臨界指数が現れることが

わかっている [9]。また、結合関数を一般の周期関数にした大域結合振動子系

を考えると更に異なる臨界指数が得られることも報告されている [10]。応用

上、結合振動子系にノイズを受けたものを考える研究 [11]も多いが、自然振

動数の従う確率密度関数による依存性についてはまだ知られていない。そこ

で本報告書では、ノイズを受けた大域結合振動子系における同期転移の性質

を調べた。はじめにノイズを受けない大域結合振動子系における同期転移の

性質をかんたんに述べたあと、結合関数として第2高調波までを含むものを

考え、その連続極限が従う Fokker-Planck方程式の定常解による自己無矛盾

方程式を導出する。この方程式を臨界点周りで展開することで同期転移の性

質を調べた。また、この結果を数値計算により確認した。
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2 ノイズなしの場合

はじめにノイズが入っていない大域結合振動子系について簡単に述べる。

モデルは次の微分方程式で表される。

N 
軌 k
可＝囚，十 ~Lr(化 -0i), i=l,...,N. (1) 

j=l 

ここで、 0iはi番目の振動子の位相で0iE [0, 21r) ~ §1である。 Wiはi番目

の振動子の持つ自然振動数で、確率密度関数g（叫からランダムに選ばれる。

Kは振動子間の結合強度を表し、 K=Oのときには相互作用はなく、各振動

子は円周上を独立に角速度Wiで回る。以降ではK>Oの相互作用がある場

合を考える。 rは周期加の結合関数で、角振動子の位相差を通して結合して
いる。本報告書では結合関数として

f(0) = sin0 + asin20 (2) 

を取る。 a=Oのときには結合関数はsin関数であり、これは蔵本モデルに対

応する。以下ではa=Oとaヂ0で定性的に異なる振る舞いを見せることを

確認する。

大域結合振動子系において同期転移が起きることを見ていこう。振動子が

同期することは次の秩序変数を用いて確認できる。

N 
1 

殊＝一Leik0j =: rke如
N 
j=l 

, k = 1,2. (3) 

k=lの場合にはnは複素平面の単位円周上を運動する振動子の重心の原点
からの距離を表す。振動子が非同期状態にあるとき、振動子は円周上におおよ

そ一様に分布するので、振動子の重心は原点に十分近くなる。対応して r1,::::0 

である。一方で振動子が完全に同期していて、円周上の一点に集中している

ときには、振動子の重心は円周上に位置することになる。対応して r1= 1で

ある。よって、 nの値が0に近いときには非同期状態、 1に十分近いときに
は同期状態にそれぞれ対応することがわかる（図1を参照）。また、 k=2のと

きには位相を 2倍にする効果があるので、振動子がちょうど Tずれたところ

に二極化している場合にも乃 R::1となる。よって、乃＞ 0かつ r1,::::0の場

合には、振動子は円周上の 2つの部分に位置することがわかる。

振動子間の結合強度を大きくしていくと、非同期状態から同期状態へと移

行することが予想される。 N→ooの極限を考えると、秩序変数の結合強度
依存性はある臨界点Kcが存在して

r1 ~ (K -Kc)(3 (4) 

とべきf3で立ち上がる。この指数0は臨界指数(criticalexponent)の一つで
ある。臨界指数は平衡統計力学の分野で良く研究されている。系の詳細な情
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図 1：非同期状態（左図）と同期状態（右図）の概略図。

報には依存せず、系の次元や対称性のみに依存することから臨界指数は普逼

性(universality)を持つとされている。大域結合振動子系は散逸系なので平衡

統計力学の範疇で扱えるものではないが、平衡統計力学（特にXY模型）との

類似性[12]から臨界指数については理論的もしくは数値計算を用いて計算さ

れている。以下で大域結合振動子系の臨界指数について見ていこう。振動子

の持つ自然振動数が次の確率密度関数の族gn(w)に依存するとする。

nsin[1r/(2n)],2n-l 
9n(w) = 

7r w2n + 12n ・ (5) 

n=lのときこの確率密度関数は Cauchy分布（もしくは Lorentz分布）であ

り、珈(w)はこの拡張である。すると、

•a=O の場合、このモデルは蔵本モデルになる。蔵本モデルの場合自然

振動数分布のとり方によって臨界指数0の値が変わることが知られて

おり、

1
一加＝
 
R
 

(6) 

である [9]。この臨界指数は秩序変数nに関する自己無矛盾方程式から
得られる。 n依存性はgn（叫 R:;gn(O) -Cw2n十．．．と Maclauriin展開

できることに由来する。

•a<O の場合、結合関数に sin20 が入るようになる。この場合にも非同

期状態から同期状態への同期転移が起こり、臨界指数は

f3 = 1 (7) 

である [10]。
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•O<a<l の場合、非同期状態から同期状態への転移は生じるが、この

転移はヒステリシスを伴うことがわかっている [10]。そのため、臨界指

数は定義されない。

ここでは述べないが、 a>lにおいてはsin20の影響が強くなるので乃が先

に同期転移を起こす。このように、ノイズがない場合には大域結合振動子系

は自然振動数の従う確率密度関数によって臨界指数が変動することがわかっ

た。次にノイズが入った場合の大域結合振動子系を定義し、同期転移が起き

る臨界点とその臨界指数を計算しよう。

3 ノイズが入った大域結合振動子系

ノイズを受けた大域結合振動子系として次のモデルを考える。

N 
d0i k Yt =Wi 十 ~~f(0j-0i)+~i(t), i=l,...,N. (8) 
dt 

j=l 

式（1)からの変更点はノイズも(t)が追加された点である。このノイズは、

〈li(t)〉＝ 0, 〈＜i(t)lj(t'）〉＝ 2D<5iJ<5(t-t') (9) 

に従う白色ガウスノイズである。この微分方程式は秩序変数rkを用いて簡略

化できる。

d0, 
=if= wi -Kr1 sin0i -aKr2 sin20i, i = 1,..., N. (10) 
dt 

この標識によって各振動子は平均場と結合する形で表現できる。以下の計算

はゅKヂ0の場合でも同じ結果が得られるが、簡単のために咋＝ 0と置いた。

ノイズが入った場合の大域結合振動子系における同期転移を確認するため

に、 N→ (X)の極限を考える。式 (8)はこの極限でFokker-Planck方程式で
表される。

8F O 
+ -i,; (V[F]F) = D 

炉F

0t oo oo2' 
V[F] = w -Kr1 sin0 -aK乃 sin20. 

(11) 

(12) 

ここで、 F(0,w,t)は時刻tにおける (0,w)の確率密度関数を表す。秩序変数

rKは

rk = 1 dw 11 d0ik°F(0,w,t) 
政 S1

(13) 

で表される。またwは確率密度関数g(w)に従うので、

11 d0F(0,w,t) = g(w) 
sl 

(14) 

が成り立つ。次のセクションでFokker-Planck方程式の定常解を用いて臨界

指数を計算する。
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4 自己無矛盾方程式

Fokker-Planck方程式 (11)の定常解Fst(0,w)は

羞(V[FstlFst)= D~ 

を満たす。これは手で解くことができて、

ecp(0,w) l0+21r d0'e―cp(0',w) 

Fst(0,w) = g(w) 

(15) 

(16) J加⑯e'P他，：）！¢＋27r d0'e―'P（O'，W)' 
゜

¢(0,W)=］ J゚d0'V[Fl(O'，W)＝ ¢竺＿ Kr1 (1 -cosO) -akr2(1 -cos20) 
D 。 D D,- --/ 2D 

(17) 

と求まる。ただし門心は未知変数で、 Fstに依存することに注意する。

Fstを用いて r1心を計算すると、

rk = 1 dw 11 d0eikO心 (0,w,t), k=l,2 
艮 sl

(18) 

である。凡はr1,r2に依存するので、これはrkに関する自己無矛盾方程式

になっている。

臨界点近傍では門，乃は十分に 0に近いとしよう。このもとで式 (18)を

Tk = 0周りでTaylor展開をする。伽(w)を積分核とする qs,kを

qs,k = 1 dw D2s釦 (w)
R ［研＋k2び ls

(19) 

と定義しよう。すると、

Kq1,1 _, aK2q1,2 _ __, K3 
T1 =~Tl+ ~T1T2 ＋布汎，1 -q1,2 -如）吋＋．．．， （20) 

aKq1,2 炉 aK3
乃＝ D 乃十万汎1,1-2q1,2)ri -~(5q1,1 -32q1,2 + 27q1,3)r伝＋．．．

(21) 

が得られる。 r1心がそれぞれ0から立ち上がる点kをKi1)，K炉と置くと、

これは式 (20)、（21)の線形部分の係数比較を行うことで

K~l) = 
2D 
， K(2) 

D 
C = 

q1,1 - aq1,2 
(22) 

と求まる。本研究ではnが先に立ち上がる場合について考えるので、 K?)<
K炉が必要である。よって、以下では aについて

a< 
ql,1 

2q1,2 
(23) 
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という条件を課しておく。すると、臨界点Ki1)近傍においては次元を解析す

ることでO(rr)= 0（乃）がわかる。式 (21)より

1 q1,1 -2q1,2 __ 2 
r2 Rj― r1 
ql,l虹1-2aq1,2 

と求まるので、これを式(20)に代入することで、

0=(fri-1) r1 + c3rf 
kc 
~ -1) r1 + c3rf +..., 
2[qい(q1,1-q1,2 -q2,1) -aq1,2(q1,1 -2q2,1)] 

C3 = 叫(q1,1-2aq叫

(24) 

(25) 

(26) 

が計算できる。これは標準的なピッチフォーク分岐と同様の解析をすること

で分岐の様子を確認することができる。すなわち、

• C3 < Qのときにはピッチフォーク分岐が起きて、

八～ （K-K:1）)1/2 (27) 

と求まる。

• C3 > Qのときには亜臨界ピッチフォーク分岐が起きる。そのため臨界

指数は定義されず、秩序変数は不連続転移を起こす。

となる。 C3の符号は完全に aの値によって定まり、その境界aoは

qい(q1,1-q1,2 -q2,1) 
ao = 
q1,2(q1,1 -2q2,1) 

である。これらをまとめると、

(28) 

•a<a。の場合、同期転移が起き、臨界指数 B は /3= 1/2と求まる。

• a。<a<q1,i/(2q1,2)の場合、不連続転移が起き、 0は定義されない。

この結果は、ノイズが入っていない場合の臨界指数の値と本質的違うことが

わかる。ノイズが入っていない場合には自然振動数が従う確率密度関数や a

の値によって臨界指数が大きく異なることを見たが、ノイズが入った場合に

は臨界指数は 1/2を取ることしかありえないことがわかる。次のセクション

では実際に数値計算を行い、理論の検証を行う。

5 Cauchy分布の場合

このセクションでは数値計算を行い、前セクションで得られた結果を確認

する。自然振動数が従う確率密度関数は式(5)で与えられたが、特にn=l

のCauchy分布の場合について考える。
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はじめに n=lにおける積分核の計算を行う。

である。よって、

D D 
q1,1 = 
D+r 

'q1,2 = ,,; 2(2D+1)' 

D(2D + 1).. D(4D + 1) 
q2,1 = 
2(D+1)2' 

q2,2 = 
16(2D + 1)2 

D 
ao=~, KPl=2(D+,) 
D+, 

(29) 

(30) 

(31) 

であり、 a<a。のとき、臨界点K=KP)周りで臨界指数1/2で秩序変数r1

が立ち上がることが期待される。 a。<a < 2D+ 1においては不連続転移が起D+, 
きる。これはヒステリシスを見ることによって確認できる。ここでは細かい

計算は述べないが、 a=a。においては式 (20)を更に高次まで展開すること

で/3= 1/4が得られることもわかる。
以下に数値計算の設定をまとめる。 D ='Y = 1を取る。このとき、臨界

点はKc=4であり、 a<0.5では同期転移が起こり、 0.5<a< 1.5では不

連続転移が起きる。 sin20の係数aについて、 a= -1.0, 0.3, 1.3を取る。ま

た、振動子数はN=105に設定する。式(8)はノイズを受けた微分方程式な

ので、オイラー丸山法を用いて数値計算をする。各Kについて時間刻み幅は

M = 0.01で時刻t= 100までの計算を行い、時刻t= 80から t= 100までの

時間平均をとって秩序変数r1を記録した。各aに対して Wi,0iの初期値を 5

回取り替えた。この結果が図2である。 5つのサンプル平均を青線でプロット

しているが、 a=-1.0,0.3ではK=4付近から連続転移が起きていること

が確認できる。また、 a=1.3では不連続転移が起きていることも見られる。

6 結論

本報告書では、ノイズを受けた大域結合振動子系について考えた。振動子

が無限に存在する連続極限を取り、その定常解を求めることで、秩序変数に

関する自己無矛盾方程式を求めた。この自己無矛盾方程式を臨界点周りで解

析することで同期転移が起きる場合の臨界指数Bを求めることに成功した。

ノイズを受けない大域結合振動子系とは異なり、臨界指数9は自然振動数が

従う確率密度関数には依存しない値を取ることを確認した。特に自然振動数

が従う確率密度関数がCauchy分布の場合の相図を図3に示す。

式(8)において、ノイズは白色ガウスノイスであることを仮定した。近年、

このノイズを Cauchyノイズに拡張したモデルが考えられている [13,14]。

Cauchyノイズを受けた大域結合振動子系の Fokker-Planck方程式は

aF a —+ -（V[F]F)+{:;_ LlklF.屈―ik0= Q (32) Ot'00 ¥. L - r I'27r 
kEZ 
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1.0 
a a= -1.0 

1.0 
b a= 0.3 

1.0 
(c)a=l.3 

0.8 0.8 0.8 

0.6 0.6 0.6 
こ こ こ
0.4 0.4 0.4 

0.2 0.2 0.2 

0.~.5 4.0 0.~.5 4.0 0.~.5 4.0 
K K K 

図2: ノイズを受けた大域結合振動子系の数値計算結果。振動子数をN=105 

とした。 a= -1.0, 0.3, 1.3に対して 5つのサンプルを取り、その秩序変数r1

のK依存性を灰色の線でプロットした。また、そのサンプル平均を青色の線

でプロットした。 a=-l.0,0.3では連続転移が、 a=1.3では不連続転移が

起きることが確認できる。

で与えられる。バまCauchyノイズのスケールを表す量である。応は時刻tに

おける確率密度関数F(0,w,t)をo方向に Fourier級数展開したときの Kモー
ドの係数である。文献 [13,14]では、式 (32)はOtt-Antonsen縮約を用いて

有限自由度の力学系に落とし込めることが報告されている。このように、一

般のノイズを受けた大域結合振動子系における同期転移の理論研究や、現実

のモデルヘの適用をする研究が今後更に発展することが期待される。
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