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作用積分によるエネルギー固定問題の変分解析
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概要

ポテンシャル関数が一1/lq『(qE民N¥{0}）のような特異点を持つポテンシャル系において，与えられた

値をエネルギーとして持つ周期軌道の存在について考察する．そのような周期解を求めるため，これまで

Jacobi-Maupertuis計量やそれを変形した汎関数が用いられてきた．本論文では，作用積分を用いた試み

について述べる．特に， 2自由度の場合の強い引力の場合について周期解の存在を示す．また，弱い引力の

場合や 3自由度以上の場合についてはまだ未完成ではあるが， generalizedperiodic solutionの存在やそ

れが古典解であるための条件について論ずる．

1 エネルギー固定問題

D e良V を開集合とし， V(q)E C2(D, JR)とする． Vをポテンシャル関数とするポテンシャル系

d切
- ＝―▽V(q) (1) 
dt2 

2 
1 I dq 

を考える．（1) の任意の解について，エネルギー―— +V(q)は一定である．言い換えると， hE股を任
2 I dt 

意の定数としたとき，

Sh= { (q, q) ED X 町 I~ 研＋ V(q) = h} 

は不変である．そこで，品に含まれる周期解の存在について考える．すなわち，

1 I dq 

2 I dt 

を満たす（1)の周期解の存在について調べる．

+ V(q) = h. (2) 

品がコンパクトな場合について，（2)を渦たす（1)の周期解の存在が知られている＊1. そこで，品がコン

パクトでない場合が間題である例えば， Vが特異点を持つ場合や， hが大きくて qの動きうる範囲

{qEDIV(q):S:h} 

が非有界になる場合などである．

*1 品がコンパクトな場合は，ポテンシャル系に限らない一般のハミルトン系についてかなり詳しく研究されている． Weinsteinは

品がコンパクトで接触型であれば周期解が存在するであろうと予想し，それは Viterbo[lS]やHofer& Zehnder[S]により肯定

的に解決されたポテンシャル系の場合は Shは接触型なのでコンパクトであれば，周期軌道が存在する．
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エネルギー固定の元での周期解の存在を示すために，汎関数

1 f1 I dQ I, f1 五(Q)=~[l~ldT[h-V(Q)dT 2。dT 。 (3) 

がよく用いらてきた． Q(T)が五の臨界点で Q(T)EDを満たすとき，

i f。1 碧2ふ

T= Al 
. J。~ h-V(Q)dT 

とおくと q(t)= Q(t/T)が（1)と(2)を満たす．

一方，ポテンシャル系の変分構造としては，作用積分

A(q) = 1T ~竺 2 - V(q)dt 。2I dt 

が古くから知られており，膨大な結果がある特に近年は 3体問題の 8の字解 [5]の存在が証明されたことを

契機として n体問題の多くの周期解の存在証明がなされている．それらは作用積分の臨界点を求めることで

得られている．作用積分を用いる際は周期 Tを固定した元で周期解を得ることができる．得られた解はエネ

ルギーを保存するが，それは結果として定まるものであり，最初に指定してそのエネルギーを持つ解が得られ

るわけではない．

特異点を持つポテンシャル系の周期解の存在証明について，エネルギー固定の元より，作用積分を用いた周

期固定の元での結果の方が適用範囲は広い．具体的には，ポテンシャル関数 V(q)が OE艮N を特異点に持つ

場合を考えるとし，特異点付近の振る舞いが

V(q)～-」
lql°' 

のように振る舞うとする．「のように振る舞う」の意味は論文ごとに微妙に定義が異なる (90年代前半までの

結果については，［2]に整理されている）．少なくとも，

1 
V(q)=-~ 

|q|a 

の摂動系は含まれる．周期固定の元での周期解の存在は

1 < a < 2, a > 2 (N:;:>2) 

で示されている [3,14, 17]．一方，エネルギー固定の元での周期解の存在は

4 

3 
-< aく 2(h< 0), a > 2(h > 0) 

1 < a< 2(h < 0), a > 2(h > 0) 

(N=3) 

(N 2> 4). 

で示されている [4,7, 13]. [12]で， 1<a< 2(h < 0, N ::>: 2)の場合に，周期解の存在を示してはいるが，課

されている大域的な条件が厳しい．弱い大域的な条件もとで， l<aく 2(h<O,N::>:2)に対して，周期解の

存在を示すことがこの分野の問題の 1つである＊2.

本論文では，エネルギー固定問題に対して，作用積分を用いたアプローチを試みる．それにより得られた結

果を述べる．以下の仮定を考える：

*2 0 < a < 1の場合は，周期解より衝突解の作用積分の方が小さくなるので，変分法により周期解を求めることはさらに難しい．
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(Vl) V(q) EC刊記＼｛O},JR); 

(V2) 任意の qE JR八{O}に対し V(q)< 0が成り立ち， lql→(X)のとき一様に V(q)，▽V(q)→0が成り

立つ；

(SF) ある関数 W(q)Eび（か＼｛O},JR)と実数 a>2が存在して，

と表され，

が成り立つ．

1 
V(q) = -~ + W(q) 

lql" 

lql"W(q), lqla+l▽W(q), lql"+2炉 W(q)→0 (q→0) 

定理 1.N = 2とし，（V1),(V2), (SF)を仮定する．このとき，任意の h>Oに対し，（1)と(2)を満たす

q(t)が存在する．

これと同様の結果はすでに示されている [4,7, 9]．しかし，手法が異なる．本論文では，（3)ではなく作用

積分を用いる．また，これまでの結果では▽V(q).qに対する大域的な不等式条件が仮定されているが，定理

1にはそのような仮定は必要ない．その点で，結果としても，拡張になっている．

次の節で，作用積分によるエネルギーのコントロールについて述べる．第 3節で定理 1を証明する．第 4

節で，弱い力，すなわち 0<a<2の場合について， generalizedperiodic solutionの存在について議論す

る．また， V=―訃ごの場合をもとに推測すると，それは a>lの場合は，古典解になっていると予想され

る．それを示すために解決すべき課題についても述べる．第 5節で，自由度が 3以上の場合について，周期解

とgeneralizedperiodic solutionの存在について論ずる．

2 作用積分によるエネルギーのコントロール

作用積分は周期 Tを固定したもとで定式化される．前節でも述べた通り，その臨界点として解が得られて

も，そのエネルギーは指定できない．ここでは，与えられたエネルギーを持つ解を作用積分により求める方法

について述べる．作用積分について，周期Tの変動も許した元でも臨界点となるものが求まれば，それはエネ

ルギー 0であることが知られている（例えば，［6]参照）．その手法は，変分法による collision-brakeorbitや

ヘテロクリニック軌道の存在証明などでも用いられてきた（例えば，［10,11]参照）．ここでは，エネルギーを

hに指定したいので，ラグランジアンにその値を加える．

T>OとhE戦に対し，

Ar,h(q) = L ~ 1¢.12 -V(q) + hdt (q EH順／TZ，い｛〇｝））。2

とおく． hは固定する． T>Oの変化も許した元で， q冗，hがAr,h(q)の臨界点であると仮定する． T＝T。を

固定した元での変分を考えることにより， qT。,h(t)は（1)の解であり，引竹。，h12+ V(q冗，h)は一定である．さ

らに， Tが変動する変分を考えることで，（2)を滴たすことがわかる，
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実際， p,(s)= q冗，h((l+ c)s)(s E [0,凸])とおくと t = (1 + c)sにより置換積分することにより

四
1十,1 I d(qい ((1+ c)s)) 

信，h（Pe)＝J i ds - V ( qい） ＋hds 

T。
l+cldqぃ (t)

= J 2 dt + （-V(qぃ） ＋h)(l + c)―1dt 

となる．よって， eに関する 0での微分は

d T° 1 
西 e=O信，h(p,)= [o  i知，犀＋ V（qT。,h)-hdt = 0 (4) 

となる．この被積分閲数引iJ.To，記＋ V(q冗，h)-h は一定値をとるが，積分値が 0 なので ½liJ.ro,hl2+V(q孔，h) ー

h=Oである．

3 定理 1の証明

定理 1を証明する．

ふ＝｛qE H1（艮／TZ，配＼｛O})I wind(q) =JO} 

と定義する．ここで， windは0の周りの回転数

1 
wind(q) := -;:;-(0(T) -0(0)) (q(t) = r(t)(cos0(t),sin0(t))) 

27l" 

を表す．各T>Oに対して， AT,hの最小点 (minimizer)が存在する．

さらに T>Oを変動させたときの最小点を求める．つまり，

凰以~Ar,h(q) 

をattainする qの存在を示す．各 T>Oに inf.AT,h(q)をattainする町が存在する．この作用積分の値
qEAT 

を評価する．

仮定より， E > 0が存在して，任意の 0< lql < cに対し,|ql"IW(q)I < 1/2が成り立つ．これより，

0 < lql < cに対し，

3 1 1 
-~ :S V(q) = -~(1- lql"W(q)) :S -
2lql" |q|a 2|q|a 

と評価できる． l>Oを定数とし，テスト曲線を

叫t)= l(cos2冠／T,sin2冠／T)

で定める． O<l<2とすると，

晶ふ，h(q)'.SAr,h伍） ＝ ［ ；加(t)l2-V(uz(t)) + hdt'.S 1T ；団（t)12+~+hdt
2召l2 3T 2召 3T2三下了＋hT＝下じ＋ ~)+hT

と評価できる．ここで，初等的な補題を挙げる．これは，本論文で繰り返し用いる．

(5) 

(6) 

(7) 
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補題 1.b > 0,a > 0を定数とし，関数 f(x)＝呼＋ bx―"(x> 0)を考える．このとき， f(x)はX= Xo := 

(ba/2)1/(<>+2)において，最小値 Cc,b2/(<>+2)をとる．ここで， Cc,:=2-2/(a+2)a-a/(a+2)(a + 2)である．

証明． f(x)の微分は f'(x)= 2x-bax―a-1である．よって， f'(xo)= 0で， O<x<x。において『(x)< 0, 

X > Xoにおいて f'(x)> 0である．従って， fの最小値は f(xo)= 2-2/(a+2)b2/(a+2)a-a/(a+2)(a + 2)で

ある． ロ

この補題より（7)の最後の式が最小になるように l:＝仔＝ （3aT 志ァ）1/(c,+2)とする． T> 0を小さくとれば

（具体的には 0< T < 23/2 ・ 3―1/27ra-1 c:C a+2)/2とすれば）， lTく eとなるから

T ¥ -(a-2)/(a+2) 
ふ，h(uz)~ 32/(a+2は（一27[) ＋hT (8) 

が成り立つ．

次に， T>Oが小さい場合の下からの評価を与える． 0< Tく 23/2.3―1/27ra-1 EC a+2)/2とし， 1(t)= 

(x(t),y(t)) E Arをふ，hの最小点とする．

rmaxh)：＝ max Vx(t戸十y(t)2
に [O,T]

とすると， wind("/)ヂ0より 1が表す曲線の長さは 2rmaxより長いから，

T T T T 1国＋炉）dt=1（丑＋炉）dt1T ldt 2(［ごデdt)2 > 4r盃ax

と評価できる．よって，
T 1 2芦

ふ，hり）ミJ-I祖＋hdt2: ~訟
2 T 

+hT 

゜が得られる．（8)と合わせると，

Tmax::; 3 
1/(a+2) =(a-2)/2(a+2) ~1/2 T¥ 2/(a+2J 

7r(a-2)/2(a+2) c~ け）

が得られる．

この右辺が eより小さくなるように Tをさらに小さくとる．すると，（5)と補題 1より

となる．以上より

がわかった．

また，

であるから， h>Oであれば

2r2 max T 
ふ (q)2> ~+~+hT T.  2戸

max 

= t (riax + 4rこ）＋hT 

(~)-(a-2)/(a+2) 2) + hT ? ca -

lim-iAf.Ar,h(q) = +oo 
T→+0qEAT 

AT,h(q):;;, hT 

lim i_TI;f Ar,h(q) = +oo 
T • +~q€AT 

(9) 

(10) 

(11) 
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である．ゆえに，（10)と(11)より T。と q*€ AT。があって，

ATo,h(q*) ＝ inf inf AT,h(q) 
T>DqEAr 

を満たす． q*はAT。,h(q)の臨界点であるから（1)を滴たし，前節の議論より (2)も満たす．（SF)の場合，衝

突を持つ曲線の作用積分値は常に発散することから AT0,0の最小点は衝突しないので， q*は古典解である．

これで，定理 1が示された．

4 弱い力の場合

(SF)のaが小さい場合を考える：

(WF) ある関数 W(q)E C2(R八{O}，沢）と実数 O<aく 2が存在して，

1 
V(q) = -~ + W(q) 

lql" 

と表され，

lql"W(q), lqla+l▽W(q), lql"+2炉W(q)→0 (q→0) 

が成り立つ．

V(q)＝一ずの場合をもとに推測すると，弱い力の場合は任意の負の実数に対して，その値をエネルギー

としてもつ周期解が存在すると予想される． O<a<lの場合は周期軌道よりも衝突軌道の方が作用積分の値

が小さくなるので，衝突の除去は困難である．したがって，次の予想が妥当である．

予想 1.N = 2とし，（VJ},(V2)を仮定し， l<a<2に対し (WF)が成り立つとする．このとき，任意の

h<Oに対し，（1)と(2)を満たす q(t)が存在する．

l<aく 2の場合は，周期固定問題において作用積分の最小点を得ることにより周期解の存在が示されてい

るので，（SF)の場合と同様に作用積分により予想 1が解決できると期待される．

前節と同様にして， inf AT,h(q)の値を評価しよう． hく 0は任意にとり，固定する．この場合も，十分小
q€AT 

さな T>Oに対し，（8)と(9)は成立する．ただし， Tの指数ー(a-2)/(a + 2)の符号が違うので，同様に

はできない．

また，大きな T>Oにおいては，（6）で定めたテスト曲線 ulを用いる．（V2)より， a>Oが存在して，任

意の lql> a に対し，~ < V(q) < 0が成り立つ． l> aを固定する． uiに対する作用積分の値は

知 (Ul)=1-1切(t)l2-V(uz(t)) + hdt 。2

< JT ]1切(t)l2-1h + hdt 。2 2 

271"叩 hT
さ

T 2 

と評価できる．したがって，

2召l2 hT 
inf AT,h(q）さ

q€AT T 2 
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がいえる． hく 0であるから，

が成立する．

以上より，

lim inf AT,h(q) ＝ -OO 
T→oo qEAT 

lim inf Aい (q)= o, Jim i_qf Aい (q)= -00 
T→+OqEAr -,,-, - T→co qEAr 

が成り立つ．また，（9)より，ある c,T> oがあって，任意の qE A'f' に対し ~,h(q) > Cが成り立つ．

0 < T。≪ 1 ≪乃をとる． AT。における AT。,hの最小点を qo,AT,における AT1,hの最小点を q1とおく．

T。<f'<T1, 
C 

Aい (qo)< i, 
2 

が成り立つとしてよい． q。と q1の間の峠点を求める．

C 

Am,h如） ＜一
2 

r = {,. E c ([o, 1], Jい） ,o= qo,,1 = q1} 

とする． sE [O, 1]である． /Sの周期と九とする．九は T。から T1まで変化するから， 'I'=几となる sが

存在する．峠の定理が応用できて

inf max 
,,Er sE[D,1] 

A冗，h(,s)~ C 

をattainする /S。が存在すると期待されるが，それを保証するためにはこの変分構造が Palais-Smale条件を

満たすことを示さなければならない．また， /S。の存在がいえたとしても， 2節より /S。はエネルギー hを持

つ解ではあるが，古典解とか限らない generalizedperiodic solutionである．これは衝突を持ちうる解であ

り，古典解であることを示すには衝突を持たないことをいえばよい． generalizedperiodic solutionの正確な

定義は以下の通りである．

定義 l.V(q) Eび（応八{O}，民）とする． q(t)が（1)と(2)が周期Tのgeneralizedperiodic solutionとは以

下の 1,2,3を満たすことをいう：

1. q(t) E C(JR.，恥州で q(t+ T) = q(t)を満たす；

2. B = {t E艮 Iq(t) = o}は測度 0である；

3. q(t) E C2（民＼B,JR.N)で， q(t)はJR.¥Bにおいて（1)と(2)を満たす．

B=0であれば，普通の意味で周期解，つまり周期的な古典解である．以下が予想される．

予想 2.N=  2とし，（V1},(V2}, (WF)を仮定する．このとき，任意の h<Oに対し，（1)と(2)を満たす

generalized periodic solution q(t)が存在する．

これを証明するには， Palais-Smale条件を示すことが必要であるである．結果としてはこの予想は正しい

と期待されるが， Palais-Smale条件を示す際の技術的な問題のために，さらに仮定を加える必要があるかもし

れない．

Palais-Smale条件を示せば予想 2は肯定的に解決されるが， generalizedperiodic solutionが古典解である

ことを示すという問題が残る．周期固定問題の研究では，作用積分の最小点は衝突を持たないことが示されて

いるので，古典解であることをいうにはここで得られた臨界点がTを固定したもとでの作用積分の最小点で

あればよい．次が解決できればよい．
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問題 1.'Ys。が AT,0,hの最小点であることを示せ．

得られた峠点のモース指数は 1以下で， Tに関する AT,hの振る舞いから， Tが小さいところと大きいとこ

ろでは AT,hは小さく，その間の峠点を捉えているので，減少方向は Tが変化する方向であり， AT,。に制限

すると最小点になっていると期待される．しかし，それは自明ではないし，証明はまだできていない．成り立

たない可能性もありうることを示す例を挙げる．

例 1.実 2変数関数

f(x,y) = (x+y叩— (y-x叩

を考える． f（土1，干1)= -4である．（1,-1)と(-1,1)を結ぶ任意の連続曲線は y＝企と交わる．その上で

はf(x,y)= (x＋炉）22': 0である．また，

lim f(x, y) = oo 
IYI→OO 

なので，峠点が得られる．具体的に計算すると，（x,y)= (0,0)が fの唯一の臨界点である．そこで，

J(O,y)＝炉ー y2

であるから， x=Oに制限したときに y=Oは最小点ではない．

この例からわかるように， QTo,hが A冗，hの最小点であることは自明ではない．

また，別のアプローチも考えられる．任意の T >O,hに対し，

infふ，h
AT 

の最小点 qT,hが存在し，衝突しないことが示されている．その中で，エネルギー hを持つものが得られれば

よい．

h<Oなら

で，ある T>Oで

である．よって，

limふ，h(qr,h)= 0, Jim Ar,h(qr,h) = -oo 
T→+O T→OO 

AT,h(qぃ） ＞c>O 

Aぃ (qぃ） ＝sup Ar,h(qr,h) 
T>D 

となる T。>0が存在する．この T。において Ar,h(qr,h)は最大値をとるので， T方向の微分が 0,すなわち

(4)が成り立ち，エネルギー hを持つことが期待される．次が解決できればよい．

問題 2.T方向の変分，具体的には p,:(s)= q冗，h((l+ c)s)(s E [0, 1伍])に関する変分が 0であることを

示せ．

しかし，これもまた自明ではないし，次の例のように成り立たない可能性もある．

例 2.実 2変数関数

f(x,y) = 3炉ー 2x炉ー6炉＋6xy-x2 
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を考える． XE[-1, 1]の範囲で考える．

of 
oy 
;f-= 6(y -l)(y + 1)(2y -x) 

であるので， xを固定し， yを変動させた元での fの極小値は， f(x,1) = -x2+4x-3, f(x, -1) =-丑-4x-3

である．したがって， XE[-1, 1]において

inff(x,y) = min{—丑＋ 4x-3,-丑 -4x-3}
yE恥

である．さらに，この式の x を変動させたとき x=O で最大値ー3 をとるが，それは min をとる—呼士4x-3

が飛び移るところで xについての微分が 0でない．つまり，

~ax. inff(x,y) = -3 
咋 [-1,1]yER 

は(x,y)=(O，土1)で attainされるが，給(0，土1)=土4で X方向の微分が 0ではない．つまり， fの臨界点

ではない．

5 N >3の場合

N~3 の場合は，回転数による制限ができないが， Bahri & Rabinowitz [3]による minim訟法の応用が考

えられる．

匂＝が（股／TZ,R八{O})

とし， C(§N-2，奇）を考える． ,EC(§N-2,Bりに対して，写像ぅ： §N-2X §1→§N-1を

う(,;,t)= 
,(,;)(t)I 

粛）（t) (,; E §N-2,t E §1 =罠／TZ).

により定める．写像うの Brouwer写像度 degうを書く．また，

f} = {, E C(§N-2,：：：：T) I degうヂ O}

とおく．

疇 t)= ((2+cos旱）＆＋2,(2+co年）6,...,(2 +co年）紅1,sin旱）
(e =（も，．．．，eN-1)E SN-2,t E Sり

とすると，これはr:;,に属する．よって r:;,ヂ0である．

Bahri & Rabinowitz [3]により a2 2の場合， Tanaka[13]により l<aく 2の場合に，

inf max 
,Err €E§N-2 

AT,ob(rn. 

をattainする臨界点が得られており，それにより Tー周期解が得られている． O<a:Slの場合は， generalized

periodic solutionの存在が示されており，周期の間における衝突は高々 1回である．

R>Oを定数として， R呵に対する値を評価することにより， T>Oが十分小さいときは，ある C1> Qが

存在して
inf max ふ，ob(~)) :'c'. c江―(a-2)/(a+2)+ hT 

7EI'i, sE§N-2 
(12) 
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と評価できる (Rはうまくとる必要がある）．

では，下からの評価を考えよう． q(t)E H1(恥／TZ皇州に対して，

とおく．このとき，次が成り立つ．

補題 2.

を満たす ~o, toが存在する．

1 T 

[q] =テ[q(t)dt 

re= m竺屎(t)-[qeJI 

属 (to)I<:::: r1;。

証明．そのような ~o,toが存在しないとすると，全てのもtで

lq1;(t) -[q1;JI < lq1;(t)I 

が成り立つ．入 E[O, 1]に対し，

とおく．このとき，

であり，

Q入，1;(t)= (1 —入）qg(t) ＋入[qi;]

Q。,g= qs,Q1,g = ［qgl 

IQ入，t;(t)I = lqt;(t) —入(qi;(t) -[qi;]) I 

2 lq1;(t)I -入|qt;(t)-[qt;] I 

2 lq1;(t)I -lq1;(t) -[q1;JI > o 

であるから， 0を通ることなく， qs(t）から [qi;]に連続変形できる．［qs]の写像度は 0だが，写像度はホモト

ピー不変だから矛盾する． ロ

この補題の Coをとると，曲線Q1;o(t)の長さは 2r1;。以上で，原点からの距離は常に rs。以下である．よって，

A(q1;。)2foT；炉＋hdt2立(1Tl<ildt) 2 +Th 2 f +Th 

と評価できる．（12)より，任意の c> 0に対し， 6>0が存在して， 0<T<6なら 0< r1;。<eが成り立つ．

c > 0を小さくとると， 0< lql < Cに対して， V(q)<:::: -2|；戸が成り立つ． 0<T<6とすると，

A(q1;o) 2 foT ~州＋言＋ hdt 2立(1Tl<ildt) 2 + 2唸。 +Thミ 予 ＋ 2：t。+Th

となる．補題 1を用いると，

A(q~。）こ］（心＋え） ＋ Th ミ学（~)2/(a+2) + Th = 2(a-2)/(a+2) C江―(a-2)/(a+2)+ Th 

と評価できる．
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(12)とあわせると， minimax法が適用できる． 0＜T。≪ 1 ≪ T1をとり， T＝T。,T1に対し

inf max AT,h(r(~)) 
-yErT ~E§N-2 

をattainする ToErT。,11E fi,1をとる．

II = { (s E C ([O, 1]叩）ICo=,oふ＝ ,1}

とする．以上より， minimax法により， a>2,h > 0の場合は

inf min max AT,h((.(~)) 

が， O<aく 2,h< 0の場合は

(,Ell sE[0,1]在E§N-2

inf max max A 
(,Ell sE[0,1]が：sN-2

T,h((.(i;)) 

をattainする臨界点が存在すると期待されるが，ここでも Palais-Smale条件の確認が問題として残る． a>2

の場合は， Palais-Smale条件が成立し，衝突すれば作用積分は発散するので，周期解が得られる．つまり，次

が示された．

定理 2.N2  3とし，（Vl},(V2}, (SF)を仮定する．このとき，任意の h>Oに対し，（1)と(2)を満たす周

期解 q(t)が存在する．

[1, 9]でも同様の結果が得られているが， Vの微分に対する不等式条件などが課されているので，本結果の

方が仮定が弱い．

0<a<2の場合は， Palais-Smale条件はまだ示されていない．示されたとすると， generalizedperiodic 

solutionが得られる．その generalizedperiodic solutionの周期を T。とすると， T＝ T。を固定したもとで

ふ。，oの最小点になっていると期待されるが，それは N=2の場合と同じく自明ではない． Morse指数と衝

突回数の関係については， Tanaka[14]により詳しく調べられている．具体的には，衝突の回数を v,

i(a) =max{k EN I k < ~} 

とすると，モース指数は (N-2)i(a)v以上であることが示されている．今回得られた臨界点の (T=T。固定

のもとでの）Morse指数は N-1以下である． N ー 1は Sの範囲 [O,1]と←の範囲 §N-2の次元を合わせた分

である．［14]とは 1ずれる．

,(a){:； 悶：り虐
> 2 (a E (1,00) 

に注意すると，以下が導けると期待される．

定理 3([15]). N 2'. 3とし，（VJ),(V2), (WF)を仮定する．このとき，任意の h<Oに対し，（1)と(2)

を満たす generalizedperiodic solution q(t)が存在する．特に， N ミ4で aE (1, 2)の場合と， N = 3で

a E (!,2)の場合は古典解である．それ以外の場合，衝突回数は多くても 1回である．
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[15]では，複数個の特異点がある場合も含めた定理が示されているので，定理3はその特別な場合である＊3．

[15]の証明では，汎関数 (3)が用いられている． AT,hを用いた証明も可能であると期待される．そのために

Palais-Smale条件を示す必要があるが，まだ示されていない．

N=2の場合に述べたように， Tごとに臨界点をとり，その後 Tに関する極値を求めることも考えられる．

a> 2,h > 0の場合は

が， O<aく 2,h< 0の場合は

inf inf max 
T>O祁：r；8ESN-2 

AT,hけ（＜））

sup inf max Am(7(C)）． 
T>-O,Err ~E§N-2 

が有限値になることがわかる．これらを attainする周期解は古典解であることが示せるが， N=2の場合と

同様に，エネルギーが hであることを示す段階で，問題が残る．つまり，問題 2と同様のものを解決する必要

がある．

6 諸注意

■a=2の場合について (SF)と(WF)の境目である

V(q) ~ -,---;, lql2 
の場合については，変分構造が大きく変わる変わり目であり本論文での手法では何も得られていない．［16]で

は，この場合にどの程度ポテンシャルを一般化できるか調べられている．

■generalized periodic solutionについて 本論文で，（WF)の場合， generalizedperiodic solutionの存在につ

いて述べた． generalizedperiodic solutionの存在を直接示すには，特異点と {qI V(q) = h}を境界条件とし

た元で (3)の最小点を求めることで，容易に求めることができる． Rabinowitz[10]はこれを collision-brake

orbitと呼んでいる．今回得られた generalizedperiodic solutionが衝突を持ってしまった場合に， collision-

brake orbitなのか， collision-brakeorbitと異なるもっと非自明な解なのかは，まだわかっておらず，今後の

課題である．
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