
196

Compactness of Transfer Operators and Spectral Representation of 

Ruelle Zeta Functions for Super-continuous Functions 

広島大学大学院・先進理工系科学研究科 中川勝國＊

Katsukuni Nakagawa 

Graduate School of Advanced Science and Engineering, 

Hiroshima University 

概要

位相混合的な片側Markovシフト上の super-continuousfunctionに対して，

付随する転送作用素がその上でコンパクトになる非自明な Banach空間を構成

する．構成された Banach空間を用いて，転送作用素の固有値に対する跡公式

およびRuelleゼータ関数のスペクトル表現を， super-continuousfunctionのあ

るクラスに対して確立する．この結果は， locallyconstant functionに対する古

典的な跡公式およびスペクトル表現の拡張になっている．

1 考える問題とその背景

本稿は，筆者による論文[3]に基づく． Nを2以上の整数とし， Aを，成分が0また
は1である NxN行列とする．

以＝｛W= (wm)mENU{O} E {1,..., N}NU{O} : A(wm叫＋1)= 1, Vm E NU {O}} 

とおき，シフト写像 CYA : :E!→X人を

(CYAW)m = Wm+l, m EN U {O}. 

で定める．江入には，直積位相空間{1,...,N}NU{O}からの相対位相を入れる．ただ
し，｛1,...,N}には離散位相が入るものとする．このとき， E人はコンパクト位相空
間であり，シフト写像は〗入からそれ自身への連続写像である．位相力学系（江i,6心
を片側Markovシフトと呼び， Aを，このシフトの構造行列と呼ぶ．非負正方行列

Aが原始的であるとは，べきがの全ての成分が正となるような正整数Kが存在する
ことを言う．本稿では，構造行列Aは常に原始的であると仮定する．このとき，片
側 Markovシフト（江入，びA)は位相混合的である．
本稿で重要な役割を持つ3つの関数空間F。,V,Lmを導入しよう．まず，関数¢:
以→CとmE NU {O}に対して

varm位） ＝sup 1¢(w) -¢(w')I 
w,w 
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と書く．ここで，上限は， wk=w~ (Vk E {O,..., m-1}）を満たす全てのw,w'EE!
に対して取る．¢が連続であるためには， varm位） → 0 (m→ oo)となることが必要
十分である． mを大きくするときのvarm位）の減少のスピードを使って，関数空間

F0,V，いを導入する．まず， 0E (0, 1)に対して，関数空間F。を

恥＝｛¢:以→ (C: supm~o var虚）／炉く oo}

で定める．次に，関数空間Vを

V = {¢: E!→ (C: varm位）1/m→ 0(m→ OO）｝ 

で定める．最後に， mE NU {O}に対して，関数空間Lmを

Lm=｛の：以→ (C:var心） ＝0, Vk2:m} 

で定める．容易に次が示せる： L。cL1 c L2 c... c v = n0E(O,l) Fi。．さらに，
¢.f_ Lm (Vm E NU {O}）となる元</JEVの存在も容易に分かる．（より強い主張が成
立する．補遺(v)を見よ．） Vに属する関数を, super-continuous functionと呼
び， Um>oLmに属する関数を locallyconstant functionと呼ぶ．

F。は，ノルム 1|仇|o= ||叫 |(X)+supm~ovarm位）／炉により Banach空間となる
(II ¢11(X) =maxwE環 1め(w)I).Vにはノルムの族{II.ll0hE(O,l)から定まる位相を入れ
る．このとき， VはFrechet空間となる．

関数J,¢:江i→Cに対して， g？¢：以→ Cを

（功¢)(w)= L ef(w'）の(w').
w'E芸；びAW1=W

で定める．作用素¢→g戸を， fの転送作用素と呼ぶ． fEF。ならば， g？はF。上
の有界線型作用素となり， fEVならば， g？はV上の連続線型作用素となる．次

の定理は， fE F。のときの，作用素ダf: Fo → F。のスペクトルに関する基本的な
結果である：

定理 A ([5, Theorem 1]). 0 E (0, 1), f E Fi。とする．スペクトル集合ぴ(“}： F。→
恥）は次の2つの部分から成る：

•閉 P3板 {z EC: lzl ::; 0eP（町）｝の全ての点．

•二重円板 {z EC: 0eP（況f）＜ |z|::; eP（町）｝に含まれる，離散的かつ多重度有限

の固有値．

ここで， P（況f)は， fの実部況fの位相的圧力を表す．

fEVとする． V=n。E(0,1)F。だったから，定理Aより， g］:V→ Vの各非零

固有値は多重度有限であり，また非零固有値全体は， C¥ {O}の離散集合であって，
その集積点は，存在すれば0のみであることが分かる．よって， Z］:V→ Vの非

零固有値全体の構造は， Banach空間上のコンパクト作用素のスペクトルの構造とよ

く似ている．実際に， fがlocallyconstantならば，この類似はBanach空間上のコ

ンパクト作用素のスペクトルの構造に由来するものであることが知られている ([5,
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Section 3]）．これを詳しく述べれば，次のようになる： fがlocallyconstantであれ
ば，ある Banach空間Bevが存在して，“？ (B)c BかつZ?:B→ Bはコンパク
トであり， a（功： B→B)¥ {O}は功： V→ Vの非零固有値の全体と等しくなる．
さらに，固有値の各々で， 2つの多重度は一致する．本稿の第一の目的は，一般の

super-continuous function fに対して，このようなBanach空間を構成するこ
とである．

本稿の第二の目的は，転送作用素の固有値と Ruelleゼータ関数の極との関係に

関するものである．関数f:~1 • Cに対して， fのRuelleゼータ関数Q(z）は，
次の形式的べき級数のexponentialとして定義される：

叫＝exp (t: WEP〗ハ）応f(w)), z EC  
ここで， qENに対して， Perq（びA)は吹w=wを満たすwE I:!の全体であり，また
Sqf(w)＝区に;J（吹w)である．ある 0E (0, 1)に対してfE F。であれば，上の形式
的べき級数の収束半径はe―P（町）であることが知られている．ここに，再び， P（Rf)

はfの実部粒fの位相的圧力を表す．次の定理は，転送作用素の固有値と Ruelleゼー
タ関数の極との関係に関する最も基本的な結果である：

定理 B ([2, Corollary 6]). 0 E (0, 1), f E Fi。とする．このとき，勺(z)-1は開円板
{z EC: lzl < 0-1e-P（町）｝の正則関数に解析接続される．この解析接続の零点全体
は，二重円板{zEC: 0eP（況f）<|z|さ江（町）｝に含まれる“}:F。→ F。の固有値の

逆数全体と等しい．さらに，零点の位数は，対応する固有値の多重度と一致する．

fEVに対して，功： V→ Vの可算個の非零固有値を

入1(!)，入2(!),...

と並べる．ただし， 1入(f)|＞ |心(f)|>．．．となるようにし，さらに各固有値は多重
度の分だけ数えるものとする．また，―固有値が有限個しかなかった場合は，その個

数より大きいnに対しては入n(f)＝ 0と定める．
定理Bから， fEVのとき， Q（z)-1は整関数による解析接続を持ち，解析接続
の零点は，“｝ ： V → Vの非零固有値の逆数全体と等しいことが分かる．さらに，

零点の位数は，対応する固有値の多重度と一致する．他方，第一の目的と同じく， f
がlocallyconstantの場合に注目すると，次が成り立つことが知られている：

定理 C([5, Section 3]). f E Vがlocallyconstantであれば，｛nEN:入n(f)ナO}
は有限集合であって

的）―1=且（1-叫 f)). (1) 
n=l 

等式(1)の意味は，整関数（実は多項式）rr:=1(1 -z入n(f)）が(J(z)-1の解析接続
となっている，という意味である．従って， (J(z)-1の零点と転送作用素の非零固
有値の逆数との，位数と多重度の一致を込めた対応は， locallyconstant functionの
場合は，より具体的な等式(1)から導かれる．（1)を，本稿では， Ruelleゼータ関数
勺(z)のスペクトル表現と呼ぶことにする．本稿の第二の目的は，スペクトル表現



199

(1)を， locallyconstant functionを含むより広いsuper-continuousfunction 

のクラスに拡張することである．（fEVというだけでは，ここ凸n(f)が絶対収束
しないことがあるため，スペクトル表現の成立は期待できない．補遺(iii)を見よ．）

2 結果

2.1 第一の目的に対する結果

数列{0m}mENは

01 2: 02 2:... 2: 0, J偲゚ m=O
を満たすとし，

B(｛伽｝） ＝ ｛r/>EV:C：：：：：：〇が存在してvaい(¢)::::;C0悶＋1(¥/m E NU {O})} 

とおく．また，り EB(｛似｝）に対して

llr/>IIB({0rn}) = llr/>lloo + i面｛C：：：：：： 0: varm位）さ C0悶＋19Vm E Nu {O}｝ 

(2) 

と書く．（B({0m}),II・ IIB({0rn}）)がBanach空間となることは容易に分かり，さらに次
が成り立つ：

定理 2.1.数列｛似｝は (2)を満たすとし，また， fEVは次を満たすとする：

varm(f)1/m :S似， VmEN.

B=B(｛似｝）と書く．このとき，次の 2つが成り立つ：

(i)幼 (B)c Bかつダf: B→Bはコンパクト．

(3) 

(ii) a（幼： B→B) ¥ {O}は功： V → Vの非零固有値の全体と等しい．さらに，
固有値の各々で， 2つの重複度は一致する．

fEV,mENに対して

似(!)= sup vark(f)1fk 
k~m 

と書けば，数列似＝似(J)(m EN)は(2)と（3)を満たすことが容易に分かる．こ
の｛似｝に対する Banach空間B(｛似｝）に定理2.1を適用することにより，本稿の第
ーの目的が達成される．

2.2 第二の目的に対する結果

fEVとrE(0,1)に対する次の条件を考える：

varm(f)1fm = 0（円） as m→00. (4) 

つまり， limsupm→00va恥 (J)l/m！門＜ ooが成り立つという条件である． locallycon-
stantなfは，明らかに，任意のrE (0, 1)に対して条件(4)を満たす．さらに，例えば，

A=（}｝）の場合には，任意のrE(0,1)に対して，（4)を満たすlocallyconstantでな

いfEVを構成できる．あるrE(O,l)に対して（4)を満たすようなsuper-continuous
function fに対して，次が成り立つ：
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定理 2.2.f EVとrE (0,1)は（4)を満たすとする．このとき， r2p砂top(uA)< 1を
満たすp>Oに対して，次の 3つが成り立つ：

(i) 区~=1 囚(f) 杞 <00.

(ii) q 2: pなる qENに対して

00 
と入nU)q＝区ふf(w)_ (5) 
n=l wEPerq(uA) 

(iii) k。は，ど:=l囚(f)lk+lく ooであり，かつ (5)がq> kなる任意の qENに
対して成り立つようなkE NU{O}のうちで最小のものとする． ZE Cに対して，

E(z, k0) = (1-z) exp（区［いkjk)とおく．このとき，無限積n:=lE(z入nU),ko) 
（いわゆる Weierstrass稜）は， C上で広義一様収束して次が成り立つ：

勺(z)-'~ exp (-言fWEP:aA）応f(w))且E（叫f），Ko) (6) 
等式(5)を跡公式と呼ぶ．もし， p::; 1と取れるなら（つまり，芦砂top(uA)< 1が成
り立つなら），（iii)でK。=0となり，従って (6)はくJ(Z)のスペクトル表現を与える．
よって，定理2.2により，本稿の第二の目的が達成される． 2.1節で転送作用素ダf

がその上でコンパクトになる Banach空間Bが構成されたが，定理2.2は， Banach

空間上のコンパクト作用素の成す作用素イデアルの理論（例えば，［4]に詳しい）を，
幼： B→Bに適用することで証明される．

3 Theorem 2.1の証明の概略

fEVとする．また，簡単のため 01< 1と仮定する． B=B(｛仇｝）と書き，また
II. II = II. lls({0m}）と書く．次の Lasota-Yorke型不等式が鍵となる：

補題 3.1.¢EVとkENに対して

vark（グfウ）さ： Nemax況f{3 vark+l (f) 11¢1100 + vark+l (¢)}. 

コンパクト性の証明には，有限次元作用素による近似が必要だが，その近似の際

に用いる locallyconstant な関数の空間への射影として次を導入する： suppµ=~!
を滴たす X人上の確率測度µを任意に固定し， mEN と連続関数¢:~!→ C に対
して， Em¢Eにを次で定める：

(E晟）（w）＝ lf  ¢dμ. 
μ([wlm]) J[wlm] 

このとき，次が成り立つことが容易に示せる：

補題 3.2.¢EBとする． mEN, k E NU {O}に対して次の 2つが成り立つ：



201

(i) 11¢-Emのlloo-<::: 11¢110悶＋1・

(ii) 

叫 (¢-Em¢)< ｛2||¢||0盟＋1 （K < m)， 
11¢110い (kミm).

定理2.1を証明しよう．
［定理2.1(i)の証明 (1)-!£t(B) c Bであること］のEBとすると， kENに対して

vark（i£J¢) ::;N emax!Rf {3 vark+l (J) 11¢1100 + vark+l (¢)} 
さ：Nemax!Rf{30Z!i 11¢1100 + 11¢ll0Z!n 
::;Nemax扮f(311</Jlloo + 11¢11)0Z!i ::; N emax況f(3||¢||00+ ||¢||）0t+1 

となって，“｝（B)c Bが分かる． ロ

［定理2.1(i)の証明(2)ーダJ: B→Bがコンパクトであること］ ¢EBとし， m,kEN
とすると

vark(i£J(¢ -Em少））さ：NemaxWJ {3 vark+l (f) 11¢ -Em¢lloo + vark+l (¢ -Emの）｝
::;N emax況f{30tt}||¢||0悶＋1+ vark+1(¢ -Em¢)}. 

ここで， k+l< mならば

vark+l (¢ -Emの）さ 211¢110悶＋1さ211¢110悶；れOiさ2||¢||0土+10t+1 (7) 

であり， k+l2 mならば

vark+1(¢-Em¢) さ ||¢ll0Z!~ = 11¢ll0k+20Z+2さ:||¢||0m+10t+1 (8) 

である．（7)と(8)より

vark（ダ't(¢-Em¢)) ::; 5N emax況f||¢||0m+10t+1 (VK E N) 

だから， C> 0が存在して

||g)―功E』|B→B::; C0m+l (Vm E N). (9) 

よって， 1|g？―!£IE』|B這→ 0(m→ OO）であり，幻には有限次元作用素だか
ら， gfはコンパクトである．

［定理2.1(ii)の証明]Jがlocallyconstantでないとして示せば十分．このとき，
va恥 (J)> 0 (Vm E N)より似＞ 0(Vm EN)であり，よって Um2".oにはBの
桐密部分集合である．従って，［1,Lemma A.1]より結論を得る． ロ
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4 Theorem 2.2の証明の概略

fEVとrE (0, 1)は(4)を満たすとする．簡単のため， r2抄top（吠）く 1の場合に限
定して証明する．

はじめに， Banach空間上のコンパクト作用素の成すイデアルの理論のうちで必
要となる部分を復習しよう． EをBanach空間とする． E上の有界線型作用素全体
の集合を£(E)で表し，

(X) 

均(E)~ {TE J:(E), t>n(T) < oo} 
とおく．ここで， nENに対し，％（T)は,Tの第napproximation numberで
ある．すなわち，

an(T) = inf{IIT-AII: A E £(E),rankA < n} 

である． g砂(E)の元がE上のコンパクト作用素であることは明らかである．また，
均(E)が£(E)のイデアルであること，すなわち，£｛a)(E)は有界線型作用素に対す
る通常の和とスカラー倍に関して閉じており，かつ，任意のAE£(E)とTE£り(E)
に対してAT,TAE £臼(E)であることも容易に分かる．さらに， TE£ia)(E)に対
して，次の (I),(II)が成り立つ（証明は[4,Theorems 3.6.3 and 4.2.26]を見よ） ： 

(I) Tの非零固有値を入1(T)，ふ(T),..．と並べる．ただし， 1ふ(T)I2凶(T)l2 ・ ・ ・ 
となるようにし，さらに各固有値は多重度の分だけ数えるものとする．また，固

有値が有限個しかなかった場合は，その個数より大きいnに対しては入n(T)= 0 
と定める．このとき， E::"=1|入n(T)I< 00. 

(II) 111 T 111＝区::"=lan (T), T(T)＝冗::"=1入n(T)とおく．このとき， Ti, T2,... E 
£臼(E)がlimm→(X)|||Tm-Tlll=Oを満たせば， limm→(X)T(Tm)= T(T). 

定理2.2を証明しよう． varm(f)1/m:S D門 (¥/mE N)を満たすD2 1を取り，
0m = Drmとおく．以後， B= B({0m}), II・ II= II・ Ila(｛如｝）と書き， g}はB上の作
用素と考える．

［定理2.2(i)の証明］幻 E£り(B)，すなわち， En%（幼） ＜ ooを示せばよい．
k+l 2 mとすれば，

vark+1(¢-E晟）こ 1|¢||0tt;＝||¢|| （：：：:）K+1 0K+10L+1 
=||¢||rk+1 • Drk+1 • O:+1 

:Sllr/>ll(Drk+1)20Z+1 :S llr/>ll(Drmげ0;＋1= ||¢||0土0t+1

となるので，（0m=D門の形とは限らない）一般の｛伽｝に対する k+l< mの時の
評価(7)と合わせて，次の評価を得る：

C>Oが存在し， 1|21-.!t'1Emlls→B'.S C0;, (¥/m EN). (10) 
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aE股に対し，［a」でaを超えない最大の整数を表す．（10)より， R> ehtop(<TA) 
とすれば，十分大きなmENに対して， rank21 Em :=; rank Em :=; Rmく lR叫＋ 1
より， aLR叫＋1(功）::;11功―功EmllB→BさCOiとなる． r2抄top(<TA)< 1だから，
R > ehtop(<TA)をr2R< 1となるよう取ることにより， Enan(.:L't) < 00を得る． ロ

［定理2.2(ii)の証明]f m = Emf (m E N)とお<.qENと(9)の証明と同様にして，
limm→OO||“JmーダJ||B→B=Oが得られる．これと (i)の証明と同様の議論を組み合

わせて，ダf,2Jm E £ia¥B) (Vm EN)かつ 1||“グmーダ'.1111＝区n%（ダ｝mーダJ)→
0 (m→00)が分かる．従って

00 

こ入nU)q= T（勾） ＝ lim T 
m→OO （翌）

n=l 
00 

= lim 
m→OO 
区心（凡）q
n=l 

= lim こ eSふ（w)＝〉：ふf(w)
m→OO 
wEPerq（びA) wEPerq(uA) 

を得る． □ 
［定理2.2(iii)の証明］ lzlが十分小さなzE CCに対して，（ii)より

Q(z)―1 =exp (—言 ft入n(f)q)
= e:p (—言言 (z入n;f) ）q) 00 

＝附(—言 (z入nif) ）q)＝リ（1-叫 f))
である．和が順序交換できることは，ど':::=l|入n(f)|＜ ooにより保証される． ロ

補遺

(i) Super-continuous functionは， QuasとSiefkenにより，［6]で導入された．［6]にお
いて，彼らはsuper-continuousfunctionを次のように定義した：varm(¢):S: Am (Vm E 
N)かつlimm→00(Am+i/A』=0を満たす単調減少な正数列{Am}mENが存在すると
き，関数¢:'E入→ Cはsuper-continuousfunctionと呼ばれる．この定義が本稿の
それと同値であることは容易に分かる．［3,Remark 2.3]を見よ．

(ii)任意のfEVに対して，ダ1:V→Vはコンパクトではない．［3,Theorem A.2] 
を見よ．

(iii) A=  0 ｝）とする．このとき，冗n~l 囚(f)| ＝ ooとなる fEVが存在する．［3,
Theorem A.3]を見よ．
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(iv)関数空間Vは核型空間である．［3,Theorem B.3]を見よ．

(v) Vの元で，いかなる locallyconstant functionとも cohomologousにならないも
の全体を Rと書く．すなわち，

R={¢EV:任意のlocallyconst皿 tな r.pと連続な心に対して

の一ゃヂゆ o(J'Aー心｝

である．このとき， RはVのresidualな部分集合であり，特に， RはVで桐密であ

る．［3,Theorem B.4]を見よ．
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