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1 はじめに

喫煙状態を考慮した肺がんの罹患数や死亡数に関する数理モデルを検討したい．喫煙は

肺がんの危険因子の一つであることがよく知られており，喫煙者，非喫煙者，元喫煙者であ

るかによってリスクが異なる [1,2, 3, 4, 5, 6]．したがって，数理モデルは喫煙状態の違い

を考慮しなければならない．また，がんは高齢者のリスクが高く，罹患数や死亡数は人口動

態に強く依存する．モデルを実際のデータにフィットさせるためには，時刻だけでなく年

齢を考慮し，人口動態を扱う必要がある．

いくつかの状態がありその状態間の遷移を記述するためにコンパートメントモデルが用

いられるたとえば，ある感染症について，感受性者が感染者との接触により感染し，その
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後，回復するという図 1のダイナミクスは次の SIRモデルで表される [7,8, 9]. 

dS 
~(t) = -(3S(t)I(t), 
dt 
dI 

dt 
-（t) ＝ (3S(t)I(t)一 ,I(t),

dR 

dt 
(t) =,I(t). 

/3は感染者との接触の頻度に関するパラメータ（伝達係数）， 7はコンパートメント間の遷

移の速度を表すパラメータ（回復率または隔離率）である．また，f3Iは感染力と呼ばれ，単

位時間あたり巣位時間あたりの感染率である．このようなモデルは実際の感染症のアウト

ブレイクに対して用いられており，そのときには実際のデータからパラメータ /3,'を推

定する間題になる．

時刻と年齢を考慮し，人口動態を表す偏微分方程式としては，次のマッケンドリック方

程式が知られている [10,8, 9]. 

op I,,. op 
;f-(t, a)+ ~(t, a)=―μ(t, a)p(t, a). 
0a 0t 

ここで p(t,a)は時刻 tのときに a歳である人口である． μ(t,a)は死力と呼ばれ，時刻 t,

年齢 aでの（瞬間の）死亡率である．この偏微分方程式は 1階準線形なので

j5(s) =p(t+s,a+s) 

とおくと

dP 8p 
(s) = ~(t + 

{)p 

ds 8a 
~(s) = ~(t + s, a+ s) + ~(t + s, a+ s) 

{)t 

dp 
ds 
~(s) = -μ(t+s,a+s)p(t+s,a+s) 

dp 
ds 
~(s) = -μ(t + s, a+ s)p(s) (1) 

という常微分方程式となる．（1)は時刻 tで年齢 aであるコホートが死亡で減少していく

過程を表現する．元の偏微分方程式の解を数値的に得るためには，境界条件と初期条件に

合わせて tとaを変えて（1)を何度も解くことになる．

本稿では，人口動態を扱うために時刻と年齢にマッケンドリック方程式を基にし，喫煙

状態によるコンパートメントを考え，肺がんの罹患数や死亡数に関する数理モデルを検討

する．
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2 肺がんの数理モデル

モデルを構築するために，図 2のコンパートメントを考える．喫煙状態は喫煙者

(smokers)，非喫煙者 (never-smokers)，元喫煙者 (ex-smokers)の3つとし，肺がんの罹

患数と死亡数を扱うために肺がん罹患者も加える時刻を t,年齢を aとする． M(t,a), 

S(t, a), E(t, a)はそれぞれ喫煙者，非喫煙者，元喫煙者の数であり， L(t,a)は肺がん罹患

者の数である．

出生した人口は非喫煙者になり，時間発展とともに非喫煙者の一部が喫煙者となり，元

喫煙者となっていく．喫煙率のデータとしては， JT全国喫煙者率調査 [11]があるが，喫煙

者とそれ以外（非喫煙者と元喫煙者）の割合しかわからないため，喫煙率のデータに適合

させることを目的とすると，喫煙の過程については簡略化せざるを得ない．非喫煙者と元

喫煙者の割合がわからないため，禁煙すると再喫煙しないという仮定した．非喫煙者から

喫煙者，喫煙者から元喫煙者への遷移率は，それぞれ a(t,a), <5(t, a)とする．

非喫煙者，喫煙者，元喫煙者は肺がんのリスクが異なるとする．入(t,a)は非喫煙者から

肺がん人口への遷移率であり，喫煙者と元喫煙者に対しては，それぞれ相対リスク ks,kE 

を入(t,a)に係数として掛ける．死亡のリスクも，喫煙者と元喫煙者は非喫煙者よりも高く

なる． μ(t,a)は非喫煙者の死力であるが，喫煙者と元喫煙者の死力としては μ(t,a)に相

対リスクを表す係数 qs,qEを掛けた死力を使う．また，肺がん罹患者の死力は， μ(t,a)と

肺がんによる死力 v(t,a)の和とする．
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園2 肺がんのモデルのコンパートメント
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したがって，圏 2のコンパートメントは次の偏微分方程式で表される．

8M,. 8M 
(t, a)+ ~(t, a) = -(μ(t, a)＋び(t,a)＋入(t,a))M(t, a), (2) Ot ¥.'.. I'Oa 

as,. as 
at 
=i;(t, a)+ ~(t, a) = O"(t, a)M(t, a) -(qsμ(t, a)+ 8(t, a)+ ks入(t,a))S(t, a), (3) 

枷

aE,. aE 
~(t, a)+ ~(t, a) = 8(t, a)S(t, a) -(q研 (t,a)+kE入(t,a))E(t, a), (4) at,., "/'aa 
aL,. aL 
at 
~(t, a)+ ~(t, a)＝入(t,a)(M(t, a)+ ksS(t, a)＋疇(t,a)) 

枷

-(μ(t, a)+ v(t, a))E(t, a). (5) 

初期条件と境界条件は

M(to,a) = M。(a),S(t。,a)＝ S。(a),E(to, a) = E。(a),L(to, a)= Lo(a), 

M(t, ao) = B(t), S(t, ao) = 0, E(t, ao) = 0, L(t, ao) = 0 (6) 

である． toはある初期時刻， a。は考慮している年齢の最小値， B(t)は時刻 tでa。歳にな

る人数である． Mo(a),So(a), E。(a),Lo(a)は対応するコンパートメントの年齢に関する

分布である．

このモデルは非常にシンプルなので，他の要素を考慮したい場合はなんらかの拡張する

必要があるたとえば，喫煙期間を考慮する場合を考える．喫煙の総量が肺がんのリスク

を高めることが知られており [1,2, 3, 5]，喫煙開始年齢が早いほど喫煙のリスクが高いこ

とも知られている [4]．喫煙習慣が変わらなく，毎日の喫煙量が一定だとすれば，喫煙期間

から喫煙の総量に変換できる．喫煙者の喫煙開始年齢は喫煙期間と年齢から簡単に計算で

きる．
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図3 喫煙期間を考えたモデルのコンパートメント
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喫煙期間を T とする．図 3のモデルは次の偏微分方程式で表される．

OM 8M 
(t, a)+ ~(t, a) = -(μ(t, a)+ u(t, a)＋入(t,a))M(t, a), Ot ¥ -'--I'Oa 

OS 8S 8S 
~(t, a, T) + ~(t, a, T) + ~(t, a, T) = -(μs(t, a, T)十8(t,a)＋入s(t,a, T))S(t, a, T), at 枷缶
aE,,  aE 
玩 (t,a, T)＋］玩(t,a, T) = 8(t, a)S(t, a, T) -(μE(t, a, T)＋入E(t,a, T))E(t, a, T), 

aL,, aL,, fa 
玩 (t,a)＋而(t,a)= 1囚 (t,a, T)S(t, a, T)十知(t,a, T)E(t, a, T)) dT 

十゚入(t,a)M(t, a) -(μ(t, a)+ v(t, a))E(t, a). 

初期条件と境界条件は

S(t, a, 0) =び（t,a)M(t, a) 

M(to,a) = M。(a),S(to, a, T) = S。(a,T), E(t0, a, T) = E。(a,T), L(to, a) = Lo(a), 
M(t, ao) = B(t), S(t, ao, T) = 0, E(t, ao, T) = 0, L(t, ao) = 0 

である． T に関係する部分で方程式が変更されている． SとE については，喫煙期

間である Tにも依存する．死亡や肺がんのリスクは μs(t,a, T), μE(t, a, T)，入s(t,a,T)

知 (t,a, T)を用いて Tへの依存を表現する． E(t,a, T)のTは喫煙していた期間を表して

いるが，この定式では禁煙してからの期間がわからなくるので，元喫煙者の喫煙開始年齢

は考えられていないことに注意が必要である．

3 モデルを用いた肺がん罹患数・死亡数の予測

最後に，モデルの活用例として，（2)-(6)を実データに適合させ，肺がん罹患数と死亡数

の予測を行った [12]の概要を述べる．日本では，男性，女性ともに喫煙率は減少してきた．

男性の喫煙率は 1965年では 82.3%であるが 2016年では 29.7%であり，女性の喫煙率

はそれぞれ， 15.7%,9.7%である．このような喫煙率の減少にも関わらず，男性の肺がん罹

患数と肺がん死亡数はそれぞれ 1975年では 12,701,10,711, 2014年では 77,617,52,505 

であり，増加している．女性も同様の増加傾向であり，それぞれ 1975年では 4,971,4,048, 

2014年では 36,933,20,891である．肺がんの増加は，高齢化によるものと考えられ，危険

因子である喫煙の減少と高齢化の両方が関係している肺がんのダイナミクスを定量化する

ためには，前セクションで述べたような数理モデルを用いる必要がある．

男性と女性で別々に (2)-(6)のモデルを考え， μ(t,a)，入(t,a), a(t, a), 8(t, a)に階段関

数を仮定し，階段関数の値を最尤推定により求めた．相対リスクについては，［13]の値を
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固4 [12]のFigureA2. (A)男性の肺がん新規罹患数，（B)女性の肺がん新規罹患数，

(C)男性の肺がん死亡数，（D)女性の肺がん死亡数灰色の点は実データである．実線

は全年齢の予測値， 3つの破線はそれぞれ 15歳から 64歳， 65歳から 74歳， 75歳以上

の予測値を表す． 2014年まではモデルをデータに適合させた結果であり， 2015年以降

は将来推計人口を使い， 2014年のパラメータにより計算した予測である． 95％信頼区

間は非常に狭かったため，グラフには表示していない．

2050 

2050 

使用し，男性のモデルでは ks= 4.94, kE = 2.20, q8 = 0.486185, qE = 0.201306,女性

のモデルでは ks=4.25, kE = 2.19, q8 = 0.509629, qE = 0.455788とした最尤推定に

使用したデータは， JT全国喫煙者率調査 [11]，人口推計 [14]，人口動態統計時系列データ

[15, 16, 17]，国立がん研究センターがん情報サービス「がん登録・統計」 [18]である．ま

た，将来の予測を計算するためにH本の将来推計人口（平成 29年推計） ［19]も使用した．

モデルは 1階準線形の偏微分方程式なので，特性曲線法で出生年毎の人口の時間発展を

表す常微分方程式に変換し， 4次の Runge-Kutta法で解いた．そのときに，死亡や肺がん

罹患の累積のコンパートメントを追加し，データに対応する 1年間での死亡数や罹患数を
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計算し，それを期待値とし，尤度関数を計算した．喫煙者の数は二項分布，人口，死亡数，肺

がん罹患数，肺がん死亡数はポアソン分布に従うと仮定して次のような形の尤度関数を用

しヽた．

L(O) ＝ （且入t;t，入')(1,1(：:)仇）''(1-p,)巧ーK3)
L(0)の前半がポアソン分布の部分でと後半が二項分布の部分である． 0は未知のパラメー

タからなるベクトルであり， kiは実データ， niはサンプルサイズである．入tはポアソン分
布の期待値， Piは二項分布の確率であり，どちらもモデルから計算される． L(0)を最大に

する 0を求めるのが最尤推定であるが，具体的な数値アルゴリズムとしては BFGS法や

DFP法などの準ニュートン法を用いる．

図 4は [12]の結果である最尤推定により得たパラメータを使って，モデルを計算し

たものである． 2014年まではモデルをデータに適合させた結果であり， 2015年以降は将

来推計人口を使い， 2014年のパラメータにより計算した予測である男性の肺がん罹患

数と死亡数は 2024年に最大となり，それぞれ 76,978(95%信頼区間： 76,630-77,253),

63,284 (95%信頼区間： 62,991---63507)であり，女性の肺がん罹患数は 2035年に最大と

なり， 42,838(95%信頼区間： 42,601-43,095)であり，女性の肺がん死亡数は 2036年に

最大となり， 32,267(95%信頼区間： 32,063-32,460)であるという予測を得た．
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