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グレブナー基底の項順序についての再考

Term order for Groebner basis, revisited 
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Abstract 

In this preliminary report, we introduce a method to find a term order such that the given set of 
polynomials F is a Grabner basis for the ideal I =〈F〉.Wenote that this problem can be solved by 
the method given by Strumfels皿 dWiegelmann that is based on the maximum matching problem 
for bipartite graphs and linear programming, but this time we consider a different approach 

1 はじめに

グレブナー甚底を求めるアルゴリズムは， Buchbergerアルゴリズム [Buc06]に代表されるように甚本的

にはイデアルの生成系と項順序を指定して計算するものである．一方で，以下の例のように，イデアルIと

一定の項順序において，与えられた多項式集合がそのままグレブナー基底となるようなものが存在する．

例 1

以下の I の z~y~x での全次数辞書式順序及び全次数逆辞書式順序におけるグレブナー基底は F である．

F = {/1 = 2xy + yz, h =丑＋y+z}, I=〈F〉CC[x,y,z] 

このように， Buchbergerアルゴリズムなどでの計算の前に，計算対象である F 自身がグレブナー基底と

なっているような項順序を求めることができれば，どんな項順序でもいいのでグレブナー基底であるとい

う性質が必要な場合には有効な計算方法であることが考えられる．また，仮に一定の項順序が必要な場合

にも， FGLMアルゴリズム [FGLM93]などによって項順序の変換を行うことで，有効な計算方法となるこ

とも考えられる．

そこで，本研究では，「イデアルI=〈F)に対して， F自身がIの--<Mに関するグレブナー基底となるよ

うな重み行列 M は存在するか．存在するならば一つ求めよ．」という問題を解くことを最終目標とし，今

回はその途中経過の発表を行った．

尚，発表後の質疑応答の際に話が挙がった通り，この問題には Groebnerbasis detectionという名前がつ

いており，我々の方法とは異なるがSturumfelsら[GS93]によって polytopeを用いたアルゴリズムが与えら

れていることに留意されたい．以下で解いている問題と同等なものは structuralGroebner basis detection 

と呼ばれ，二部グラフの最大マッチング間題と線形計画法を用いたアルゴリズムが Sturumfelsら[SW97]

によって与えられている．
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1.1 記法と matrixorderの定義

k を体とする．多項式集合F={Ji,...,fk} C K[x1,．．．，Xn] ¥Kに対して， K［x1,．．．,％］のイデアル

をI=(F〉CK[x1,．．．，叫とする． n変数の項全体の集合を Tn= {x『X--・XXか： e;E Z2:o}とする．

項t1E Tnの指数ベクトルを， e(t1)と表す．（例：柘＝丑y3z4⇒e(t1)= (2, 3, 4)）また，重み行列 M で表
される matrixorder -<Mを以下のように定義する．

定義 1(matrix order) 

項t1,t2E Tnの指数ベクトル e(t1),e（わ）に対し，

t1シM わ←⇒Me(t1)万 Me（わ）

ただし，＜ヂや＞＃はベクトルの等しくない最初の成分での比較を表す不等号である．

matrix orderは任意の項順序を表現可能 [Rob85]であるということがわかっており， columnfull rankな行

列を考えれば十分であるということが分かっているため，本稿では，重み行列 M をnxnの正方で正則な

行列であるとする．

項順序ぺにおいて，多項式fEFに含まれる項で，最も項順序が大きい項に含まれる単項式の，係数を

除いた部分を ht-,:(!)とし，その単項式の係数を h心 (f)で表す．

定義 2

項順序をぺとし f,gE K[x1,...,％]とする． fに含まれる単項式tがht-,:(g)で割り切れるとする．この

とき， h=f
hい(g)
gに対し， f→， hと書き， fのgでの単項簡約と呼ふ．この操作を 0回を含む有限

回繰り返し，これ以上単項簡約できない hが得られたとき， hをfのgによる正規形 (normalform)と呼

び， h= n£9(f)と表す．また，多項式集合GC K[x1,．．．，％]において， Vg;E Gでfを単項簡約を繰り返

すことで hが得られるとき，同様に hをfのGによる正規形と呼び， h=n恥(f)と表す．

定義 3

項順序をぺとし f,gE K[x1,...，％]とする．このとき， f,gのS多項式を

Spoly(f,g) = 
hc-,:(g)・lcm(ht-,:(f),ht-,:(g)), he-,:(!)・ lcm(ht-,:(f),ht-,:(g)) 

・!- hい(g) ．ghい(f)

と定義する．

2 アルゴリズム

2.1 アルゴリズムの概要

本稿では簡単のため， FがI=〈F〉のグレブナー基底となるような董み行列M の必要十分条件を求める

のではなく，以ドの定理4を十分条件として考えることで，系 5を満たすような重み行列M を考える（こ

の問題はstructuralGroebner basis detectionと呼ばれる）．

定理 4(Buchbergerの判定条件）

VJ, g E K[x1,..., Xnl, gcd(ht--<（f),ht--<(g)) = 1 =?  nf{f,g}(Spoly(f,g)) = 0 
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系 5

イデアルIの生成系を F= {!1,..., fけとする．このとき，

Vi,j (i =Jj), gcd(ht-<(fi),ht-<(fj)) = 1 

が成り立つとき， FはIの--<Mに関するグレブナー基底である．

これにより，以下のようにアルゴリズムの概要を記述することができる．

Algorithm 1そのままグレブナー基底となるような項順序の導出

Input:多項式集合F={Ji,...,fk} C K[x1,...,x叶

Output: FがイデアルI=〈F〉のグレブナー基底であるような項順序--<M

1:互いに素である単項式の組t1,...,tkをそれぞれの多項式から選出する．

2: i = 1,..., kにおいて ht-<M(f;) = t;となる重み行列 M を求める．

3: return M 

2.2 ステップ1:互いに素な項の選出

F={fi,...,fk}cK[x1,．．．，%］を多項式集合とする．多項式Jiに含まれる係数が0でない項で，定数

項を除く項全体の集合を T(f,)とする． T(F)= T(f1) x ・ ・ ・ x T(fk)とし，

Tep= {(ti,..., tk) ET: Vti, t1 E Tn, gcd(tぃち） ＝1 (i # j)} 

とする．また，集合V(t)を項tに含まれる変数で，次数1以上の変数全体の集合とする．

ステップ1はこのままでは全探索によってそれぞれが互いに素かどうかのチェックが行う必要が出てしま

う．そこで，系5に関連する性質（互いに素となる項や互いに素とならない項）についてのいくつかの補題

を与える．

2.2.1 互いに素となり得ない項の性質

補題 6

多項式集合F= {fi,...,fk} C K[x1,...,x』¥Kにおいて，

/; E F, t; E T(f』,|V(t;)I >n-k+l 

が成り立つとき， Tepの元でi番目の要素がt;であるようなものは存在しない．

証明 IV(ti)I> n-k+lが成り立ち， Tcpの元でi番目の要素がゎであるようなものが存在すると仮定す

る．定義より，任意の項tに対して IV(t)I2 1が成り立つ．従って， j= 1,..., i -1, i + 1,..., kにおいて，

ちET(fJ），区 V（ち） :2:k-1 
j 

よって，

V(t;)+区|V(ら)|＞ （n-k+l)+(k-1) 

>n 
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これより変数の個数の合計がn個以上であり t1,...,tkの中に，ある特定の変数を含む項が2つ以上存在す

る．しかし， Tepの定義より， ti,・・・,tkは互いに素でなくてはならない．
よって，補題6が成り立っ．

系 7

多項式集合F= {/1,...,fk} C K[x1,...,x』¥Kにおいて次が成り立っ．

n<k⇒ Tep = ¢ 

系7をより，系 5を満たすような項順序は存在しないことがわかり，補題6より， Fの多項式に含まれる

項から互いに素になり得ないものを除外することが可能となる．

2.2.2 互いに素にはなるが，同じ多項式内で頭項としたときに矛盾が生じる項の性質

補題 8

多項式fにおいて， tiがを満たすような項t,t'E T(f)が存在するとき， tはfの頭項となり得ない．ただ

し， t=J t'. 

証明 tI t'より， t'=rtと置ける．ただし， rE Tn. tがfの頭項であると仮定する．すなわち， t'-<t 

であるため， rt'-<rt＝がとなり，項順序の定義に矛盾する．よって， tはfの頭項となり得ない． I 

2.2.3 互いに素にはなるが，それぞれが頭項となるような項順序に矛盾が生じる項の性質

補題 9

多項式/1,hE K[x1,．．．，%］と単項式ti,t't E T(fi), t2, t~ E T(h)に対して，

t2 I t~, t1 I t; 

が満たされるとき， t1，ゎはそれぞれの多項式で同時に頭項となり得ない．ただし， t1f= t't, t2 f= tふ

証明 t1占はそれぞれfl」らの頭項であると仮定する．仮定より， t2I t't, t1 I tかつまり，

，
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ただし， r1,r2 E Tn.いま， t2>--t;より，

叫 2>--r2杓

t~ >--r2灼

t1 >--r2 ・ r1t1 

（・・• ti = r山）

('．・灼＝r山）

これは， t1がf1の頭項であることに矛盾する．

補題 10

多項式fぃf2e k[Xぃ．．．，％］と項 t~ E T(fi), t2 E T(f叫に対して，

t2 I t~ 

が成り立ち，項t1E T(J1), t; ET（ピf2）に対して，
t1 I t; 

が成り立つとき， t1占はそれぞれの多項式で同時に頭項になり得ない．ただし， ti=J t~, t2 =J t伝
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証明補題9とほぼ同じ手順で証明できる． I 

以上より，まず補題 6と系 7によって，互いに素となり得ない項を除外でき，補類8によって，同じ多

項式内にて頭項としたときに矛盾する項を除外できる．更に，補題9と補題10によって，複数の多項式間

で矛盾が発生する項を除外することにより，探索対象の単項を減らすことができる．これらの性質を用いて

も，総当たりであることには変わらないが，本稿ではひとまずこの性質のみで話を進めることにする．

2.2.4 アルゴリズムの詳細と具体例

以上の系や補題より，アルゴリズムは以ドのように記述できる．

Algorithm 2そのままグレブナー基底となっているような項順序の導出

Input:多項式集合F= {fi,...,Jk} C K[x1,...,x』
Output: FがイデアルI=(F〉のグレブナー基底であるような項順序--<M又はNone
1: if n < k then: 

2: return None 

3: end if 

4:補題6,系7,補題8の条件を満たす fi,..,,fkの項を除外し，新たにF'={11,.. ・,Jk}とする．
5: Tp←T(F) 
6:補題9,補題10の条件を満たす項の組を含むものを Tpの中から除外し， T}とする．
7: Tepと乃の共通部分を取り，それらを t1,...,tkとする．
8: i = 1,..., kにおいて， ht--<Mは） ＝ゎとなる璽み行列 M を求める．
9: return M 

このアルゴリズムをもとに，以下のような例を考えてステップ1の項の除去を実際に行ってみる．

例 2

次のような多項式集合FC K[x,y]を考える．

F=  { ~: ::2/y~y+y,} 

まず， f1においてyI xyが満たされることから，補題8より xyが除外される．次に， yE T(f1)とy2€T(f叫

において， YI炉を満たし， X € T(f分と x2E T(fi)において， xi丑を満たすことから，補題 9より fl

のyとf2のxが除外される．よって，最終的に

f⑪)＝ ｛（x生炉）｝

から互いに素となる項の組を選べば良いことになり，

となる．

例 3

2,  _ 2 t1 = x•, t2 = y 

次のような多項式集合FC K[x,y,z]を考える．

F = { ［； ： ：t++yyz□ } 
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まず， zET(h)とyzE T(Jリにおいて， zI yzを満たす．一方で， f2の項を割り切るような hの項は存

在しない．しかし， yz-;-Zの商である yをf2に掛け，

Ii = xy+yz, 
Y・h =丑y+炉＋yz

を考えると， xyE T(f1)と丑yE T(y・h)がxyI x2yを満たすので，補題10より， hのxyとf2のzは

除外され，最終的に

f⑰)＝ ｛（yz，研），（yz,y)}

から互いに素となる項の組を選べば良いことになり，

t1 = yz,わ＝x 2 

となる．
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とする． matrixorderの定義より，項ti,t2がt1臼M ゎを満たすとき， Me(t1)>-t-Me（わ）が満たされる．

これを一般の等号と不等号を用いて表すと以下のようになる．

｛耐::::)口碕・鴫） ，町・e(t,)>司・e(t叫

戸・e(t1)＝可］．e（わ）

ここで，£は， M の第 (£-1)行ベクトルまでとの積が等しく，第£ベクトルで初めて差がつくときことを

表している．この連立不等式を解くことによって，重み行列M を求めることができるが，その効率的な方

法については検討中である．
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