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Abstract 

3層パーセプトロンである学習モデルの中間ユニット数が 2から 1に変化する特異領域の近くでは学

習が停滞するプラトーが起きる [1].Guoらは特異領域の近くの学習のダイナミクスを 5つのパターンに

分けて考察している [2]．学習モデルの座標系を変換することにより，変化の速いパラメータを固定して変

化の遅いパラメータの軌道を調べる［3].甘利らによって特異領域の近くの学習の安定性やダイナミクスが

求められている [1],[4]．第 1に学習モデルとして Mathmaticaにおいてニューラルネットワークを作成

する第 2に特異領域の近くにある真の分布が学習モデルによって実現される場合，学習モデルの初期値

を変えることによって臨界直線に影響を受けて変化するダイナミクスについて考察する．第 3に特異領域

にある真の分布が学習モデルによって実現される場合，学習損失が減少するが，汎化損失が増加する過学

習が起き，真の分布が学習モデルによって実現されない場合，学習の初期に汎化損失が学習損失より減少

して小さくなり，増加して大きくなる過剰般化が起きる．過学習，過剰汎化についてパラメータの変化を調

ベ，学習・汎化損失曲面上のダイナミクスの考察をする

Abstract 

Let a statistical model be a three-layer neural network. plateau phenomena have been observed m 

singular regions where two hidden neurons can be rewritten with only one hidden neuron. Guo classify 
dynamics of learning near singularity into five patterns. We introduce coordinate transformation 

of parameters of the statistic model. Let us fix variables moving quickly and search trajectories 

of learning of variables moving slowly. Amari calucalated stability and dynamics of learning near 

singular regions. Firstly we constract a neural network as the statistical model by using Mathmatica. 
Secondly we change an initial value of the statistic model and consider that the dynamics of learning 

changing under the influence of a critical line in case the true distribution near the singular regions 

is realizable by the statistical model. Thirdly over-fitting phenomena that a training loss decreases 

but a validation loss increases have been observed in case the true distribution on the singularity is 
realizable by the statistical model. In the early process of learning, over-generalization phenomena 

that the validation loss decreases and becames smaller and increases and becames bigger than training 

loss have been observed in case the true distribution is outside of the statistic model, We examine 

the evolution of parameter and consider the dynamics of learning on the training loss surface and 

validation loss surface. 
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1 定義

定義 1（入力，雑音，訓練データ，テストデータ）

配上の一様分布に従う確率変数Xを入力とする．平均 0，分散 6 の配上の正規分布に従う確率変数Zを雑

音とする． o。＝ （wi1, wi2, wふ，吟， Wふ， Wふ） €酎に対して，次で定まる面上の確率変数 Y を訓練デー

タ，テストデータとする．

Y := f(x, Bo) + Z = w;1 tanh(w~1 x + wぶ） ＋ wふ tanh(w~2x + w五） ＋z. 

定義 2（関数近似モデル）

パラメータ 0= (w1, W2, W31, W32) E酎，罠1への閲数 f(x,0)に対して，次で定まる配上の確率変数 Yを

関数近似モデルという．

Y := J(x, 0) + Z = W31¢(x, w1) + W32¢(x, w2) + Z = W31 tanh(w1 Tx) + W32 tanh(w2Tx) + Z 

= W31 tanh(w11 x + W21) + W32 tanh(w虞＋W22)+ Z. 

ここで， W1= (w11, W12), W2 = (w21, W22), X = (x, 1)とする

定義 3（学習モデル，真の分布）

関数近似モデル Yが従う条件付き確率を次で定め，学習モデルという．

l |y -f(x,0) 2 
p(y|x, 0) ：＝ exp - ．  

亭び （ 加 2 ) 

出力 Yが従う条件付き確率を次で定め，真の分布という．

1.  (IY -f(x, 0o)l2 q(ylx) ：＝亭;exp(-~)-

定義 4(Overlap singularity, Elimination singularity) 

次で定めるパラメータ領域を Overlapsingularityという {1}.

Ro:= {0 E酌W1=W叶・

次で定めるパラメータ領域を Eliminationsingularityという {1}.

凡：＝ ｛O E酎 W31=0}U{0E的W32= 0}. 

関数近似モデルはOverlapsingularityではf(x,0) = (w31 +w32)¢(x, W1)と表され， Eliminationsingularity 

では J(x,0) = W32cf;(x, w叫， W31の(x,w1)と表される．

座標系 0= (w1, W2, W31, W32) から座標系 ~=(a, b, v, w)への次の座標変換を考える [l].

W31 -W32 
a= w2 -w1, b= 

W31 + W32 
W31 W1 + W32W2 

V = ---=----=--:---, W = W31 + W32. 
W31 + W32 

このとき座標系 0は座標系くを用いて次で表される．

l 1 
w1 = v + ia(b -1), w2 = v + ia(b + 1), 

2 2 
1 1 

W31 = iw(l + b), W32 = iw(l -b). 
2 2 
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y=f(x,0o)+Zに対して，誤差閲数l(y,x,0):= ½(y-f(x,0)戸と定める．このとき学習係数 n に対して，次

で定めて学習を更新する．

0(t + 1) -0(t) := -n 
al(Yt, Xt, 0t) 

80 

定義 5（座標系 0の学習方程式）

座標系 0= (w1, W2, W31, W32)に対して，学習方程式を次で定める．

釧：＝―n〈Ol(yi:0)〉・
ここで〈生醤,fl)=I叱騎叫(ylx)dydxとする．

誤差 e(y,x, e) := y -f (x, e)に対して，誤差関数l(C）の勾配について次が成り立つ [l].

lv(e) = w〈e(y,x, e) ⑳(x,v)¥, 1 
8v >+~w(l -z2)Q(v, a)+ O(a判

l虞）＝〈e(y,x, ~)¢(x, v)〉＋的—召）〈e(y,x, e)a T ~言；ら〉＋ O(aり，

叫）＝ iw(l ー丑）〈e(y,x,e)ai!.；ご〉＋喜wz(l ー z2) 〈e(y,x,e)~) 〉 +O(aり，

犀）＝ー圧〈e(y,x,e)a泣；言~a〉 +O(aり

ここで Q(v,a):=〈e(y,x,e)茄(aT翌器翌句〉， D(x,v,a)．＝江，j,kご賃瓜aia尺Kと定める．

a~o のとき lv, l切は 0(1)のオーダーよりパラメータ (v,w)の変化は速<,lv(e)= lw(e) = 0である平衡

安定状態になる．一方で laはO(a)のオーダー，lbはO(aりのオーダーよりパラメータ (a,b)は遅く変化す

る[3].

定義 6（座標系いの学習方程式）

座標系e= (a, b, v, w)に対して学習方程式を次で定める．

く＝一長（畠）T〈机(Yり：く）〉
このとき学習方程式について次が成り立つ [l].

炉＋ 1 炉＋ 1 b 炉＋ 1 
v=+lv+~aa仄＋ ；；alw -bla -7alb, 

b T 2b 
心＝一a'lv+ 2lw -=lか

w w 

a= -blv + 2la, 

b= 
b2+1_T, 2b,, 2(b2+1) 

- W2 a町v —五lw+~lb.

ここでパラメータ (v,w)を最遮解 (v*,w*）に固定して，パラメータ (a,b)の変化を分析する

ぐ＝（v*,w*,O,b)に対して， H(v*,w*)：＝杯＊〈e(y,x,（）靡器翌り と定める．
g=<* 
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定理 7（特異領域の近くの学習の安定性）

誤差関数 l(y,x，~)に対して，〈竺陽戸り ＝ （l-bりH(v*,w*）が成り立ち，特異領域の近くの学習の
C=€ * 

安定性について次が成り立つ．

真の分布が特異領域にあるとき R。は安定である．真の分布が特異点上にないとき R。の安定性はH(v*,w*) 

の固有値によって次の 3つの場合に分けられる {4}.

(1)固有値が正と負の値を持つ場合：Roは不安定．

(2)固有値が2つとも負の場合：R。の中で b2< lを満たす部分が安定， b2> lを満たす部分が不安定．

(3)固有値が2つとも正の場合：R。の中でザ＞ 1を満たす部分が安定，ザ<1を満たす部分が不安定．

[ = (v*, w*, a, b)として，誤差関数l(［)の勾配について次が成り立つ [l].

1 
虞）＝ーw*(l-z2)Q(v*,a)+ O(aり，

8 

11-z2 
凶＝一紅H(v*,w*)a + O(aり，

2 w* 

l虚）＝ （l-召）H(v*,w*)a+如＊z(l-z2) <e(y,x,,)~)>t=l + O(aり，

l頌）＝一baTH(v*, w*)a + O(aり．

a~0のとき la(［）は O(a)のオーダー， lbば）， lv({),lw([）は O(aりのオーダーより O(aり高次の項を無視

することによって Roの近傍での学習方程式について次が成り立つ [l].

a= 2(1-bりH(v*,w*)a,

b(l -bり 2b(b2+1)
b =- aりf(v*,w*)a-~aTH(v*,w*)a. 

w*2w*2  

定理 8（特異領域の近くの学習のダイナミクス）

エネルギー関数 h(a):=ぃ紅aに対して，特異領域の近くの学習のダイナミクスについて次が成り立つ {1}.

(1) Roの近傍では h=aTa＝閂畠后古bが成り立ち，学習方程式のダイナミクスは次の式で表される．

2w*2, __ (b2 + 3)2 
h(a) ＝ log + C. 

3 | b| 

(2) R。n凡の近傍では h=W;；り:;）1)bが成り立ち，学習方程式のダイナミクスは次の式で表される．

1 
h(a) =ごlog(lbl＋両） ＋C. 

定義 9（特異領域の近くの学習のダイナミクスの分類）

学習を始めるパラメータの初期値により，特異領域の近くの学習のダイナミクスを次の 5つの場合に分ける

{2}. 

(1) Overlap singularity•• 特異領域 Ro で学習が停滞して真の分布まで到達しない．

(2) Cross elimination singurarity:特異領域凡を横断するとき学習が停滞して真の分布に近づく．

(3) Fast convergence：特異領域を通過せずに真の分布に速く収束する場合．

(4) Near elimination singularity:特異領域凡に近づき学習が停滞して真の分布に近づく．

(5) Output weight 0:特異領域凡で停滞して真の分布まで到達しない．
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2 特異領域の近くにおける学習のダイナミクス

2.1 Mathmaticaにおけるニューラルネットワークの作成

変数 Fl,F2，定数 elemO,eleml, elem2, elem3を次のように Mathmaticaに入力して定める

Fl[a_] := NetlnsertSharedArrays[NetChain[LinearLayer[l, "Weights" ->a," Biases"->None]]," Linearl"], 

F2[b_] := NetlnsertSharedArrays[NetChain[LinearLayer[l, "Weights" -> b, "Biases" ->None]]," Linear2"], 

elemO := ElementwiseLayer[# * (1/2)&], eleml := ElementwiseLayer[# * (-1)&], 
elem2[v_] := ElementwiseLayer[# * (v)&], elem3[w_] := ElementwiseLayer[# * (w)&]. 

初めに w11ぉ＝ （v+ ½(b-l)aにより，次のように入力して図 1 の左側に netll を出力させる．

netll[a_, b_, v_] := N etGraph[elemO, eleml, Fl[a], F2[b], elem2[v], Tota/Layer[], 

NetPort[" Input"]-> 1, 1-> 3-> 4, 3-> 2, 4, 2, 5-> 6] 

W31 tanh(x) = ½w(b + 1) tanh(x)より，次のように入力して図 1の右側に net12を出力させる．

net12[a_, b_, w_] := N etGraph[Tanh, elemO, elem3回，F2[b],TotalLayer[], 

NetPort["Input"]-> 1, 1-> 2-> 3-> 4,3,4-> 5] 

NetGcaph [ ロ ャ • 一 いーとHI- HI
Inp̀ 1 

“ ・ ＇2プ， 0叩 9

NetGcaph[ =ヤ’'"三戸 戸午こ口芦―ごpu9 l 

HI 

•- a 
In四

5 

l"P"" O"lpuls 

Input vector (S9ze: 1) 0utput: vector (size: 1) 

Inputs outputs 

Input: vector (S9ze: 1) OUtput vector (Slze: 1) 

図 1:netll, net12 

また W12X= (v + ½(b + l)a) x, W32 tanh(x)＝抄(-b+1) tanh(x)より， net21,net22を同様に定めて図 2

に出力させる

Net6raph[口...,.、 .
ln匹’ 戸＇尺＼

Ill ' + 

3 へ 57 • -< • 
In匹’ 4 

Inputs Outputs 

lnput: vecto『(Slze:1) 0utput: vector (Slze: 1) 

I NetGraph[=y 三→→＼．／三屈'11

“←→HI Outni 

lnputs outputs 

lnput: vector (Slze: 1) 0utpuI: vectO『(59ze・ 1) 

図 2:net21, net22 

次に W31tanh(wnx)＝打(b+l)tanh[(v+ ½(b-l)a) 叫より，次のように入力して図 3 の左側に netl
を出力させる

netl[a_, b_, v_, w_] := NetGraph[netll[a, b, v], net12[a, b, w], NetPort[" Input"]-> 1, 1-> 2] 
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また W32tanh(w直） ＝託(-b+l)tanh[(v + ½(b+ l)a) x]より，net2を同様に定める．

最後に W31tanh(wux) + W32 tanh(w12x)より，次のように人力して図 3の右側に parameterNetを出力さ

せる．

parameter N et[a_, b_，四叫：＝ NetGraph[netl [a, b, v，叫，net2[a,b, v, w], TotalLayer[], 

NetPort["Input"]-> l,NetPort["Input"]-> 2,1,2-> 3-> NetPort["Outputl"],"Input"-> enc] 

NetGraph [ 1:1 :,.-"←→圧が一。 ］ 
lnput Ou加 t

：ご．svector (Slze 1) ：ばご，Svector (59ze ] 

NetGraph [；トー：• ， + r-;:::::
叩 t 2 へ 3 OU即" l 7 1 2 

.-,!..,: .. 
ln凶t

Inputs Outputs 

Input: scalar output1 vector (Slze: 1) 

図 3:netl, parameterNet 

損失閲数を対数尤度比関数として，次のように入力して図 4にtrainingNetを出力させる．

gaussianLikelihood[y-，叫：＝ PDF[N ormalDistribution [μ, 1], y] 

trainingNet[a_, b_, v_, w_] := NetGraph[< l"params"-> parameterNet[a, b, v, w], "lhood:'-> 

ThreadingLayer[gaussianLikelihood], "neglog"-> ElementwiseLayer[-Log[#]&]I >, 

NetPort["Output"],NetPo廿["params","Outputl"]-> "lhood","lhood"-> "neglog"-> NetPort["Loss"]] 

NetGraph [I 1:1 :-," — :,. —• # →“← 
ln四t 四ra / o o d n叩l叩 Loss

Out印t

Inputs Outputs 

Output. Vector (Slze. 1) Loss: vecto「(59Ze.1) 

Input: scalar 

図 4:trainingN et（対数尤度比）

訓練データとテストデータに対して，次のように入力して学習損失関数G，汎化損失関数Hを定める．

G[a_, b_] := Mean[trainingNet[a, b, vO, wO][< I" Input"-> dataX, "Output"-> enc[dataY]I >]] 

H[a_, b_] := M ean[trainingN et[a, b, vO, wO][ < I" Input" -> testX, "Output" -> enc[testY] I > ]] 
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2.2 特異領域の近くにおける学習のダイナミクス

例 1（訓練データ，真の分布）

-3::; X::; 3上の入力 X,O" = 0.05の雑音 Zに対して，訓練データを 0.25tanh(0.2x) + 0.25 tanh(0.4x) + Z, 
真の分布を q(ylx)＝ぶaexp (-|Y-（0 25tanh(0 2立仇゚ 25tanh(04x)）|2)と定める．

a = 0.2, b = 0, v = 0.3, w = 0.5より真の分布が特異領域上の近くにあるとき，初期値によって学習のダ

イナミクスを 5つの場合に分けて考察する．

2.2.1 Overlap singularityのダイナミクス

学習モデルの初期値を a=0.15, b = -1.8, v = 0.3, w = 0.5とする．真の分布が学習モデルで実現され，
損失関数を対数尤度比関数として，次のように入力してニューラルネットワークを 200回学習させる．

resultsl[a_,b_] := NetTrain[trainingNet[a,b,v,w], < l"In四”-＞dataX,"Output"-> enc[dataY]I >, 

"RoundW eightsH istories", "TrainedN et"," RoundLossList", LossFunction-> "Loss", Method-> 

"ADAM"," InitialLearningRate" -> 0.1, BatchSize-> 30, M axTrainingRounds-> 200] 

パラメータ a,bの配列を作成し，学習回数に対する変化を図 5の左側に臨界直線に対する変化を図 5の右側

に表す．

0.5 
2 b 

50 100 150 200 (a) 
--------------------1ヤ--------------------

-0.3 -0.2 -0.1 01 0:2 0.3 a 

{b} 

0

5

 

•• 2

2

 

―

―

 

-2 

-3 

図 5:パラメータ a,bの変化

学習損失の配列を作成し，学習損失の変化を圏 6の左側に学習損失曲面上のダイナミクスを圏 6の右側に出

力する．

0.92069 

0.92068 

0.92067 

0.92066 

0.92065 

{loss} 

50 100 150 200 

図 6:学習損失，学習損失曲面上のダイナミクス

臨界直線 a=Oで停滞してプラトーが起こり，真の分布に到達しない．
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2.2.2 Cross elimination singularityのダイナミクス

学習モデルの初期値を a=0.15, b = -1.5, v = 0.3, w = 0.5とする．真の分布が学習モデルで実現され，
摂失関数を対数尤度比関数として，次のように入力してニューラルネットワークを 100回学習させる．

results2[a-, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, v, w], < I" Input" -> dataX, "Output" -> enc[dataY]I >, 
"RoundW eightsH istories", "TrainedN et"," RoundLossList", LossFunction-> "Loss", Method-> 

"ADAM"," InitialLearningRate" -> 0.1, BatchSize-> 30, M axTrainingRounds-> 100] 

パラメータ a,bの配列を作成し，学習回数に対する変化を図 7の左側に臨界直線に対する変化を図 7の右側

に表す．

2 b 

° ・ 5 

ー {a}

()__（b} 
手』

-0.5 

-1.0 
-0.2 ° ・ 4 

-1.5 

-2.0 

-2 

図 7:パラメータ a,bの変化

学習損失の配列を作成し，学習損失の変化を固 8の左側に学習損失曲面上のダイナミクスを固 8の右側に出

力する．

0.92044 

0.92042 

0.92040 

0.92034 

0.92032 

20 

／ー｛loss}

図 8:学習損失，学習損失曲面上のダイナミクス

臨界直線 b=-1を横断するとき停滞してプラトーが起こり，真の分布に到達する．

0.9206 
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2.2.3 First convergenceのダイナミクス

学習モデルの初期値を a= 0.05, b = 0, v = 0.3, w = 0.5とする．真の分布が学習モデルで実現され，損
失関数を対数尤度比関数として，次のように入力してニューラルネットワークを 5回学習させる．

results3[a-, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, v, w], < I" Input" -> dataX, "Output" -> enc[dataY]I >, 
"RoundW eightsH istories", "TrainedN et"," RoundLossList", LossFunction-> "Loss", Method-> 

"ADAM"," InitialLearningRate" -> 0.1, BatchSize-> 30, M axTrainingRounds-> 5] 

パラメータ a,bの配列を作成し，学習回数に対する変化を図 9の左側に臨界直線に対する変化を図 9の右側

に表す．

2 b 

0.3 

ー {a}

01 

(b} 
-0.3 -0.2 -0.1 0.1 0:2 o.3' 

ー°• 1 

-0.2 
トL 

―° ・ 3 
-2 

図 9:パラメータ a,bの変化

学習損失の配列を作成し，学習損失の変化を図 10の左側に学習損失曲面上のダイナミクスを図 10の右側に

出力する．

0.919836 

0.919834 

0.919832 

0.919830 

0.919828 

0.919826 

真の分布に速く収束する．

091 995 

ー (bss}

図 10:学習損失，学習損失曲面上のダイナミクス



38

2.2.4 Near elimination singularityのダイナミクス

学習モデルの初期値を a=0.7, b = -0.6, v = 0.3, w = 0.5とする．真の分布が学習モデルで実現され，
摂失関数を対数尤度比関数として，次のように入力してニューラルネットワークを 200回学習させる．

results4[a-, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, v, w], < I" Input" -> dataX, "Output" -> enc[dataY]I >, 

"RoundW eightsH istories", "TrainedN et"," RoundLossList", LossFunction-> "Loss", Method-> 

"ADAM"," InitialLearningRate" -> 0.1, BatchSize-> 30, M axTrainingRounds-> 200] 

パラメータ a,bの配列を作成し，学習回数に対する変化を図 11の左側に臨界直線に対する変化を図 11の右

側に表す．

1 ・ O 

q ． 
ー (a}

• --0 -2 ------I：.. ・ •ーー。 ．2 -三·• :. 8 ---• • 1. oa 

-2 

図 11:パラメータ a,bの変化

学習損失の配列を作成し，学習損失の変化を図 12の左側に学習損失曲面上のダイナミクスを図 12の右側に

出力する．

0.92050 

0.92045 

0.92040 

092035 

0.92030 

092025 

0.92020 

50 100 

/ー-｛loss}

150 200 

図 12:学習損失，学習損失曲面上のダイナミクス

臨界直線 b=-1に近づき，真の分布に到達する．

0921 5 
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2.2.5 Output weight 0のダイナミクス

学習モデルの初期値を a=0.7, b = -0.8, v = 0.3, w = 0.5とする．真の分布が学習モデルで実現され，
摂失関数を対数尤度比関数として，次のように入力してニューラルネットワークを 100回学習させる．

results5[a-, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, v, w], < I" Input" -> dataX, "Output" -> enc[dataY]I >, 
"RoundW eightsH istories", "TrainedN et"," RoundLossList", LossFunction-> "Loss", Method-> 

"ADAM"," InitialLearningRate" -> 0.1, BatchSize-> 30, M axTrainingRounds-> 100] 

パラメータ a,bの配列を作成し，学習回数に対する変化を図 13の左側に臨界直線に対する変化を図 13の右

側に表す．

2 b 

n》ー

° ・ 5 ー {a}
＊
 

4
,
 

20 40 60 80,00  

-0.2 0:2 0.4 0.6 0.8 1.0・ 

-0.5 

ー1・ O ー {b} .-------- i _ ---------------<`’----------
-1.5 

-2 

図 13:パラメータ a,bの変化

学習損失の配列を作成し，学習損失の変化を図 14の左側に学習損失曲面上のダイナミクスを図 14の右側に

出力する．

°・920320 

092031 5 

092031 0 

0.920305 

/—{loss} 

20 40 60 80 100 

-2 

図 14:学習損失，学習損失曲面上のダイナミクス

臨界直線 b=-1で停滞してプラトーが起こり，真の分布に到達しない．
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3 過学習・過剰汎化をおこす学習のダイナミクス

3.1 Mathmaticaにおけるニューラルネットワークの作成

変数 Fl,F2，定数 elemO,eleml, elem2, elem3, elem4を次のように Mathmaticaに入力して定める．

Fl[a_] := NetlnsertSharedArrays[NetChain[LinearLayer[l, "Weights" ->a," Biases" ->None]]," Linearl"], 

F2[b_] := NetlnsertSharedArrays[NetChain[LinearLayer[l, "Weights" -> b, "Biases" ->None]]," Linear2"], 

elemO := ElementwiseLayer[# * (1/2)&], eleml := ElementwiseLayer[# * (-1)&], 
elem2[v_, d_] := ElementwiseLayer[# * (v) + d&], elem3[w_] := ElementwiseLayer[# * (w)&], 
elem4[c_] := ElementwiseLayer[# + (c)&]. 

初めに a=(a, c), v = (v, d)とする．

wげx= (v+ ½(b- l)a)T xより ，次のように入力して医 15の左側に netllを出力させる．

叫 ll[a_,b_, c_, d_, v_] := NetGraph[elemO, eleml, Fl[a], F2[b], elem2[v, d], elem4[c], Tota/Layer[], 

N etPort[" Input"]-> 3, 3-> 6-> 1, 1-> 4, 1-> 2, 4, 2, 5-> 7] 

W31 tanh(x)＝吉w(b+ 1) tanh(x)より，次のように入力して悩 15の右側に net12を出力させる．

叫 12[a_,b_, c_, d_, w_] := N etGraph[Tanh, elemO, elem3[w], F2[b], Tota/Layer[], 

N etPort[" Input"]-> 1, 1-> 2-> 3-> 4, 3, 4-> 5] 

“• →’"' \;>-
“ .... 

l Net6raph[’ o • . ． ． 

5 

'"かU Out”" 
Innt vea“ (SlZ●:1) <>バ印9 veaor(SlZ●:1) 

図 15:netll, net12 

↓ ' 

'""' 1 

Inpub 

Input vector (size: 1) 

Out即 ts

ゾ: ~ 1 1
KIi 
4 

Output: vector (Slze 1) 

また w叶x= (v + ½(b + l)a) T x, W32 tanh(x)＝抄w(-b+ 1) tanh(x)より， net21,net22を同様に定めて

図 16に出力させる

NetGr●ph[ 1:1 ::,. • 
、 一'"—s .―→Sl叩U

.. l 
NetGr●ph 日 ー・• 一／一←― “ ― 1 •一 11ー； 2 ;\/• ~切92 s ,  

l 9戸戸°"""
n匹 ts outmts 

lnput: vector (9999: 1) 0utput v釈心r(99ze: 1) 

図 16:net21, net22 

＼ 

'"""" o-,即“

“1--1111 
3 ,  

'"""'匹da(59ze:1) 0utput: vector (Slze: 1) 

次に W31tanh(wげx)= ½w(b+l)tanh[(v+½(b-l)a)Tx] より，次のように入力して図 17 の左側に
netlを出力させる．

netl[a_, b_, c_, d_, v_, w_] := NetGraph[netll[a, b, c, d, v], net12[a, b, c, d, w], NetPart[" Input"]-> 1, 1-> 2] 
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また W32tanh(w叶x)＝抄(-b+l)tanh[(v十ふ(b+l)a)Tx]より，net2を同様に定める．

最後に W31tanh(wげx)+w32tanh(w2Tx)より，次のように入力して図 17の右側にparameterNetを出力

させる．

parameterNet[a_, b_, c_, d_, v_, w_] := NetGraph[netl[a, b, c, d, v, w], net2[a, b, c, d, v, w], TotalLayer[], 

NetPort["Input"]-> l,NetPort["Input"]-> 2,1,2-> 3-> NetPort『Outputl"],"Input" -> enc] 

NetGraph [ 1:1 :-,'←知←
lnput 1 2 OU加I ll 

:nn□.s vector (SlZe 1) ：悶:uu:Svector (59Ze] 

NetGraph[［日ャ・In:：芦一11 Il 

。一 シ
In四t

Inputs Outputs 
Input scalar Outputt, vector (sizec 1) 

図 17:netl, parameter Net 

損失閲数を 2乗誤差関数として，次のように入力して図 18にtrainingNetを出力させる．

trainingNet[a_, b_, c_, d_, v_, w_] := NetGraph[< l"params" -> parameterNet[a, b, c, d, v，叫，’’loss"->

M eanSquaredLossLayer[] I >, N etPort["Output"], N etPort["params", "Outputl"]-> "loss"] 

NetGraph［ロ;a-" In三？m□惹 R

Output 

Inputs Outputs 

Input: scalar Loss: real 

Output: vecto『(size:1) 

図 18:trainingN et(2乗誤差）

訓練データとテストデータに対して，次のように入力して学習損失関数G，汎化損失関数 H を定める．

G[a_, b_] := M ean[trainingN叫a,b,cO,dO,vO,wO][<l"Input"-> dataX,"Output"-> enc[dataY]I >]] 

H[a_,b_] := Mean[trainingNet[a,b,cO,dO,vO,wO][< l"Input"-> testX,"Output"-> enc[testY]I >]] 



42

3.2 過学習をおこす学習のダイナミクス

例 2（訓練データ，テストデータ，真の分布）

-3::; X::; 3上の入力 X,a= 0.05の雑音 Zに対して，訓練・テストデータを 0.25tanh(3叫＋0.25tanh(3尤）＋Z

，呉の分布を q(ylx)= ~。exp(-~) と定める．

訓練データを図 19の左側に，テストデータを図 19の右側に出力する．
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―
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 ．．
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図 19:訓練データ，テストデータ

a = 0, b = 0, c = 0, d = 0, v = 3, w = 0.5より真の分布が特異領域上にあるとき，過学習を起こす場合の学
習のダイナミクスを考察する．

学習モデルの初期値を a= 0.2, b = 0, c = 0, d = 0, v = 3, w = 0.5とすると，真の分布が学習モデルによっ
て実現される．損失関数を 2乗誤差関数，検証集合をテストデータとして，次のように入力してニューラル
ネットを 300回学習させる．

resultsl[a_, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, 0, 0, vl, wl], < I" Input" -> dataX, "Output" -> enc[dataY]I >, 

All, ValidationSet->< I" Input" -> testX, "Output"-> enc[testY]I >, LossFunction->"Loss", 

Method-> "ADAM"," I nitialLearningRate" -> 0.1, BatchSize-> 30, M axTrainingRounds-> 300] 

学習・汎化損失の配列を作成し，学習損失の変化を図 20の左側に汎化損失の変化を図 20の右側に出力する．
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0.00183114 

0.00183112 
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――{train, loss} 0_0021700 
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100 150 200 250 300 

図 20:学習損失・汎化損失

学習損失が減少するが汎化損失が増加して，過学習が起きている．
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学習・汎化損失の変化を図 21の左側に，訓練・テストデータの上に学習後のニューラルネットの出力を
固21の右側に出力する．

50 l°°| 150 20°| 290 3訳

| 

i o-3 

I 

I I 

一validation

—training 

図 21:学習・汎化損失，学習後のニューラルネット

次のように入力してニューラルネットワークを 300回学習させる

results2[a_, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, 0, 0, vl, wl], < I" Input" -> dataX, "Output" -> enc[dataY]I >, 

"RoundW eightsH istories", "TrainedN et"," RoundLossList", LossFunction-> "Loss", 

Method-> "ADAM"," InitialLearningRate" -> 0.1, BatchSize-> 30, M axTrainingRounds-> 300] 

パラメータ a,bの配列を作成し，学習回数に対する変化を図 22の左側に臨界直線に対する変化を図 22の右

側に表す．
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図 22:パラメータ a,bの変化

臨界直線a=0, b＝土1に対して，学習損失曲面上のダイナミクスを國 23の左側に汎化損失曲面上のダイナ

ミクスを図 23の右側に出力する．

0 0018312 
° ・ 002 1 7 1 5 

° ・ 0 02 1 7 1 0 

悩 23:学習・汎化損失曲面上のダイナミクス
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3.3 過剰般化をおこす学習のダイナミクス

例 3（訓練データ，テストデータ，真の分布）

-3:::; X::; 3上の入力 X,er= 0.05の雑音 Zに対して，訓練データを 0.5tanh(4.8x) +0.4 tanh(5x-10) + Zと

定め， 2.1:::;X::; 3上の入力 X，雑音 Zに対して，テストデータを 0.2t皿 h(5x-10)+0.2tanh(5x-10)+0.5+Z

と定める真の分布を q(ylx)= 72元exp(-~翌4tanh(5X-10) ） |2) で定める．

訓練データを図 24の左側に，テストデータを図 24の右側に出力する

1 aト 1 0 
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22 

図 24:訓練データ，テストデータ
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a= 0.2, b = 0.11, c = -10, d = -4.44, v = 4.88, w = 0.9より真の分布が特異領域上の近くにあり．過剰汎
化を起こす場合の学習のダイナミクスを考察する．

学習モデルの初期値を a=0.2, b = 0.11, c = -18, d = -4.44, v = 4.88, w = 0.9とすると， C= -18と固
定するため，真の分布が学習モデルによって実現されない．損失関数を 2乗誤差閲数，検証集合をテストデー
タとして，次のように入力してニューラルネットを 20回学習させる．

resultsl[a_, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, -18, -4.44, vl, wl], < I" Input"-> dataX, "Output"-> enc[dataY] 

I >, All, ValidationSet->< I" Input" -> testX, "Output" -> enc[testY] I >, Loss Function-> "Loss", 

Method->" ADAM"," InitialLearningRate"-> 0.1, BatchSize-> 30, MaxTrainingRounds-> 20] 

学習・汎化損失の配列を作成し，学習損失の変化を図 25の左側に汎化損失の変化を図 25の右側に出力する．
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図 25:学習損失・汎化損失
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学習・汎化損失の変化を図 26に出力させる．

rounds 
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函 26:学習・汎化損失

汎化損失が減少して学習損失よりも小さくなり，増加して学習損失よりも大きくなる過剰般化が起きている．
テストデータの上にニューラルネットの出力について学習前を図 27の左側に学習後を図 27の右側に表す．
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図 27:学習前・学習後のニューラルネット

次のように入力してニューラルネットワークを 70回学習させる．

results2[a_, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, -18, -4.44, vl, wl], < I" Input"-> dataX, "Output"-> enc[dataY] 

I >, "RoundWeightsHistaries", "TrainedN et"," RoundLossList", LossFunction-> "Loss", 

Method-> "ADAM","InitialLearningRate"-> 0.1,BatchSize-> 30,MaxTrainingRounds-> 70] 

パラメータ a,bの配列を作成し，学習回数に対する変化を図 28の左側に臨界直線に対する変化を図 28の右
側に表す．
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図 28:パラメータ a,bの変化



46

テストデータを検証集合として次のように入力してニューラルネットワークを 70回学習させる．

results3[a_, b_] := NetTrain[trainingNet[a, b, -18, -4.44, vl, wl], < I" Input" -> dataX, "Output" -> enc[dataY] 

>, All, ValidationSet->< I" Input"-> testX, "Output" -> enc[testY]I >, LossFunction->"Loss", 

Method->" ADAM"," InitialLearningRate"-> O.l,BatchSize-> 30, MaxTrainingRounds-> 70] 

学習・汎化損失の変化を固 29の左側に，テストデータの上に学習後のニューラルネットの出力を図 29の右

側に出力する．

―validation 

—training 

図 29:学習・汎化損失，学習後のニューラルネット
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臨界直線を b＝土1に対して，学習損失曲面上のダイナミクスを図 30の左側に汎化損失曲面上のダイナミ

クスを固 30の右側に出力する．
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04 

図 30:学習・汎化損失曲面上のダイナミクス
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