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安定化理論に基づく ISCZ法の3次元凸包構成への適用
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Abstract 

The ISCZ method (Interval-Symbol method with Correct Zero rewriting) was proposed based on 
Shirayanagi-Sweedler stabilization theory, to reduce the amount of exact computations as much as 
possible to obtain the exact results. This method is the floating-point interval method using zero 
rewriting and symbols. Zero rewriting rewrites an interval coefficient into the zero interval if the 
interval contains zero. Symbols are used to keep track of the execution path of the original algorithm 
with exact computations, so that the associated real coefficients can be found by evaluating the 
symbols. The key point is that at each stage of zero rewriting, one checks to see if the zero rewriting 
is really correct by exploiting the associated symbol. In this paper, we show the efficiency of the 
ISCZ method by applying it to three-dimensional convex hull construction. 

1 はじめに

安定化理論[1]は、近似計算で実行すると不安定になるアルゴリズムに対し、それを変形して近似計算で

実行しても誤差の影響を抑制し、安定な出力が得られるようにするための理論である。文献 [4][5]ではその

安定化手法、また発展形である ISCZ法([3]）を、凸包アルゴリズムの一つである、 Grahamのアルゴリズ

ムに適用し、 2次元の凸包構成での計算機実験を行った。本論では、 ISCZ法を 3次元凸包アルゴリズムの

一つであるギフト包装法に適用し、 3次元の凸包構成での計算機実験を行い、 ISCZ法の有効性を示す。

まず、 2節では、安定化理論と ISCZ法について復習する。 3節では、 3次元凸包アルゴリズムの一つで

あるギフト包装法を紹介する。 3.1節では計算履歴を保存するシンボルリストに対しての新しいアイデアを

述べる。 3.2節では、 ISCZ法を 3次元凸包構成のためのギフト包装法アルゴリズムに適用した計算機実験

について述べる。

*1 E-mail: 6520002ocst.toho-u.jp 

*2 E-mail: kiyoshi. shirayanagicis. sci. toho-u. ac. jp 
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2 復習

2.1 安定化理論

次のアルゴリズムを対象に安定化理論の復習を簡単に行う。詳細は［1]を参照されたい。

•データは、すべての多項式環 R[x1 ，・・・心m] の元からなる。 R は実数体の部分体である。

•データ間の演算は、 R[x1,···,xm] 内の加減乗である。

•データ上の述語は、不連続点を持つとすればそれは 0 のみである。

述語の不連続点が0という意味は、 If"C = O" then…else…のように、値が0か否かによって分岐が別

れることである。従って、 C=Oの代わりに C>Oや C:<:'. 0などでもよい。上記クラスのアルゴリズム

を、不連続点0の代数的アルゴリズムと呼ぶ。ほとんどの数式処理のアルゴリズムはこのクラスに入るか、

このクラスのアルゴリズムに変換可能である。

さて、安定化の 3つのポイントは、

•アルゴリズムの構造は変えない。

•データ領域において、ふつうの係数を区間係数に変える。

•述語の評価の直前で、区間係数のゼロ書換えを行う。

である。すなわち、安定化されたアルゴリズムは次のようになる。

区間領域：データ領域は区閻係数多項式の集合。区間係数は [A,B]なる形で、 A,BE罠，［A,B]は集合

{r E釦A:<;r:<;B}を意味する。

区間演算：二項演算◇E{+, -, X,+｝に対し、

[A,B]◇[C, D] = [min(A◇C,A◇D,B◇C,B◇D),max(A◇C,A◇D,B◇C,B◇D)] 

ゼロ書換え：不連続点0をもつ述語を評価する直前で、各区閻係数 [A,B]に対し、

A:<;O:<;Bならば[A,B]を[0,0]に書き換えよ。そうでないならばそのままとせよ。

今、入力fE R[xぃ •••,Xm] を

f= ど闊•imX『.,.心
i1,・・・,im 

と表したとき、 fに対する近似値{Int(f)1}］を

Int(f)1 = L [(ai,・・・im)J, (bi,・・・im)J]x『・ ・・X霊
91, ・ • •,’” 

で定義する。ここに、すべてのi1,...,imについて、

(ai,…i=)i :S ri,・・・i=:S (bi,・・ぃ）jfor ¥;/j 

(b圧 ••i=)j ― (ai,・・・i=)j→ 0 as j → OO 
このとき、単に

Inf(f)j→ f 

と書く。

さて、 Aを安定化したアルゴリズムを Stab(A)と書くと、次が安定化理論の基本定理である。
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定理 1（安定化理論の基本定理）

Aは不連続点 0の代数的アルゴリズムで、入力fE R[xぃ・・・，Xm]に対し正常終了するとせよ。このと
き、 fに対する任意の近似列 {Int(f)Jhに対し、ある nが存在して、 j:;;,nならば、 Stab(A)はInt(f)jに
対し正常終了し、

Stab(A)(Int(f)J)→A(!). 

簡明を期すため、入力は一つだけの多項式にしているが、入力はもちろん、多項式の有限集合でもよい。

2.2 ISCZ法

2.2.1 シンポル付き区間

区間と形式的なシンボルを組み合わせた係数（シンボル付き区間）を導入する。区間は、従来と同様の

意味の区間である。シンボルは、アルゴリズム実行中に現れる係数の log（記録）を取るのに使われる。例

えば、入力係数が 1/3と1/6とする。これらの精度3の区間はそれぞれ [0.333,0.334]と[0.166,0.167]であ

る。さて、 1/3に対するシンボルを s、1/6に対するシンボルを tとして、区間と組み合わせると、それぞ

れ、 [[0.333,0.334], s]と[[0.166,0.167], t]となる。次に、これらの間の演算、例えば、加算を、

[[0.333, 0.334], s] + [[0.166, 0.167], t] = [[0.333, 0.334] + [0.166, 0.167], s + t] 

と定義する。 [0.333,0.334] + [0.166, 0.167]に対しては通常の区間演算を使う。シンボル部分s+tは再び形
式的なシンボルで、加算を実施したことを記録できれば何でもよい。

アルゴリズムの実行中あるいは実行後に、必要に応じて、シンボルを正確係数（実数値）に復元すること

ができる。先の簡単な例で言えば、もしシンボルが s+tであったとすれば、 sに1/3を、 tに1/6を代入

し、＋には加算の意味を与えて、 1/3+ 1/6 = 1/2と復元する。
シンボル付き区間のことを interval-symbol、あるいは単に ISと呼ぶ。

2.2.2 手続き

Aを不連続点0の代数的アルゴリズムとする。 ISCZ法の手続きは次の通りである。

R-to-1S:各入力係数rを[[A,Bl, Symbolr]に変換する。ここに、 [A,B]はrの予め定められた精度の区

間、 SymbolrはTを表すシンボル（以下、入カシンボルと呼ぶ）である。

IS演算： IS演算を次のように実行する：

[[A,B],s] + [[C,D],t] = [[A,B] + [C,D],s+t] 

[[A, Bl, s] -[[C, D], t] = [[A, B] -[C, D], s ~ t] 

[[A, Bl, s] x [[C, D], t] = [[A, B] x [C, D], s火t]

すなわち、区間部分については区間演算を用い、シンボル部分については加算、減算、乗算の形式的

なシンボル＋，＼火を使って、どういう演算が行われたかを記録する。

正しいゼロ書換え：任意の IS[[A,B],s]に対し、 A：：：：：゚：：：：： Bならば、 sをそれに対応する実数r(s)に復元

する。もし、 r(s)= 0ならば、次のステップに進む。そうでなければ、精度を上げて R-to-1Sに戻る。
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IS-to-R:出力のシンボル部分の中の各入カシンボルにそれぞれ対応する入力係数を代入し、演算シンボ

ルに演算の意味を与えて実数値に復元する。

この手法をISCZ法 (ISmethod with correct zero rewriting)と呼ぶ。

さて、ある精度jでInt(f)jをStab(A)に入力したときの実行過程は、もしアルゴリズム中のすべての

ゼロ書換えが正しいならば、真の出力fをAに入力したときの実行過程と完全に一致する。 ISCZ法では、
各ゼロ書換えにおいて、それが正しいかどうかを確認する。さらに、定理1により、すべてのゼロ書換えが

正しくなる精度が存在する。従って、 ISCZ法は有限ステップで終了し、その出力の各IS係数のシンボル

は正しい正確係数を与える。

これを定理にまとめる。

定理 2(ISCZ法の停止性と正当性）

Aが人力 Iで正常終了するとせよ。このとき、 Aに対する ISCZ法は、常に有限ステップで終了し、正

しい結果、すなわち、 A(I)の出力と同じ結果を与える。

ISCZ法の利点は、出力の正当性を確認する必要がないことである。任意のIS[[A,B],s]に対し、 A::;O::;B

でない限り、正確計算をスキップすることができ、浮動小数計算だけで済む。換言すれば、ゼロでない係数

についての正確計算を省略することができる。従って、本手法は、 A::;o::;Bでない場合がA<0<Bで

ある場合よりも多ければ多いほど有効であるということができる。

2.3 シンボルリスト

ISCZ法では、複雑な計算を行った際にISのシンボル部分が膨張してしまうことがある。それを防ぐた

め、 IS演算後のシンボルに自然数を用いる。さらに、各自然数がどのように構成されたかを示すリストを

用意する。これをシンボルリストと呼ぶ([6]）。 IS-to-Rの際に、このシンボルリストを用いて実数値を復元

する。

1. R-to-ISを行う。

2.（初期化）K=Oとし、シンボルリスト SymboLListを空リスト（要素なしのリスト）とする。

3. 2つのIS[[a1, a2], s], [[b1, b2], t] に対する演算◇€ ｛十，ら文占｝を次のように定義する。

まず、区間部分を計算し、その結果の区間係数を［cぃ叫＝ ［a1, a叶◇[b1,b叫とする。

k←K+lとし、新しいIS[[c1, c叫，K]を作り、 SymboLListの末尾に（◇，s,t)を付加する。

4.（復元） ［［d1,d』,K]が出力のある係数とする。 KをSymboLListのK番目の要素に骰き換え、以下再

帰的に入カシンボルに行きつくまでこの処理を行い、各シンボルに対応する実数の代入と、対応する

演算を施し、実数値r(K)を復元する。

例えば、

1 1 4 1 

3 6 9 2 
;; x ;; + i; -;; = [[0.332, 0.334], s] x [[0.165, 0.167], t] + [[0.443, 0.445], u] -[[0.449, 0.501], v] 

= [[0.054780,0.055778], 1] + [[0.443,0.445],u] -[[0.449,0.501],v] 

= [[0.497780, 0.500778], 2] -[[0.449, 0.501], v] 

= [[-0.003220, 0.051778], 3] 

の計算過程をシンボルリストに保存する場合、
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K IS SymboLList 

初期値

゜
［ ］ 

1回目 1 [[0.054 780,0.055778], 1] ［（文，s,t)] 

2回目 2 [[0.497780,0.500778],2] ［（文，s,t), (+, 1, u)] 

3回目 3 [[-0.003220,0.051778],3] ［（火，s,t), (+, 1, u),（ら2,v)] 

となる。

ここで、表の 3回目の IS[[-0.003220, 0.051778], 3]に注目すると、―0.003220~ 0 ~ 0.051778となって

いる。従って、正しいゼロ書換えより、実数値r(3)に復元する。具体的には、

1. SymboLListの3番目の要素を参照する。今回は、 (-,2,v)である。

2. SymboLListを使用して計算履歴を辿る。今回は、

(:, 2, v) 

＝ （ら(+,1,u),v) 

＝ （ら(+,（文，s,t), u), v) 

/ /SymboLListの2番目の要素を参照する。

/ /SymboLListの1番Hの要素を参照する。

3.各シンボルに対応する実数の代入と、対応する演算を施し、実数値を復元する。今回は、 S＝ふ
t=¼,u=!,v=½ に対応するので、

1 1 4 1 
（ら（＋，（文，s，t)，u)，V)＝ ｛｛(-x -） ＋ -｝ --} = 0 

3 6'. 9'2  

以上より、 r(3)= 0であるので、 ISの区間係数を [0,0]書き換える。

[[-0.003220, 0.051778], 3]→[[0,0],3] 

3 凸包アルゴリズムヘの適用

前述の ISCZ法を凸包アルゴリズムの一つであるギフト包装法（またの名を Jarvisの行進法）に適用し、 3

次元の凸包構成の計算機実験を行う。次が3次元凸包構成でのギフト包装法アルゴリズムである。

アルゴリズム 1（ギフト包装法）

1. n個の点のうち、同一線上にはない 3点を通る平面で、「他のすべての点がこの平面の上にある、また

はこの平面の一方側に位置する」ものを見つける。この 3点(P1,P2,P3)が作る平面は凸包を構成する

面になる。

2.平面の辺西丙を軸として平面を回転させたとき初めてぶつかった点p4を見つける。面P2P3P4は凸

包の面になる。

3.辺p3P4を軸として手順2.と同じことを繰り返せば凸包が求められる。
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ここで、点Piの座標を (x,，y,，z,)とすると、

G(p;,pかPk,Pl)= I 

1 xi Yi zi 
点Plを原点とすると

l Xj Yi 句
>0⇔ 3点Pi,PかPkは外側から

l Xk Yk Zk 
見ると右手系の向き

1 xi Yl 均

が成立するので、ギフト包装法は不連続点0の代数的アルゴリズムである。従って、安定化理論の適用条

件を満たす。

3.1 シンボルリストの最適化

ISCZ法をギフト包装法アルゴリズムに適用し、計算機実験を行った。次の表1は、入力を o:c;x,Y,z:c;

1000を満たすランダムに生成された整数の組(X,Y,Z)に対して実験を行った際の計算時間を、安定化手法

とISCZ法で比べたものである。

I 入力点数 | 100 | 500 | 1000 | 2000 | 

；m:こI;17]：I:：83:I二6:：I::］3:’
表 1:3次元凸包ー整数入力（秒）

ISCZ法は安定化手法と比べ、大幅に計算時間を要した。それはシンボルリストの膨張が原因であったの

で、プログラムの改善を行った。

従来の方法では、アルゴリズムの開始時にシンボルリストの初期化を行う。簡易的に表すと

do{ 

SymboL List:=[] ; K := 0・／／ ンンボルリストの初期化

A：基準面

for i from 1 to点の数ー3do { 

／／全ての点を探索し、次の凸包に含まれる面を求める

｝ 
A:＝求めた凸包の面

}while凸包が完成

しかし、このプログラムではシンボルリストに余計な計算履歴がfor文の繰り返し処理によって、点の数

に比例して大きく蓄積されていた。具体的には入力点数 100点ではシンボルリストの長さは最大で 1673、

500点で8473、1000点で 16973、2000点で33973となっていた。そこで、余計な計算履歴を残さないため

に、アルゴリズムの開始時にシンボルリストを初期化するのではなく、各点を探索する時点でシンボルリス

トを初期化することで、シンボルリストに余計な計算履歴が残らないようにプログラムを以下のように改

善した。
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do{ 

A：基準面

for i from 1 to点の数ー3do { 

｝ 

SymboL List:=[] ; K := O; ／／シンポルリストの初期化

／／全ての点を探索し、次の凸包に含まれる面を求める

A:＝求めた凸包の面

}while凸包が完成

上記のようにプログラムを改善したことで繰り返し処理の計算履歴を全て蓄積することなく、各処理の

計算履歴だけが残るようになる。これにより、シンボルリストの長さは入力点数に関係なく、最大で41を

保った。また、プログラム改善前と改善後で計算時間を比較した。

I入力点数 I100 I 500 I 1000 I 2000 
改善前

改善後

11 95 1 948 2 1 15619 1 82932 

1.881 I 46.82 I 183.5 I 740.4 

表 2:3次元凸包ー整数入力（秒）

結果、シンボルリストの長さを最低限に抑えるための新しいアイデアを導人したことで、大幅な計算時間

短縮に成功した。

3.2 計算機実験

3次元凸包構成アルゴリズムのギフト包装法でISCZ法の効果を確認するために、何も工夫しない素朴な

近似値計算と ISCZ法の比較実験を行い、凸包が正しく出力されるかを確かめる。また、近似値計算、 ISCZ

法、（近似を一切使わない厳密な）正確計算による計算時間を比較する。

計算機は、 OS:Windows 10 Enterprise LTSC、CPU:Intel(R) Core(TM) i5-8250U、CPU@ 1.60GHz 

1.80GHz、実装メモリ (RAM):8.00GBであり、数式処理ソフトは Maple2020を使用した。

例1 人力： 0:S X,Y,Z'.S 1000を満たすランダムに生成された整数の組 (X,Y, Z)2000点
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図 1:ISCZ法 図 2:近似値計算

ISCZ法では精度桁8以上で凸包を確認できた（図 1）。対して、近似値計算では精度桁を 100まで上げた

が凸包を確認することができなかった（図2)。

例2 入力：次を満たすランダムに生成された整数の組 (X,Y, Z)2000点

-1000 <::: X, Y <; 1000, 0 <::: Z <; 2000, 20002（炉＋Yり<:::10002(z -2000)2 

図3:ISCZ法 図 4：近似値計算

ISCZ法では精度桁9以上で凸包を確認できた（図3)。対して、近似値計算では精度桁を 100まで上げたが

凸包を確認することができなかった（図4)。

例3 入力：次を満たすランダムに生成された整数の組(X,Y, Z)2000点に対し、 (vX,vY,v'Z)を作った
もの

0 <:: X, Y, Z <:: 200, (X -100)2 + (Y -100)旦 (Z-100)2 <:: 100 
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図5:ISCZ法 図6:近似値計算

ISCZ法では精度桁9以上で凸包を確認できた（図 5）。対して、近似値計算では精度桁を 100まで上げたが

凸包を確認することができなかった（図6)。

近似値計算、 ISCZ法、正確計算での計算時間は、表3と表4の通りである。

I入力点数| 100 | 500 | 1000 | 5000 | I入力点数| 100 I 500 
近似値 0.421 5.110 20.65 448.2 

ISCZ法 1.782 47.29 186.3 4854 

正確計算 735.1 367843 ＼ ＼ :i竺：三 I:：；： I :：〗:I 紐五I 笠〗
表3:3次元凸包ー整数入力（秒） 表 4:3次元凸包ー無理数入力（秒）

3.3 考察

近似値計算では精度桁を大きくしても正しい凸包を確認できなかった。対して、 ISCZ法では比較的低い

精度桁で正しい凸包を確詔できた。従って、 3次元凸包構成のギフト包装法アルゴリズムに対する ISCZ法

の有効性を確認できた。また、 ISCZ法は、正確計算より裔速に結果を出力できた。特に入力が無理数点の

場合は、正確演算では膨大な時間を要したため、 ISCZ法の有効性はより顕著である。

4 まとめ

•シンボルリストを最低限に抑えるための新しいアイデアを導人したことで、大幅な計算時間の短縮が

確認できた。

• 3次元凸包構成のギフト包装法アルゴリズムに対する ISCZ法の有効性を確認できた。また、凸包構

成の場合、得られた結果が真に正しい凸包であるかを、正確計算で求めることなしに検証することは

一般に難しいが、 ISCZ法を使えば、後の検証の必要もなく結果が真に正しいことを保証してくれる。

•今後の課題は、 3 次元凸包構成において、 Lazy Evaluation with Expression-dags([7]）と ISCZ法の

比較検討を行うことである。
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