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Abstract 

*2 

Integrable modules over quantum groups have crystal bases which can be thought of as good bases 

in some situations. Crystal bases have been understood through realization, such as Young tableaux 
for quantum groups of type A. In this paper, we provide a realization by combinatorial objects called 
hives. Specifically, we determine a crystal structure on a set of the hives for an integral weight. Also, 
we consider the crystal basis of a module over a quantum group of type A that is realized by this 
crystal. 

リ一環 gが埋め込まれた結合代数である包絡環 U(g)は，生成元と基本関係式によって定義される余可換

なHopf代数である．一般に，対称化可能な Kac-MoodyLie環 gに付随する量子群 Uq(g)とは，包絡環

U(g)の生成元と基本関係式をパラメータ qで変形することで得られる非可換非余可換な Hopf代数である．

q→1の古典極限で，量子群店(g)は包絡環 U(g)に一致する．これは可解格子模型の文脈で，神保道夫と

V.G.Drinfeldによって独立に導入された [3][5].

結晶基底とは，柏原正樹により導入された可積分 Uq(g)—加群というクラスに対して定義される q → 0 に

おける基底である [6][7]．結晶基底は q→0という特別な場合の基底だが， 元の加群の情報が復元できる

などの良い性質を持つ．この対象は具体的な実現を通して調べられている．古典リ一環に対応する量子群

の場合は， Young盤による実現が知られている [8]．特に A型の場合には，半標準盤という Young盤の集

合として実現される．量子群の表現論や結晶基底については，例えば [1][4]を参照されたい．

一方，近年 A.KnutsonとT.Taoによって hiveという組合せ論的な図形が導入された [9]．これは三角形の

頂点に実数を配置した図形であり，適当な条件を課すと半標準盤と一対ーに対応することがわかっている．

その意味で hiveはYoung盤の一般化である．また hiveは様々なデータ形式と高い対称性をもち， Young

盤による議論の見通しを良くするなどの利点がある [2].

本稿ではhiveによる A型量子群の結晶基底の実現を述べる．［11]では支配的ウェイトの場合に， Young盤

における Far-Easternreadingという埋め込みの hiveにおける類似を考えることで実現した．またこれが可

積分最高ウェイト加群の結晶基底と同型になることを述べた．本稿では， Young盤における Middle-Easter 

readingという埋め込みの hiveにおける類似を考えることで，［11]とは異なる実現を与え，その結晶構造を

整ウェイトの場合にまで拡張する．
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1 A型量子群と結晶基底

1.1 A型リー環と量子群

ここではリ一環，特に A型リ一環について復習し， A型の量子群を定義する．以下基礎体を Cとし，結

合代数は単位的であるとする．

結合代数Aは[x,y]= xy-yx (x,y EA)でリー積[・,・]:Ax A→Aを入れるとリー環になる． C上n次

元ベクトル空間Vに対し， v上の線形変換全体End(V)はこの方法でリ一環になる．これを g[（n,C)や g[n

などとかく． Vの基底を fixすれば， v上の線形変換は行列で表されるから g[（n,C)はC上の n次元行列

全体である．本稿で扱う A型リ一環とは， g（（n,C)のある部分リ一環である． Aれー1型リ一環5(（n,C)は

,s((n,(C) ={XE g((n,(C) I Tr(X) = O} 

で定義される．ここで乃~は n 次正方行列 A= (a;])に対し， Tr(A)= au + ・ ・ ・ + annで定義される行列

のトレースである．以下st(n,C)を単にs[nと書くこともある．添字集合を I= {l, 2, --・, n -l}とする．

i,j E {1,2,...,n}に対し，氏を行列単位とする．このとき，

e; = E;,;+1, f; = E;+1,i, h; = E;; -E;十1,i+l (i EI) 

はsl(n,C)をリー環として生成する．また

[e;,む］ ＝妬h;,
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[h9, f]] ＝｛:-J2fJ 

if i = j 

if Ii -JI= 1 

if Ii -JI> 1 

が成り立つ．

sI(n,C）の部分リ一環

h= 〶Cht
iEI 

をsl(n,C)のカルタン部分環とよぶ h= diag応 1 :'S j'.S n) E ~とする．各 i E {l, 2,..., n}に対して，

線形写像€,: h → C を€，（h) ＝入，で定める． kEIに対して，基本ウェイト心をふ＝釘十 ・・・+Ekとす

る． P ＝〶kEIZ位を整ウェイト格子， p+ =〶kEIZ:;,_oAk を支配的ウェイト格子とよぶ．整ウェイト格

子，支配的ウェイト格子の元をそれぞれ整ウェイト，支配的ウェイトとよぶ．また随伴表現ad:s[（n,C)→
End(s[（n,C)）を ad(x)(y)=［ぉ， y] で定義する．このとき， s［（n,C) は ad(~) による同時固有空間分解を

持つ：

叫 (C)＝ （翌ga)① h①（町）
= （會 <CEii) 〶（屋 <C(Eii -E;+1口）① （翌CE,3)

ここで△＋ ＝ ｛E; - Ej I i < j},△-＝—△＋である．△ ＝△＋ U△＿をルート系とよび，△の元をルートと

よぶ 特 に iEJに対し， m= €t -年1E△を単純ルートとよぶ

リ一環の表現論では，そのリー環が埋め込まれた結合代数である包絡環を考えることがよくある．包

絡環は余可換な Hopf代数の構造をもち，次の普遍性で特徴付けられる．リ一環 gと結合代数 Aに対し，
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p([X, Y]) = p(X)p(Y)-p(Y)p(X)を満たすC線形写像p:g→Aの組(A,p)の中で，次の意味でuniversal

なものを gの包絡環という．すなわち，上の条件を満たす任意の組 (B，心）に対し，代数射 h:A→ Bで

あって，心＝ hopを満たすものが一意に存在するとき (A,p)をgの包絡環といい，（U(g)，し）とかく．

A-~ ヨlh、

P「
---,._ B 

g 
／ 

ゅ

包絡環は生成元と基本関係式による表示をもつ．特に g=sl(n,IC)のときには，その包絡環 U(sln)は以

下の表示をもっ．

命題 1

Uを生成元 eゎf凸 (iE J)と以下の基本関係式で定義される結合代数とする．このとき， UはU（土）と

同型になる．

e』 -fiei＝妬hi, hihi = h九

/ ／JJ eJh h [：:2Jf :/：;e:e ] ］ ] J土~l
{五 -:::~jei + eje; = 0 ::e-j =士1

叫 ＝ e炉i else 

{厄-2f闊＋闊＝ 0 ifi-J ＝士1

fふ＝ fふ else

An-1型リ一環51(n,C）に付随する An-1型量子群 Uq(sln)とは，次の生成元と基本関係式で定義される

C(q)上の結合代数である．

定義 2

ei,f;,K戸(iE J)を生成元とし，以下を基本関係式とする C(q)上の結合代数を An-1型量子群 Uq(sln)

という．

kふ— kぷ＝ 0, Kぷtl= Ki-lKi = 1, 

k凸凡―1= q°''(h)ら， KふKi-l= q-a,(h) J;, 

Ki-Ki-l 
叫・j-f凸＝ 6ij l' q-q-

efeJ―(q+q―1)eie凸＋eie;= 0 if Ii -jl = 1, 

f?fJ―(q+q―1)Jdjfi + hf'2 =o ifli-jl = 1, 

eiej―e灼＝ f，JJ―fjfi=O ifli-jl>l 

島（出）は非可換かつ非余可換な Hopf代数の構造を持つ．これは古典極限 q→1を考えると， U(sln)と

一致する．
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1.2 A型量子群の結晶基底

店（s[→-加群は，ウェイト空間分解をもち，生成元 e,,Jiの作用が局所幕ゼロであるとき可積分加群とい

う．このクラスの加群は q→ 0で良い振る舞いをする結晶基底という基底を持つ．これは q→ 0という特

殊化された状況での基底だが，元の加群の情報をよく復元できる．詳しいことは例えば [7]を参照せよ．こ

こでは結晶基底の組合せ論的性質を抽出した結晶という概念を考える．

定義 3

集合Bに対し，次を満たす写像wt:B→ P,e;,f;: BU{O}→ BU{O}, E:i,'Pi: B→ Z U { -oo }(i E J)が

存在するとき， Bを広(s[n)ー結晶とよぶ bEBとする．

(1) cp;(b)＝名(b)+ wt(b)(h;) 

(2) wt(f;b) = wt(b) -a; if f;b EB 

(3) wt(e;b) = wt(b) + a; if e;b EB 

(4)ら(f;b)= c;(b) + 1, cp;(f;b) = cp;(b) -1 if f;b EB 

(5)ら(e;b)= c;(b) -1, cp;(e;b) = cp;(b) + 1 if e;b EB 

(6) f;b = b'¢⇒ b = e;b'for b, b'E B, i E J 

(7) cp;(b) = -oo⇒ f;b = e;b = 0 for b E B 

結晶の同型は次で定義する．簡単に言えば，結晶構造を保存する全単射が存在するということである．

定義 4

B1，凡を店(s［叶結晶とする．庄から凡への射 W:B1→的とは，写像 W:B1 U{O}→凡U{O}で

(1) wt(W(b)) = wt(b), c;(W(b))＝合(b)，ゃ，（W(b))= cp;(b) ifb E B1, W(b) E B2 

(2) f;W(b) = W(f;b), e;W(b) = W(e;b) if¥ll(b), W(e;b), W(f;b) E B2 for b E B1 

(3)'11(0) = 0 

を満たすものをいう．射 '11:B1→的に対し，写像W:B1 U{O}→凡 U{O}が単射のとき埋め込み，全単

射のとき同型射とよぶ．同型射 W:B1→的が存在するとき，氏と氏は％（s［n)ー結晶として同型である

といい， B1竺的とかく．

結晶基底は具体的な実現を通して理解されている． A型の場合には，例えば，次の Young図形による実

現が知られている． nENとする．入＝ （ふ，．．．，入n)（入iE Z:::,o)が入1+...十入n=nを満たすとき，入を

nのcompositionとよぶ composition入が入12:・・・2:入n2: 0を濶たすとき， nのpartitionとよぶ． n

のpartition入＝ （入1,．．．，入n)に対応する Young固形Tを考える． Tのn個の箱に 1から nまでの自然数

を左から右に進むにつれて広義に増加し，上から下に進むにつれて狭義に増加するように書き入れたとき，

Tを型入の半標準盤という．

Par(n)をnの分割全体とする．入＝ （入1，入2,...，入n)E Par(n)に対し，入→入1E1+ ・ ・ ・＋入紅nとすると，

これは全単射 Par(n)→ p+を与える． SStab（入）を型入の半標準盤全体の集合とする．このとき最高ウェ

イト入の可積分最高ウェイト応(sin)—加群の結晶基底は SStab（入）で実現される [8].
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2 Hive 

ここでは hiveについて必要な範囲で解説する．より詳しいことは [2]を参照せよ．

一辺の長さが nの正三角形に一辺が 1の正三角形を敷き詰めたグラフを n-hivegraphという． n-hive

graphの (n+ l)(n + 2)/2個の頂点に実数をラベリングしたものを n-hivegraphの ve廿exrep詑 sentation

とよぶ．下の例は 3-hivegraphのvertexrepresentationである．

ao3 
／ ＼ 

ao2 - a13 
／ ＼ ／ ＼ 

ao1 - a12 - a23 
/ ＼ ／ ¥ / ＼ 

aoo - au - a22 - a33 

n-hive graphに現れる（1)の図形を elementaryrhombusという．それぞれ left-leaning,upright, right-

leaning rhombusとよぶ．

a — b 
¥ ／ ¥ 

C― d 

c
 

＼

／

 

a

d

 

／

＼

 

b
 

b― a 

/¥/  
d-C  

left-leaning upright right-leaning 
(1) 

上の状況で，不等式

b+c2::a+d 

をrhombusinequalityとよぶ

n-hive graphの各辺に実数をラベリングしたものを n-hive graphの edgerepresentationという．

八
さか
0 も

パ"/13→
”て⇔も

O` も 0~ も

パ"/12沃 "/23六
OS 芝虐言。寺誓
L 1l1 エ勺22~ 而3 ⇒ 

(2) 

edge representationに現れる以下の図形

a△ ▽a 

をelementarytriangleとよび， a+(3＝ 7をtriangleconditionという．上のラベリングで， vertex

representationのn-hive graphに対し，

的＝ a;j-ai,j-1, 和＝ aij -ai-1ふ冗＝ a;j-a;-1,j-l (3) 
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とすれば， edgerepresentationが得られる．このとき rhombusinequalityは，（4)のラベリングで a2': 

"/, /3 2': 8と同値である．

a 

口 ロ二 (4) 

n-hive graphの各elementaryrhombusに対して， L;i,U;i, R;i (1 ~ i < j ~ n)を次のように定める．

初
rij 

恥—尺□□ゞi+l,J ::.~: °'i-1,jーz57aiJ

"'fi+l,J 

Li] ＝店，j-1-fli+l,j ='Yij―%＋1,J' 

utj =的 -O:i-1,j=的ー比，j-1,

Rij =O:i-1,j-1 -O:ij ='Yi,j-1 -'Yij・ 

Ji,j-1 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Lij, Uij,Ri]をそれぞれleft-leaning,upright, right-leaning rhombusに対応したgradientとよぶ． rhombus

inequalityはそれぞれ

L;i 2': 0, U乃 2':0, R;i 2':〇 (9) 

に対応する．

n-hive graphのedgelabellingにgradientのタイプを 1つ指定したものを n-hivegraphのgradientrep-

resentationとよぶ n=4の場合を以下に示す．

(10) 

必 m

"/1 "/2 "/3 "/4 "/1 "/2 "/3 "/4 "fl "(2 "(3 "(4 

構成から

咋＝ （叩＋苫U;k)+ (/3k -j苫1Ukj) (11) 

がわかる．以下 i>jのとき U;1= oまた

n、

Ukk＝咋一 LUjk (12) 
J=k+l 

とする． vertexlabellingのn-hivegraphの各頂点の値を整数に制限したものをvertexlabellingのn-integer

hive graphとよぶ
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定義 5

サイズ nのK-hiveとは，次を満たす n-integerhive graphのことをいう．

(1)左上の境界の頂点のラベリングは 0である．すなわち (10)の表示で叩＝ 0(1 :<:: k :','. n)となる．

(2) left-leaning, upright rhombusは rhombusinequalityを満たす．すなわち (10)の表示で uij :::> o, 

L匂:::>0 (1 :','. k :','. n)を満たす．

本稿では gradientrepresentationの uprightに対応した形式の hiveをよく用いる．この形式を用いた

とき， hiveH は境界の辺と gradient(Ukl)k<lで特徴づけることができることに注意する．すなわち a=

(a1,..., an),/3 ＝ （/31,...,/3n),'Y = ('Y1,••·,'Yn) としたとき，（10) の upright gradient representationの

hiveを4つ組 (a,/3,'Y,(Ukzlk<l)と同一視する．

nENのcomposition入＝ （入1,...，入n)に対し，入→ふ釘＋・・・＋入ne” しま， nのcomposition全体から

整ウェイト格子への全単射を与える．特に入がpartitionの場合には， nのpartition全体から支配的ウェイ

卜格子への全単射になる．

定義 6

入EP+,μEPとする．上の方法で入を partition,μを compositionとみなす．

11,(n) (0，入，μ)= {H = (0，入，μ,(U:い）k<l)I Vk, l E {1, 2,..., n }(k < l), ukl :::> 0, Lkl :::> O}, 

]HI（入） ＝U研）（0，入，μ)

と定義する．ここで lHI（入）のμは nの composition全体を動く．

定義より，入 EP+に対し lHI(入）は右上の辺が入の K-hive全体である． TをnENのpartitionに対応す

る半標準盤とする．各 l<;i<:::nに対し，μ,を Tの中に現れる iの数とする．μ = (μ1,.. ・,μn)をTのウェ

イトとよぶ K-hiveは以下の方法で半標準盤と一対ーに対応する．

命題 7([10]) 

nENとする．入を nのpartition,μを nの compositionとする． SStab（入，μ)を塑入，ウェイトμの半標

準盤全体の集合とする．

j<n): SStab（入，μ)→ 11,(n)(o，入，μ)

をTESStab（入，μ)に対し j(n)(T)= (0，入，μ,(Uklh<l)とすると， j(n)は全単射になる．ここで

的＝ Tのi行目の jの個数

である．

入が整ウェイトの場合には， hiveの集合を以下のように定義する．

定義 8

入EP, μ E Pとする．上の方法で入，μを compositionとみなす．このとき，

1{（n)（0，入，μ)= {H = (0，入，μ,(U:い）k<l)I Vk, l E {1, 2,..., n }(k < l), ukl 2> O}, 

]HI（入） ＝U研）（0，入，μ)
μ 

と定義する．ここで lH1（入）のμは nの composition全体を動く．
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3 IHI（入）上の結晶構造

ここでは H（入）上の結晶構造について述べる．また H（入）を結晶基底としてもつような加群について考

える．

定義 9

H = (0, A,μ, (Ukl)k<z) E且（入）に対して， Hのウェイト wt:H（入） →Pを

wt(H) = μ1E1 + ・ ・ ・ + μ戸n

で定義する．

定義 10

H=  (0，入，μ,（如）k<l)EH（入）とする． l<;s<:::nに対して，吋： H（入） →互oを次のように定義する．

ぢ(H)= max(cpf-1(H) + [Jい― Us+1,i+1,0)

ただし碕(H)=0とする．このとき， <p;:H（入） →互oを次のように定義する．

叫H)＝ぢ(H).

また l<:'.s<:'.nに対して，碍： H（入） →Z::,。を次のように定義する．

cf(H) = max(cf-1(H) + Un+l-s,i+l -Un-s,i,O) 

ただし， cf(H)= 0とする．このとき，ら： H(入） →Z::,。を次のように定義する．

ら（H)=叶―'(H).

定義 11

H = (0, A,μ, (Ukl)k<l) EH（入）とする． iEIに対し， f;:H（入） U{O}→ H（入） U{O}を次のように定義す

る． i.p;(H)= 0のとき， f;(H)=0とする． i.p;(H)> 0のとき， f;(H)= (a,(3，'Y, (U紅）k<l)とする：
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ここで行＝ min{kE {1,2,...,n} I Vl > k，外（H):;:>碕 (H)> 0}である．

次に iEIに対し， e;:H（入） u{O}→H(入） u{O}を次のように定義する． c;(H)=0のとき， e;(H)= 0 
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とする．名(H)> 0のとき， e;(H)= (a,(3，'Y, (U紅）k<l)とする：

a=O 

(3 ＝入

"(= μ1E1 + ・ ・ ・ (μ; + l)E; + (μi+I -l)Ei+I + ・ ・ ・ + μnEn 

U向＝｛：：口：：：：：口：：：：：＋1 

ukl else 

ここで ie= min { k E { 1, 2,..., n} I Vl > k, c; (H) 2叶(H)> 0}である．

命題 12

入EPとする．刊（入） U{O}はf;,e;(iE J)に関して不変である．

証明 H=(0人μ,(Ukl)k<l) E且（入）とする． f;HEH（入） u{O}を示す． f;H=(0，入，μ',(U£z)k<l)とす

る． fiH=Oなら明らか． f;Hc/0とする．且（入）の定義より，任意の k< lに対して U向ミ 0を示せばよ

い． fiHc/ 0より，行＝ min{kE {1,2,...,n} I Vl 2 k乳(H)2碕(H)> 0}が存在する．このとき定義

11より

ば＝｛［：：： 11:：二：：＋1

ukl else 

だから (k,l)ヂ（if,i)なら Uil2 0は明らか． uい 20を示す．行の取り方より 'P'.f> 0,'P?-1 = 0だから

釘(H)＝釘―1+ uit,i -uit+1,i+1 

= U,f,i -Uり＋1,i+l> 0 

が成り立つ．よって Uげ，;> 0を得る． したがって， Uい ＝ U;い― 12: 0が成り立つ．

同様の議論で e;HEH（入） U{O}がわかる．

入が支配的ウェイトの場合にも同様の議論で次の命題を得る．

命題 13

入EP+とする． H（入） U{O}はf;,e;(i E J)に関して不変である．

上の写像で H（入）上の結晶構造が定まる．

定理 14

入EPとする． H（入）は上の wt:H（入） →P, cいや;: H（入） • Z~o, eぃf;:H（入） U{O}→ H（入） U{O}で

凶(,sl叶結晶となる．

ー

証明 lHI（入）上の写像 wt,f;, e;, rpぃ名が定義 3の（1)から（7)を満たしていることを確認すればよい．

H = (0, A,μ, (Ukl)k<l) E lHI（入）とする．
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(1)を示す． f;H=Oとする．定義 11より r.p;(H)=0,特に因＝ 0だから区;=1(Uぃー Uk+l,i+l)< 0が

成り立っ．よって

n-,-1 
ら(H)= max(c: +U2,;十1-U1;,0) 

n-1 

= L (Un+l-k,i+l -Un-k,i) 
k=n-, 

＝区(UK+1,3+1-Uい）
k=l 

''  
= LUk+l,i+l一どUぃ

k=l k=l 

= μi+1 -μ。

= -wt(H)(hか

すなわち cp;(H)= wt(H)(h;) -c;(H)が成り宜つ．

fiHヂ0とする．このとき行＝ min{k E {1, 2,..., n} I Vl 2'. k，外（H)2'.碕(H)>0}が存在する．行の

取り方より 'Pi(H)= Lい(Uぃ— UK+1,9+1）また江ば(Uぃ― UK+1,9+1) ＜ 0が成り立つ．よって定義 10

より e,（H）＝区＇k冒(Uk+l,i+l-Uk,)が成り立つ．

したがって

”―1 
叫 H)一名（H)＝と (Uぃー Uk+l,i+l)―L (Uk+l,i十1-Uい）

k=＂ 
i'  

＝区Uぃー区UK+1,t+1
k=l k=l 

= μi -μi+l 

k=l 

= wt(H)(h;) 

を得る．

(2)を示す．定義 9より wt(H)= μである．また定義 11より，

wt(fiH) = μ1E1 + ・ ・ ・ + (μi -l)Ei + (μi+l + l)Ei+l + ・ ・ ・ + μ冠n

である．したがって

が成り立つ．

wt(H)-a, 

= (μ1E1 + ・ ・ ・ + μnEn) -(c; -E;+1) 

=μ代1+... + (μ;-l)Ei +（凸＋1+ 1)μ;+1 + ・ ・ ・ + μn紐

= wt(!直）

(2)と同様の議論で，（3)がわかる．

(4)を示す．仮定より f;Hヂ0だから， it=min{k E {1,2,...,n} I Vl :::> k，外（H):::>碕(H)> 0}が存在

する．このとき（1)と同様の議論で 'Pi(H)＝区'~=i1 (Uki -Uk+l,i+l), E:;(H)＝ 江 勾(Uk+l,i+l-Uk,）と

なることに注意する．
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叫 f;H)＝叫H)-1を示す．仮定より叫H)> 0. また f;の定義からとし;1(U[; -U£+1,i+1) > 0ま

た江ば(U£+1,i+l―は） ＞ Oが成り立っ．ょって

＇ 
叫 f;H)=区（U£;-U£+1,i十1)

k=” 
1、

＝ 区 (Uぃー Uい1,i+1)+ (U，戸― 1)-ui1+1,i+1 
k＝り＋1

i 

＝区 (uki-uk+1,i+1) -1 
k=it 

＝凸(H)-1

を得る．

合(fiH)＝釘(H)+1を示す． Eiの定義と上の注意より

打一1

g(ftH)＝L (U£+1,i+l -U{;) 
k=l 

”-2 
= L (Uk+l，叶1-Uい） ＋ （U;t,i+l + 1) -uirl,, 

k=l 

＝合(H)+1 

を得る．

(4)と同様の議論で (5)がわかる．

(6)を示す． f;H= H¥ H1 = (0，入＼μ＼（Uil)K<l）とする．ここで定義より

，
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である．定義 10より釘―1= 0 だからこに］1 （Uぃ— Uk+l,i+l) < 0が成り立つ．このとき，（4)と同様の

議論で

げー1

ら(Hり＝区 (u~+l-k,i+l -u~-k,i) = t (u~+l-k,i+l ― Uい）
k=l k=n+l-it 

が成り立つ．また再び（4)と同様の議論によって区n-” U1 k=n+l-if vn+l-k,i+l vn-k,i —び く 0が成り立つことが

わかる．すなわち min{kE {1,2,...,n} I c:¥(H) 2 c:}(H) > O,'efl 2 k} = n+lー行となる．よって
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e;H1 = (0，入叫μ2,（ば）k<l)とすると

e
 

s
 

ー

e
 

l

1

 

＋

＿

 

uikluikluil 

,

V

、

＝
 

2kl u
 

ifk=i1,l=i 

ifk=i1,l=i+l 

＝ ｛］：：〗::：：：二：：＋ 1
ukl else 

= Ukl 

を得る．また定義から炉＝入， μ2=μとなる．よって， e;H2=Hが成り立つ．

定義より中i(H)#―ooだから（7)は明らか． I 

入が支配的ウェイトの場合には， JHI(入）は可積分最高ウェイト加群の結晶基底の実現になっている．特に，

]HI（入）の最高ウェイトベクトルは H入：＝ （0，入，入，（0,...,0)）である．

補題 15

入を支配的ウェイトとする． H入ElHI（入）を H入＝ （0，入，μ,(Uklh<l)とする．このとき次が成り立つ．μ=入，

如＝ 0のとき， H入は最高ウェイト入の最高ウェイトベクトルである．

Tを半標準盤とする． Tのi番目の行凡に対し， R,に書き込まれた数字を左から右に読み並べたものを

凡の語とよび， word(R』とかく．このとき Tの語 word(T)をword(R1)・ ・ ・ word(Rn)で定義する．

定理 16

入EP+とする．可積分最高ウェイト加群 V（入）の結晶基底を B（入）とする．このとき次が成り立つ

B（入） ~]HI(入）

証明可積分最高ウェイト加群 V（入）の結晶基底B（入）は shape入の半標準盤全体 SStab（入）と同型である

から（節 1.2後半，［8］参照）， JHI(入）と SStab（入）が同型であることを示せばよい．

HE  lHI（入）， H=(0，入，μ,（如）k<l)とする．命題 7より， Hは型入，ウェイトμの半標準盤 Tと一対ーに

対応する． したがって， '11:]HI（入） →SStab（入）を命題 7の全単射とするとき， Wが佑(s[n)ー結晶の射であ

ることを示せばよい．

定義より wt(H)= wt(T) = μだから w(wt(H))= wt(w(H)）が成り立つ．

w(f直） ＝f沖(H)を示す．補題15より H入＝ （0，入，入，（0,...,0））は最高ウェイト入の最高ウェイトベクト

ルであるから H= H入の場合を考えればよい． T入=w(Hりとすると， Tは型入，ウェイト入の半標準盤であ

る．特に T入の wordは1入12心．．．n入れであることに注意する． H入の定義より ip;(H刈＝ U;;-U;+1叶 1> 0, 

特に行＝ iを得る．よって f;凡＝ （0，入',μ',(U£1h<l)とすると

X ＝入

μ'=入1E1+・・・+（入t-1凡＋ （入i+l+ l)Ei+l + ・・・十入註n

仰＝｛［： ：: :,: : :: : : : I 1 
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が成り立つ．命題 7より↓(f,H入） ＝T'とすると， T'は型入，ウェイトμの半標準盤であり，その語は

松1...i炉 l(i+l)炉 ,+1..・n入n となる． signaturerule [8]よりこれはfJ入に一致する．すなわちゥ(f,Hり＝

f泣 (H入）が成り立つ．

同様の議論で IJ!(e;H)= e泣 (H)がわかる．

次にrp;(H)= rp;(IJ!(H)）を示す． H = H入のときを考えればよい． H入の定義より， k< lに対して Ukl=0 

だから rp;(H入） ＝ Ut, -Ut+1,9+1 = μ, -μ9+1である． signatureruleよりこれは 'Pi(T.入）と一致する．

同様の議論で t（合（H))＝合(IJ!(H)）がわかる． I 

入が整ウェイトの場合でも阿（入）は同様の結晶構造をもつが，それと同型な結晶基底をもつ加群があるか

はわかっていない．

問題 1

入EPとする．このとき，日（入）と同型な結晶基底をもつ応(sin)ー加群は存在するか．

整ウェイト入に対し， extremalweight module V（入）という可積分広(sl叶加群が定まる．これは入が支

配的ウェイトのときには，可積分最高ウェイト加群と一致する．その意味で， extremalweight moduleは

可積分最高ウェイト加群の一般化である．いくつかの例で extremalweight moduleの結晶基底が且（入）と

同型になることを数式処理システムによって確認しているが，一般の成立の証明には至っていない．

4 おわりに

本稿では，整ウェイト入に対して lllI(入）上の結晶構造を定義した．この方法は [11]とは異なる方法であ

り，この構成をとることで支配的ウェイトから整ウェイトまで結晶構造を拡張した．またこの構造は，支配

的ウェイトの場合には，可積分最高ウェイト加群の結晶基底の実現になっている．その意味でYoung盤に

よる実現の一般化となっている．

入が整ウェイトの場合に lllI(入）と同型な結品基底をもつ加群が存在するか．また存在すればその加群は何

かという問題は今後の課題である．
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