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単純ホップ分岐判定法の実装

Implementation of criteria for simple Hopf 

bifurcations 
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新潟大学 田島慎一＊2
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ホップ分岐とは，パラメータに依存するような常微分方程式系の停留点において，発生するもしくは消滅

する，安定もしくは不安定である，リミットサイクルに関連した局所的な分岐である例えば，［8,§4.3例 1]

で考察されている，単一のパラメータ aE股に依存する，次のような常微分方程式系を考えることにする：

. 3 x = ax-y-x-- 2 xy-, y = X + ayー砂y-y3.

任意の aE JRに対して (x,y)= (0,0)がその系の停留点であることに注意し，初期値として (x(O),y(O)) =J 
(0, 0)を考え，更に r2＝丑＋炉， 0= tan―l(y/x)とする．このとき r>Oに対して極座標で常微分方程式系

r = r(a -rり， 0=1 

がrf-= X出＋揺 r2iJ=叫ー砂から得られる．初期値 (r(O),0(0)) = (ro, 0)に対して d0/dt= 1から解

0(t) = tを得る．ここで，解r(t)の振る舞いについて考察するため，パラメータ aE恥を場合分けする．

• a<:: 0の場合：任意の ro> 0に対し dr/dt(ro)= ro(a -r5) < 0なので， tが無限大に近づくと r(t)は

0に収束する．つまり，解 (x(t),y(t)）は反時計回りの軌道を描きながら停留点 (0,0)に収束する．

•a>O の場合： dr/dt(ro)は， 0< ro < y'aならば0より大きく， ro= y'aならば0に等しく， ro> y'a 

ならば〇よりも小さい．初期値 ro= y'aに対する解は dr/dt(ro)= 0から r(t)= y'aなので，初期

値 (x(O),y(O))= (y'a,O)の解は周期軌道 (x(t),y(t))= (y'acos(t), y'asin(t)）である．一方，初期値

r。<y'aもしくは ro> y'aに対して解の一應性から tが無限大に近づくと r(t)はy'aに収束する．

従って，（x(t),y(t)) = (y'acos(t), y'asin(t)）は安定な極限集合，即ち安定なリミットサイクルである．

こうした安定な（もしくは不安定な）リミットサイクルの発生（もしくは消滅）がホップ分岐と呼ばれる．

ホップ分岐は [5]で詳細に扱われているまた，［2］でもホップ分岐に関する計算が詳細に扱われているが，

こうした計算は実数上での線形変換や中心多様体への簡約化（もしくは中心多様体における正規形）を必要

とする．［3］ではそうした変換や簡約化を伴わない，単純ホップ分岐を特徴付けるための判定法を Kruffと

Walcherが提案した本項ではこの手法を Kruff-Walcher判定法と呼ぶ我々は Kruff-Walcher判定法の一

部を数式処理システム SAGEMATHに実装した本稿では，［3,定理 3.2]からホップ分岐に関する基本定理

を与え， Kruff-Walcher判定法を紹介したのちに，我々の実装の利用方法を説明する．

•1 〒 819-0395 福岡県福岡市西区元岡 744 E-mail: fukasakucmath.kyushu-u.ac.jp 

•2 〒 950-2102 新潟県新潟市西区五十嵐 2 の町 8050 E-mail: tajimacmath.tsukuba.ac.jp 



114

1 ホップ分岐

XE町， aE酎とし， f(a,x)をび級ベクトル場として，パラメータ aE配に依存する常微分方程式系

允＝ f(a，x) (1) 

を考える．また，本稿では 0で零ベクトルを表す．そして，が＝ （xi,．．．，咋） E Rnが与えられたとき，

f=(/1,...,fn)，の＝ （X1,...,%）に対し， D』 f(a，x*)によって下の行列で与えられる線型変換を表す：

D.f(aが） ＝ （紐(aが ）紐(aが））

紐 (aぷ） ・・・ 紐（；ぷ）

つまり D.,f(a，が）はベクトル場f(a,x)のX＝かにおける線型近似である．ここで，ホップ点を定義する．

定義 1

下の性質たちを満たすような曲線 c：股→町 x配； e → t".(e) =（邸(e),(!'.ェ(e)）が存在するとき，

(a*，が） E配 x即はパラメータ aに依存する常微分方程式系 (1)のホップ点と呼ばれる：

• t".(O) = (a*，が）かつ f(t".a(e),t"..,(e)) = 0が満たされる，

• D』'（邸(e)，ら(e)）が以下の性質を満たすような重複度 1の複素共役固有値組a(e)士if3(e)を持つ：

da 
a(O) = 0, ―(0)ヂ0, (3(0)ヂ0,

de 

ただし a,(3：股→民である，

•複素共役固有値組士f3(0)i を除いた，線型変換 D』f(a*，が）の全ての固有値は負の実部を持つ．

上のように与えられる曲線 Cをホップ点 (a*，x*)の関連曲線と呼ぶ．

注意 1

(a*，が） E配 x町が（1)のホップ点と仮定して，さらに t".(e)= (t".a(e), t"..,(e))：罠→配 x町をその関連

曲線とする． X ＝の一C"'（e）によって変数変換することで，ベクトル場F(a,X)= f(a,X十心（e))を考え

る．このとき， OE町は次の単ーパラメータ e依存常微分方程式系の任意の eERに対する停留点である：

X = F(t".a(e), X), 

つまり任意の e€R に対して F(t".a(e), 0) = 0なので，ホップ点として (a*,0)を持つような（1)を扱うこと

は一般性を失わないまた，邸は曲線であるので，次の表現を与えるような a1,a2,...E配が仔在する：

CX:卜

Ca(e) ＝が＋La戸
J=l 

注意 1から次の曲線 Cが与えられ，任意の c疇に対して f(C'.a(E),0) = 0が満たされると仮定する：

00 

C:(c) = (C:a(c), 0) =（が＋ta声，o),
ただし a*，a1,a2, E尉また， g（e，尤） ＝ f （a＊十と]ごla]Je:,1ェ）とし〗，次の常微分方程式系を考える

尤＝ g(1o,x). (2) 



115

原点0が任意の CE Rに対して（2)の停留点である，つまり g(1o,O)= 0が満たされることに注意する．ここ

で常微分方程式系 (2)はホップ点 (0,0)E罠 Xlllnを持つとする．このとき x=Oでの線形近似D叫g(1o,O)が

喧(c,O) ＝（［〗―a:：；） S↑C)） 
の形を持つような，滑らかなパラメータ c依存の線形変換が存在する，ただし S(O)の全ての固有値の実部は

負である（証明は［2，命題 8.22]や [5,§ 3:ステップ 1]を参照せよ）．さらに，中心多様体定理によって

u=h(c,u) (3) 

のような平面上の常微分方程式系に (2)を簡約できる，ただし U=(u1，四） €配で， u=O での線形近似は

広 h(c,O)=(；悶―:~;))
を満たし， h(c,O)= 0を満たす．さらに，単ーパラメータ cを新たな変数とみなしたとき，［3,(3)]のように

.e ゜u1 = -/3(0)匹＋ c:(Au1-Bu2) + (ui + u~)(Qu1 -P四） ＋ぎ(Cu1-Du叫 (4)

必＝ j3(0)u1 + c:(Au2 +Bui)+ (ui + u~)(Qu2 + Px1)＋星(Cu2+ Du1) 

のような表現で，テイラー展開の 3次の項までの，（3)に対する中心多様体における正規系が得られる．そし

て， v= uf +u~ とする．このとき，常微分方程式形 (4) は次のような平面上の常微分方程式系に変換される：

も＝ 0 

心＝ 2(A+ Cc)Ev + 2Qv 
(5) 

こうして得られた (4)と（5)は［3,補題 3.3]のように停留点とリミットサイクルに関する次の性質を持つ．

補題 2

Aヂ0かつ Qヂ0を仮定するこのとき，常微分方程式系 (4)と(5)の解軌道は次のように振る舞う：

• AとA+CEの符号が同じであるような十分小さい leを持つ E>Oが与えられた場合を考える：

- A>  0ならば常微分方程式系 (5)の停留点v=Oは不安定であり，さらに

* Q > 0ならばv>Oにおいて更なる停留点は存在しない，

* Q < 0ならばv>Oにおいて唯一つの安定な停留点がv=-(A+ Cc)E/Qで存在して，その

停留点が常微分方程式系 (4)に対して唯一つの安定なリミットサイクルを引き起こす．

- A<  0ならば常微分方程式系 (5)の停留点v=Oは安定であり，さらに

* Q < 0ならばv>Oにおいて更なる停留点は存在しない，

* Q > 0ならばv>Oにおいて唯一つの不安定な停留点がv= -(A+CE)E/Qで存在し，その

停留点が常微分方程式系 (4)に対して唯一つの不安定なリミットサイクルを引き起こす．

• AとA+CEの符号が同じであるような十分小さい leを持つ E<Oが与えられた場合を考える：

- A>  0ならば常微分方程式系 (5)の停留点v=Oは安定であり，さらに
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* Q < 0ならばv>Oにおいて更なる停留点は存在しない，

* Q > 0ならばv>Oにおいて唯一つの不安定な停留点がV= -(A+Cc:)c:/Qで存在し，その

停留点が常微分方程式系 (4)に対して唯一つの不安定なリミットサイクルを引き起こす．

_ A<0ならば常微分方程式系 (5)の停留点v=Oは不安定であり，さらに

* Q > 0ならばv>Oにおいて更なる停留点は存在しない，

* Q < 0ならばv>Oにおいて唯一つの安定な停留点がV=-(A+Cc:)c:/Qで存在し，その停

留点が常微分方程式系 (4)に対して唯一つの安定なリミットサイクルを引き起こす．

ホップ分岐に関する基本定理を［3,定理 3.2]から与える．

定理 3（基本定理）

(4)を，パラメータ eに依存する常微分方程式形 (2)に対する，中心多様体における 3次の項までの正規形と

する． A=J 0かつ Q=J 0を仮定する．このとき，十分小さな le:を持つ eに対して，補題2における (4)の停

留点とリミットサイクルに関する主張が， OE町の近傍で (2)に対しても満たされる．こうした停留点とリ

ミットサイクルに関する振る舞いの分岐が単純ホップ分岐と呼ばれる．

本節ではホップ分岐に関する基本定理を実数上の線形変換や中心多様体における正規形を利用することで

で与えた次節では，そうした変換や正規形を利用せず，座標系にも依存しないような次の手法を紹介する：

• [4]でLiuによって提案された，ホップ点を特徴付ける Liu判定法，

• [3]でKruffとWalcherによって提案された，単純ホップ分岐を特徴付ける Kruff-Walcher判定法．

そして，簡単な例を通してこれらに関する計算方法を説明する．

注意 2

• {3]では，中心多様体における正規形の計算なしで，（4）における A,Qを計算するための方法が提案さ

れた補題 2のように，リミットサイクルの半径を計算するには (4)における Cが必要であるが，［3]

ではその計算方法は与えられていない．また，本稿では Aに関する計算は扱わず， Qに関する計算手

法を KrutI-Walcher判定法として紹介する (Qはリアプノフ数と呼ばれる）．

• {6]では，中心多様体における正規形を計算する，座標系に依存しないような手法が提案された．その

手法を用いることで単純ホップ分岐を特徴付けることもできる．その手法はリーブラケットを利用す

るが，リーブラケットから与えられる行列の次元は大きくなりやすい．一方で， KrutI-Walcher手法は

リー微分を利用する．リー微分から与えられる行列の次元はリーブラケットから与えられる行列の次

元よりも小さいので， KrutI-Walcher手法は中心多様体における正規形を計算するよりも効率的にホッ

プ分岐を特徴付けることができる．

2 座標系に依存しないホップ分岐の判定法

2.1 Liu判定法

前節同様，（1)と（2)は次を満たす，つまり OE股nが任意の cE応n に対して停留点である，と仮定する：

cE罠（f（邸(c),O)= f（が十:色Ei,o)=g(c,O)=O) 
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そして， B(c)をg(E,X)の原点 OE町における線形近似 D.,g(c,O)として，線形近似 B(c)の固有多項式が

x(c,a) = det(aln -B(c)) = Cn(E)研＋・・・＋叫）a+co(c). 

の形によって与えられていると仮定する．さらに， j次フルビッツ行列凡を次のような形によって定義する：
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•線形変換 B(c:) が次の二つの性質を満たす：

- B(c:)が次を満たす里複度 1の複素共役固有値 a(c:)土 if3(c:)を持つ，ただし a,(3：恥→罠である：

da 
a(O) = 0, ー（0)=J 0, /3(0) =J 0, 

de 

ー複素共役固有値士/3(0)iを除いた， B(O)の全ての固有値は負の実部を持つ．

• Hn-1(0) = 0 A co(O) > 0 A/¥；二;Hj(O) > OA ~ふ―1(O)=J 0が満たされる．

本節の仮定から f(lta(E),0) = 0が満たされる．そして，曲線を lt(c:)= (lta(E), 0) = f(a*＋区:la3ざ，0)

で与えているが， Hn-1(0), eo(O), H1 (0), Hn-2(0), [dHn-i/dc:](O)はa*,a1のみから構成される．従って， Liu

判定法から次の系を与えることができる．

系 5

n-2 
dH正 1

Hn-1(0) = 0 I¥ co(O) > 0 I¥ I¥ HJ(O) > 0 I¥ ~(O) c/〇
de 

j=l 

を満たす釦 E記が存在するとき，パラメータ aE配依存の系 (1)がホップ点 (a*,O)E配 x恥nを持つ．

上の系の通り，曲線として '1:(c:)= ('1:a(c:),O) =(a*+ a1c:,O)を考えれば十分であることに注意する．

2.2 Kruff-Walcher判定法

(a*,O)をパラメータ a€尉依存の常微分方程式系（1) のホップ点と仮定する． A*= D,,,f(a*,O)とし，

f*(x) = f(a*,x)とする．さらに f*(x)が x=Oにおけるテイラー展開によって次の形を持つとする：

f*(x) = A＊x+f引x)+fi（x) + 0(4) 
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ただしf2E珀であり， f3E％であり， 0(4)はランダウ記号O(xf'・ ・ ・Xか： d叶・・ •+dn ~ 4, di,--.,dn E 

NU {O}）を意味する前節のようなリアプノフ数Qを計算するための Kruff-Walcher判定法を与える．

定理 6(Kruff-Walcher判定法）

リー微分 £A• は 11,3 上で正則であり，さらに H2 上と 11,4 上では一次元の核を持つ． £A*|1{2 の核は階数 2 の

半正定値二次形式如で張られて， £A*|1{4の核は吋によって張られる．さらに多項式¢＝む＋如＋叩が

£r¢ = Q吋＋ 0(5).

を滴たすような如 E11,3と四 E11,4が存在する．そして，この関係性は線型空間 H2,11,3及び11,4において

£A＊伽＝ 0

£A＊如＝— £f竺2

£A＊如＝ー (£f；如＋ £f5¢2)＋ Q¢; 

の関係を与える．

E 1-£2, 

E1-lふ

E 1-l4. 

Kruff-Walcher判定法を利用する際我々はある種の線形代数の問題を扱う．そうした問題を扱うため，［3]

では [9]で提案された手法を利用する．そして，その手法では次のような一般化された問題を扱う．

問題 1

Vを有限生成線型空間として， S:V→Vを非零線形写像とする．このとき，与えられた VEVに対して

Sw = v -vo 

を満たすような核の構成因子voE ker(S)とベクトルwEVを計算する．

以下は， ScheurleとWalcherが［9,命題6.1]で与えた，問題 1を扱うための手法である．

命題 7(Scheurle-Walcher手法）

x(a) =砂＋°'m-1びm-1+... +a位十 a。

(6) 

の形で Sの消去多項式x（<7)が与えられているとする． a。＃ 0もしくは a1ヂ0が満たされると仮定する．

• a。ヂ 0の場合 (6)はVo=0と以下のような wによって満たされる：

w = -~ (sm-lv十苫OcjSj-lV)

• ao = 0かつ al#0の場合，（6)は次のような v。と wによって満たされる：

Vo =喜（smlv +〗のSJ 1V), 

W= —喜（三＋旦炉―2v)
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Scheurle-Walcher手法では a。#0もしくは a1=J 0が仮定されているが，以下に注意する．

注意 3

Kruff-Walcher手法は，知，知上でのリー微分名の階数が n-1以下であることを保証する．従って，

a。#0もしくは a1=J 0を満たすような消去多項式 a(s)=Sm+ °'m-lSm-1＋・・・十 a1s+a。が存在する．

例えば， £A*|1{3と£A*|1{4の固有多項式はそうした性質を満たす．

2.3 例

[3, §6.1]の例に対して Liu判定法と Kruff-Walcher判定法を適用する． X= (x,y) E JR2とし，パラメータ

a = r, s, a, b, c,..., nに依仔するような f(a,x) =Ax+ h(a, x) + h(a，x) + 0(4)を考える，ただし

A(a)=（：ー：），

f2(a，エ） ＝ （：：／十ebxmyy:：y:),
f3(a，エ） ＝ （炉＋ h呼y+ ix炉＋jy3)

k丑＋ l丑y+mx炉＋ny3J. 

任意の aE罠16に対し f(a,0)=0であることに注意する． a1= r1, s1, a1, b1, c1,..., n1とする．このとき

x(1::,u)=庄-（S + 81€）び十 (r + r1t::) 

がB(t::)= A(a+rn1)の固有多項式として得られるので， B(t::)に対する 1次フルビッツ行列凡(t::)の行列式

H出） ＝det(R玉）） ＝ー(s+ sit::) 

が得られる． B(t::)の固有多項式から co(t::)= r + r1Eとする．このとき， Liu判定法から従う系 5によって

函 E正 (H1(0)= 0 II c(O) > 0 II H~(O) # 0) 

⇔ヨa1E恥16(-s = 0̂ r > 0^一S1# 0) 

⇔ s=Ollr>O 

ならば (a,O)がホップ点であることがわかる． s=Ol¥r>Oを仮定するまず， 2次斉次多項式全体H2に

おけるリー微分らの表現行列を求める．知の基底として｛丑，xy，炉｝を与えられることに注意すると

ら侶＝（加 0)(-:y) = -2rxy, 

LAXY = (y り（了） ＝丑— ry2,

ら炉＝ （0 2y)（了） ＝2xy 

なので，リー微分の 2次斉次多項式全体H2での制限LAIH2の表現行列が次のような形により与えられる：

` = ［゚r; r[)• 
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表現行列の右核の生成元叩（つまり， £Al叫 W2= Qなる W2)はw2=(l,O,r)tなので， £AIH2の核の生成元

c/J2 =丑＋ry2

が得られる． Hふ 'H,4でも各々の基底として {x汽丑y,xy叉炉｝，｛丑，企y,x2炉，xy尺炉｝を考えることができ，

゜
1 

゜゚LAI叫＝
-3r 

゜
2 

゜゜
-2'f' 

゜
3 

゜゚
- T  0 

゜
1 

゜゚ ゜-4 

゜
2 

゜゚£Al1-l4 = 

゜
-3r 

゜
3 

゜゜゚
-2r 

゜
4 

゜゚ ゜
-r 0 

が各々の表現行列として得られるまず， CAl1{3の固有多項式x（er)を求めると， x（(J")＝が＋ 10r庄＋ 9r2

が得られる．次に V=-£12伽として， s= CAl1i3とする．ここで， Scheurle-Walcher手法を適用すると

w= —声(S% ＋ 10rSv) ＝（□）
が得られるので， Kruff-Walcher手法に現れる 3次の斉次多項式如 E1i叶ま次のような形により与えられる：

-2dr -2b -4f 3 
如＝

3r 
x3 + 2ax2y + -2fxy2 + 

(4a+2e)r+2c 3 

3 
y-. 

知ではリアプノフ数さえ求めればよいので， Scheurle-Watcher手法における核の構成因子Vo（つまり S=

£A加を Scheurle-Walcher手法に適用したときの voE ker(S)）さえ計算できれば良い． 1i3の計算同様

Q碕＝
-2r2ad -r2de + rab -ref+ 3r2g +占＋ be+2cf + ri + 3rn 

4r2 
（砂＋ryり

が (S=CA加を Scheurle-Walcher手法に適用したときの VoE ker(S)の表現から）得られる．

3 実装

8AGEMATHで Scheurle-Walcher手法と Liu判定法とともに Kruff-Walcher判定法を実装して，それを

https:／／四w2.math. kyushu-u. ac. jp/-fukasaku/ software/Bifurcation/main. sage 

で公開している．その利用方法を説明する前に，実装に関するいくつかの詳細を与える．

注意 4

Kruff-Walcher判定法のために利用される Scheurle-Walcher手法は一変数多項式に行列を代入するような

手続きを持つ．変数 XE恥nの個数がnのとき，斉次多項式全体1-l3,1-{4におけるその手続きでは，各々

(3+n-1)! (4+n-1)! 

6 (n -1)!'24  (n -1)! 

の次数・次元の一変数多項式・行列を扱う． nが大きい場合，その手続きの計算量は重くなるが，実装には小

原・田島により [7]で提案された拡張ホーナー法を組み込んでいる信「算量については [7]を参照せよ）．
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注意 5

Krutf-Walcher判定法で 3次斉次多項式如 E凡は求める際前節の例では Scheurle-Walcher手法を利用

した． Krutf-Walcher判定法によってリー微分£が加は正則であることが保証されている．従って，その手

順では £K加の逆写像を使うこともできるので，多くの数式処理システムに組み込まれているような逆行

列計算関数から 3次斉次多項式如 E1i3を求めることもできる．

前節の例を使って実装の利用方法を紹介する． SAGEMATHを起動し，上の URLにアップロードされてい

るファイル ‘'main.sage"をロードし，以下のように実装のメイン関数 “hopf"を利用する：

1.パラメータを設定し，パラメータが変数であるような多項式環PRと有理関数体PFを定義する．

sage: r,s,a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n = vaェ("rs ab c d e f g h i j k 1 m n") 

sage: PR.<r,s,a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n> = PolynomialRing(QQ) 

sage: PF= Frac(PR) 

sage: P = PF. gens() 

2.変数を設定し，係数体が PFであるような多項式環を定義する．

sage: x,y = var("x y") 

sage: VR.<x,y> = PolynomialRing(PF) 

sage: V = VR. gens() 

3. 1,2,3次斉次多項式Hi,H2, H3のベクトル場をリストリスト形式で定義する．

sage: H1 = [[-r*y], [x+s*y]] 

sage: H2 = [[a*x-2+b*x*y+c*y-2], [d*x-2+e*x*y+f*y-2]] 

sage: H3 = [[g*x-3+h*(x-2)*y+i*x*(y-2)+j*y-3], [k*x-3+1*(x-2)*y+m*x*(y-2)+n*y-3]] 

4.ベクトル場を 1,2,3次斉次多項式のリストで定義する．

sage: H = [Hl, H2, H3] 

5. Liu判定法と Kruff-Walcher判定法を適用する．

sage: hopf(1, V, P, H, PR, PF, VR) 

上の手続きによって，前節の例で計算したような， Liu判定法によって計算される条件と Kruff-Walcher判

定法で計算されるリアプノフ数が出力される．
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