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Abstract 

Signature-based algorithm is au algorithm for computing Grabner bases over polynomial ring. 
In this paper, we give the non-commutative theory of minimal signature and the non-commutative 
signature-based algorithm on both Weyl algebra and Poincar臼Birkhoff-Wittalgebra. We also imple-
ment both commutative and non-commutative signature-based algorithm on Risa/ Asir a computer 
algebra system. 

1 はじめに

Signature-based algorithm (SBA)は，多項式環上のグレブナー基底を求めるアルゴリズムのひとつであ

り， 2002年に J.-C.Faugereが導入した F5アルゴリズムに由来する．近年， TristanVacconと横山和弘は

SBAを詳しく解析し， minimalsignatureの概念を導入し SBAの正当性と停止性を明確に示した．本稿で

はVaccon横山の理論を基礎として， SBAを非可換環Wey1代数上のグレブナー基底計算に拡張したこと

について述べる．［9]に沿って説明をするが多項式環と Wey1代数の性質の違いに基づいて主張を一部修正

し，必要な証明を行った．われわれの方法を用いて， SBAをPoincare-Birkhoff-Witt代数上のグレブナー

基底計算にも拡張できる．
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2 Signatureの定義と性質

体 k を係数とし，不定元 m,．．．，咋，81,...,anに関する Wey!代数を Dで表す．よく知られている
ように，多項式環 K[x，~] = K[x1, ．．．，叫，ふ，．．．，ら］を用いて， PED の全表象 P(x,~) E K[x，~]を

考えることが有用である．多項式環 K[x，~]における全次数項順序ぺを固定しよう．記号を乱用して，

LM(P) := LM(P（疇））としておく．いま P1,P2,...,PrEDの生成する D の左イデアル I=DA+ 

・・・+DPrを考える．簡単のためLM(Pり:<• • • :< LM(Pr) としてお <.K[x,~] における単項式全体の集合

をM={x咆 a,/3c閲｝とする．ここでM3m（パ） ＝x州に対して m=x噸 /3EDと定める．すな
わち， m(x,~) を全表象に持つ D の元が m であり，これらの関係には注意してほしい．さらに，これから

の説明において K[x，~]における可換の積を使う箇所と D における非可換の積を使う箇所が混在している

ため間違えないように注意してほしい．

rに対しぴ＝ ｛（Q1,...,Qr) I Q1,...,Qr ED}とするとこれは階数rの左D加群である． DrぅQ= 

(Qi,···,Qr) の（加群の）全表象を Q(x,~) := (Q1(x,~),...,Qr(x,~)）と定める．続いて，｛e1,...'er} を

げの標準基底とする．加群単項式の集合M を， m(x ， ~)ei 全体の集合とする．（m(x ， ~)EM)

定義 1（加群単項式順序）

M上の順序 ---<m が以下を満たすときに加群単項式II厠字という．ここで四(x, ＜），匹 (x,~)，四 (x,~) E M,i,j E 

{1,..., r}とする．

(1) m1 (x, ~)ei ---<m m2(x, ~)ej ⇒ 加(x, ＜）叩 (x,~)ei ---<m叩 (x,＜）叩(x,~)ej 

(2) m1 (x, ~) ---< m2(x, ~) ⇒ m1(x,~)ei ---<m m2(x,~)e; 

この ---<mにより， PEDrに対し LM(P),LC(P), LT(P)が定義される．

例 1

---<mの例として以下がある．

(1) POT: m1(x,~)ei ---<m rrゅ (x ， ~)ej ⇔ i < j or (i = j and m1(x,~)---< m2(x,rn 

(2) TOP: m1(x,~)ei ---<m m2(x,~)ej ⇔加(x,~)---< 四(x,~) or （四（x,~) =四（x,~) and i < j) 

(3) Schreyer: m1(x,~)e; ---<m四（パ）ej⇔ m1(x，訊）LM(P;）ぺ四（パ）LM(Pj)or 

（加(x,~)LM(Pi) ＝匹（パ）LM(Pj) and i < j) 

命題 2（部分加群のグレプナー基底と正規形）

Sをかの部分左D加群とし， ---<mを一つ固定する．

(1) Sの有限部分集合Gで以下を満たすものが存在する．この時に Gを（加群の）グレブナー基底という．

PE  S¥ {O}に対して，ある gEGが存在して LM(g)はLM(P)を割る．

（すなわち、 LM(g)=加（x,Oei, LM(P) =叩（パ）ejとすると， i= j かつ加(x，~) I 叩 (x,~) とな

る記号として LM(g)I LM(P)で表す．）

(2) Sのグレブナー基底を Gとする． PEかに対し以卜を満たす P'が唯一定まる．この P'をPのG

に閲する正規形といい， NFG(P)で表す．

P-P'ESで， P'はGに関し既約である．

（すなわち， P'(x,~) に現れる単項式はいかなる LM(G) の元でも割れない）

以下，加群単項式順序 ---<mを一つ固定する．
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定義 3(syzygy加群）

げの部分左D加群Syzを以下で定める．

Syz = {Q = (Qi,...,Qr) Eげ Q1Pi+・・ • + QrPr = O} 

続いて， M を次の 2つの集合に分ける．

LM(Syz) = {LM(Q) IQ E Syz} 

NS(Syz) = M ¥ LM(Syz) 

GをSyzのグレブナー基底とすると，上の定義より

NS(Syz) = { m(x,,)e; E M I LM(g) f m(x,,)e; for Vg E G} 

である．

PE J¥ {0}は， P= QiPi + ・ ・ ・ + QrPrと表すことができる．このとき，（Qi,...,Qr)をPの表現ベ
クトルと呼ぶ表現ベクトルはPに対し一意には定まらない．一方でsyzygy加群を用いることでこの表現

ベクトルを --<mに関して一番小さいものを定めることができて，こちらは一意に定まる．その最小の表現

ベクトルの主単項式がminimalsignatureである．

補題 4（最小表現ベクトルの存在と一意性）

PE J ¥ {0}の表現ベクトル Q= (Qi,...,Qr)として Q(x，')がNS(Syz)の項のみからなるものがとれ，

Pに対し一意に定まる． Pの任意の表現ベクトルを Qとすると Q=NFがQ)かつLM(Q):<m LM(Q)で
ある．

証明 Pの表現ベクトルを一つとり， Q=(Qぃ...,Qr)とし，これのGに関する正規形をQ=(Qi,...,Qr)

とする．このとき Q-QE Syzであるので，

r• 

⑫ -Ql,・・・,Qr―如・ (P1,．．．，Pサ＝区(Q,-Q,)P'= 0 
i=l 

となる．これは

r r 

P＝どQ，p,＝どQ,p,
9=1 i=l 

を意味する．また，正規形の定義より， Q(x，~)は NS(Syz) の項のみからなる．続いて一意性を示す．補題

の条件を満たすような表現ベクトルR= (Ri,...,Rr)をとる．このとき G既約である．ょって R-Qも
G既約であり, p = R1Pi + ・ ・ ・ + RrPr = Q1P1 + ・ ・ ・ + Qぶより，

(R-Q) ・ (Pi,...,Pr) = 0 

でもある．したがって，（R-Q)はG既約かつ Syzの元であるので

(R-Q) =0 

が示される．最後に， Gによる正規形は順序を下げるので， LM(Q)ゴmLM(Q)である．

定義 5(signature) 

P E J ¥ {0}に対し，補題4のQをPの最小表現ベクトルと呼ぶ．さらに， LM(Q)をPのminimal

signatureと呼び， S(P)と表す．（以下，単に signatureと表記する． S(O)= 0とする．）また， Pの最小

表現ベクトルQ= (Ql,・・・,Qr)による表現
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P = Q1Pi + ・ ・ ・ + QrPr 

を， Pの標準形と呼ぶ Iの元のsignatureになりうる M の元の集合を区で表す．すなわち，

I:={sEMIある PEIが存在して S(P)= sとなる．｝

補題 6（非混在性）

(1) {S(P) IP EI¥ {O}} = NS(Syz)である．

(2) PE I¥ {O}, m(x,{;) EMに対し， m（パ）S(P)E NS(Syz)⇒ S(mP) = m(x, {;)S(P)である．
(3) PE I¥ {O}, m(x,{;) EMに対し， m(x,{;)S(P) ¢ NS(Syz)⇒ S(mP)--<m m(x, {;)S(P)である．
((2), (3)において m(x，{;)と S(P)の間は， K[x，{;]における可換の積の作用であるがmとPの間はDに

おける非可換の積であることに注意）

証明 (1)signatureの定義より， S(P)E NS(Syz)である．よって {S(P)I PE I¥ {O}} c NS(Syz)で

ある．逆に m(x,{;)ei E NS(Syz)をとり， P=mPiとおけば， S(P)=m(x，{;)e;である．（m(x,{;)EM) 

よって， NS(Syz)c {S(P) IP EI¥ {O}｝である．

(2) pの標準形P= Q1Pi + ・ ・ ・ QrPrと最小表現ベクトルQ=(Q1,,.,,Qr)を考える． S(P)= LM(Q)で
ある．このとき mP=mQ1代＋．．．十mQrPrと表される．ここで， mQ= (mQ1,...,mQr)はmPの表

現ベクトルである． mPのsignatureを求めるため mQの正規形を考える．

NFc;(mQ) = NFa(LM--<=(mQ)) + NFc;(mQ-LM--<=(mQ)) 

と分けることができる．仮定より，

NFa(LM--<=(mQ)) = NFa(LM--<(m)LM--<=(Q)) = NFa(m(x，[;)S(P)) = m(x，{;)S(P) 

である．一方で，

LM(NF c;(mQ) -LM--<= (mQ)）::Sm LM(mQ-LM--<m(mQ))--<m LM(mQ) = m(x, {;)S(P) 

が成り立っ．したがって，

S(mP) =LM(N応 (mQ))=m（以）S(P)

が示される．

(3) (2)の証明と同様に進めるが， m(x,{;)S(P) ¢ NS(Syz)の場合は，

であるため，

NFa(LM(mQ))--<mm（以）S(P)

LM(NF c;(mQ -LM(mQ))--<m m(x, {;)S(P) 

LM(NFa(mQ))--<m m(x，的）S(P)

となる．このことから，

S(mP) = LM(N伶 (mQ))--<mm（疇）S(P)

が示される．

補題 7

NS(Syz) = Lである．
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証明 signatureの定義より，区 cNS(Syz)は明らか．一方， VsE NS(Syz)に対しs=m(x , ~)e; (m(x, ~) E 

M)とかけ， P=mP;とおくと補題6(2)より，

S(P) = S(mP;) = m(x,~)S(P;) = m(x,~)e; = s 

である．よって， NS(Syz)c I:である．

補題 8(signatureの打ち消し，保存）

P,P'E J ¥ {O}とする．

(1) LM(P) >-LM(P')かつ S(P)= S(P') = sのとき，ある a,bE Kxが存在して，

S(aP + bP')→m S(P)かつ LM(aP+ bP') = LM(P) 

とできる．

(2) S(P)らmS(P')のとき，任意の aEK又bEKに対して，

S(aP + bP') = S(P) 

が成り立っ．

証明以下P,P'の表現ベクトルを Q1,Q2とする．

(1) LM(Q1) = S(P) = S(P') = LM(Q分であるので， LTを同じにするように定数倍を行う．すなわち，あ

るa,bE Kxとして， LT(aQ1)= LT(-bQ2)とできる．このとき， aP+bP'の表現ベクトルはaQ1+bQ2

であり， aQ戸 bQ2において LM(Q1）の係数は 0となる，これは

S(aP + bP') = LT(aQ戸 bQ叫-<mLT(Q1) = S(P) 

を意味する．一方， LM(P)>-LM(P'）より aP+bP'ではLM(P)の項が残る．よってLM(aP+bP')= LM(P) 

である．

(2) S(P)呂mS(P')より LM(Qi)>-m LM(Q2)である．よって任意の aEK又bEKに対して aQ1+bQ2

のLMはLM(aQ1)である．これは， S(aP+ bP') = S(P)を意味する． I 

補題 9

m(x,~) EM, PE J¥ {O}に対して， S(mP)= m(x, ~)S(P) であるとする．このとき， u(x，~) I m(x，~)で

ある u(x,~) EMに対して， S(uP)= u(x ， ~)S(P) である．

証明 S(uP)=J u(x,~)S(P) を仮定する．補題 6 より S(uP) -<m u(x,~)S(P) である．
m(x,~) 

w(x,~) = とする．（ここでw(x,~)u(x, ~) = m(x，~)であるが wu=m となるとは限らないことに
u(x,~) 

注意，前者は K[x,~] における可換の積で後者は D における非可換の積である．）このとき，

S(mP) = m(x,~)S(P) = w(x,~)u(x,~)S(P) >-m w(x,~)S(uP) とm S(wuP) = S(mP) 

となり矛盾が導かれる．最後の等号 S(wuP)= S(mP)は補題 6(2)の証明の流れと同様に示される．実

際， Pの最小表現ベクトルを Q=(Q1,..,,Qr)とすると， S(P)= LM(Q)である．このとき wuP= 

wuQ1凡＋．．．＋wuQ堺と表される．ここで， wuQ= (wuQ1,..., wuQr)はwuPの表現ベクトルである．

NF a(wuQ) = NF a(LM--<m (wuQ)) + NF a(wuQ -LM--<m (wuQ)) 

と分けることができる．仮定より， NS(Syz)ぅS(mP)=m(x， ~)S(P) ゆえ，
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NFc;(LM-<=(wuQ)) = NFc;(LM-<(w)LM-<(u)LM-<=(Q)) = NFc;(w(x,~)u(x,~)S(P)) = 

NF c;(m(x, ~)S(P)) = m(x, ~)S(P) = S(mP) 

である．したがって，

S(wuP) = LM(N玲 (wuQ))= S(mP) 

が示される．

3 6—簡約と e—グレブナー基底
定義 10(6ー簡約）

P, R E I, Q E I¥ {O}, s E M とする． P が s と Q により R に 6-top—簡約するとは，ある m(x，~) E 

M,aE応が存在して以下を満たすときにいい， P→Q Rで表す．（以下，単に e簡約と表記する．）6,s 

(1) R = 0もしくはLM(R)--<LM(P)かつ R=P-amQ

(2) S(mQ)--<m S 

sを明示しない場合， s= S(P)とする．このとき， S(R)= S(P)である．また， Q(もしくはmQ)を6-

簡約元という．（mとQの間はDにおける非可換の積である．） Iの部分集合Hに対して， Hの元を G-簡

約元として G簡約することを， P→g,sRで表す．

注意 1(regular簡約と singular箇約）

定義 10における簡約を regular6-top—簡約と呼ぶ．これと対比して定義 10 において S(mQ) =Sm S(P)と

した場合を singular6-top—簡約と呼ぶ．グレブナー基底の理論において，簡約操作により左イデアルの元

が0になるが，これにはsingular簡約が対応する．

定義 11(6-既約と G—可約）

s EM, PE Iに対して Pがsに関して e既約とは， PをG簡約する Qが存在しないときにいう． sを
明示しない場合， s=S(P)とする． G既約でないときに Gー可約という．

補題 12(6ー簡約の有限性）

PE I¥ {O}に対して， G-簡約を可能な限り行う．この操作は有限回で停止し，停止したときに得られる元

は6ー既約である．

証明 Pl= Pとし， e-簡約の操作で得られる列(P1,P2,...）を考える．このとき， LM(A)>--LM(P2) >--・ ・ ・ 
の降下列が得られる．ぺは項順序のため，この降下列は有限回で停止する． I 

補題 13 （既約元の LM 一意性•最小性）

P,P'EI¥ {O}に対して P,P'はG-既約であり， S(P)= S(P'）とする．このとき LM(P)=LM(P'）であ

る．さらに， sE NS(Syz)に対して， signatureがsとなる PEIでLM(P)が最小になるものは G既約

であることも分かる．

証明 P,P'EIとして， P,P＇は G-既約であり， S(P)= S(P')とする． LM(P)=/ LM(P')として矛盾を
導く．必要であればPとP'を取り替えることでLM(P)>--LM(P')とする．補題8(1)よりある a,b E Kx 

が存在して

S(aP + bP') --<m S(P), LM(aP + bP') = LM(P) 
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とできる．このとき aP+bP'はPのG簡約元となるので， PがG既約であることに反する．

次に， sE NS(Syz)をとる． signatureがsになる Iの元のLM全体H(s)を考える．すなわち，

H(s) = {LM(P) IP E J, S(P) = s} 

である．単項式の集合は整列集合であるので， H(s)には最小元が存在する．この最小限を与える PEI

はG既約であることを示す．もしそうでないとすると， G-簡約元が存在する．すなわち，ある P'EJで

S(P')令mS(P)かつ LM(P)= LM(P')となるものが存在する．このとき,P'でe-簡約されたものを P
とすると，

S(F) = S(P) = sかつ LM(P)--<LM(P)

となり， Pの取り方に反す．

補題 14 （既約元の signature 一意性•最小性）

P,P'E J¥ {O}に対して P,P'はG-既約であり， LM(P)=LM(P')とする．このとき S(P)= S(P'）であ

る．これより， m(x,~) E LM(J) に対して， LM が m(x,~) となる p E JでS(P)が最小になるものはG既

約であることも分かる．

証明 P,P'EJ¥ {O}に対して P,P＇は 6-既約であり， LM(P)= LM(P'）とする． S(P)=J S(P')として
矛盾を導く．必要であればPとP'を取り替えることでS(P)>-m S(P')とする．このとき， PはPの6-

簡約元となるので Pの取り方に反す．

次に， m(x,~) = LM(P)として以ドの集合を考える．

M(m(x,~)) = {S(P) IP EI, LM(P) = m(x，く）｝

M(m（パ））には最小元が存在する．この最小限を与える PEIはe既約であることを示す．もしそうで
ないとすると， e-簡約元が存在する．すなわち，ある P'EJでS(P')--<m S(P)かつLM(P)=LM(P'）と
なるものが存在する．これはPの取り方に反す． I 

系 15（簡約元の既約性）

定義 10の記号を用いる． PEJ¥{O}がG-既約でないとする．このとき， PのGー簡約元mQとして， 6-

既約なものがとれる．

証明 LM(P)をLMとする Iの元でsignatureが最小のものはe既約である．

定義 16(e—グレブナー基底）

I の部分集合 G が以下を満たすとき， I の G—グレプナー基底という．

各G既約である PEJ ¥ {O} に対して，ある m(x,~) EM, g E Gが存在して次を満たす．

LM(P) = m(x, ~)LM(g) かつ S(P) = m(x, ~)S(g) 

（上のm(x,(）はどちらも同じ単項式を指す．結果として LM(mg)= m(x,~)LM(g), S(mg) = m(x,~)S(g) 

である．）

注意 2

定義 16のmgは，補題13より G既約である．さらに， gもG既約である．このことから定義 16のGを

G既約なものだけからなるとしてよい．これを Gグレブナー基底の定義にはじめから加えておくこともで

きる．
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補題 13より， G既約な元の LMはsignatureで一意に定まるので，定義 16の別の言い方として以下が

ある．

定義 17(6—グレブナー基底その 2)

Iの部分集合Gが以下を満たすとき， Iのeグレブナー基底という．
各sE NS(Syz) に対して，ある m(x,~) EM, g E Gが存在して次を満たす．

m(x, ~)S(g) = sかつ mgはG既約

補題 14より，各m(x,~) E LM(I) に対し LM が m(x，~)となる e既約な元が存在し，その signature は

m(x,＜）で一意に定まるので，定義 16の別の言い方として以ドがある．

定義 18(6—グレブナー基底その 3)

Iの部分集合Gが以下を満たすとき， IのG-グレブナー基底という．

各 u(x,~) E LM(I) に対して，ある m(x,~) EM, g E Gが存在して次を満たす．

LM(mg) = u(x,<）かつ S(mg)= m(x,~)S(g) かつ mg は e既約

以下の命題は定義 18より直ちに示される．

命題 19(6—グレプナー基底はグレブナー基底である）

IのGグレブナー基底はIのグレブナー基底を含む．

補題 20(singular簡約による 0簡約）

GをIのGグレブナー基底とする．このとき， PEI¥ {O}はGによる singu血簡約で0になる．

証明 PEIに対して PがG既約でなければ， regular簡約が適用されG既約な元に簡約される．このと

き， Gグレブナー基底の定義より，ある G既約なmg(m(x,~) EM, g E G)が存在して S(mg)= S(p)と

なる．（LM一意性より LM(P)=LM(mg)である．）よって，ある aE Kxを取れば， LT(amg)をLT(P)

と一致させることができ， P'=P-amgは

S(P')--<m S(P)かつ LM(P')--<m LM(P) 

となる．これはsingul紅簡約が行われることを意味する．以下，上記の操作を繰り返すことで，

P→P'→P"→・・・

となる signatureに関する減少列ができる．これは有限回で止まるので最後は0になる．

命題 21 ⑯—グレブナー基底の存在）

各sE NS(Syz)に対して signatureがsであるような G既約な元を一つ取り，それを凡とする．このと

き{PsI s E NS(Syz)}は6-グレブナー基底である．

Sグレブナー基底の定義では無限集合を許すので以上の命題21より G-グレブナー基底の存在が示された．

以下ではさらに有限性を示す．

命題 22(6—グレプナー基底の有限性）

Gを6グレブナー基底とする．このとき， Gの有限部分集合で G-グレブナー基底となるものが存在する．

証明以下の写像を考える．

V:G印斤→ (LM(g),S(g)) EM印M
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ディクソンの補題により， Gの有限集合HでV(G)で生成されるモノイデアルを生成するものが存在する．

このとき， HがG-グレブナー基底になることを示す． PEJ¥{O}を6-既約とする． e-グレブナー基底の
定義より，ある m(x,e)EM,gEGが存在して

m(x,e)S(g) = S(mg) = S(P)かつ m(x,e)LM(g)= LM(mg) = LM(P) 

が成り立つ．一方， Hの取り方より，ある u(x,e), v(x, e) EM, h EHが存在して

LM(g) = u(x, e)LM(h)かつ S(g)= v(x,e)S(h) 

となる．補題6より v(x,e)S(h)= S(vh)でもある．

1. u(x, e) = v(x, e)の場合， m'(x,e)= m(x,e)u(x,e) = m(x,e)v(x,e)とする．このとき， S(P)E NS(Syz) 

なので補題6(2)から，

となる．

LM(P) = m(x,e)LM(g) = m(x,e)u(x,e)LM(h) = m'(x,e)LM(h) = LM(m'h) 

S(P)=m（パ）S(g)= m（パ）v(x,e)S(h)= m'(x,e)S(h) = S(m'h) 

2. u(x，e) -< v(x,e)の場合，このとき， u(x,e)S(h) -<m v(x, e)S(h)である． 1の場合と同様に m'(x,e)を

定める．

1の場合と同様に LM(P)= LM(m'h)であり，

S(P) = m(x, e)S(g) = m(x，e)v(x，e)S(h) :>--m m(x, e)u(x, e)S(h) = m'(x, e)S(h)とm S(m'h) 

となる．これはm'hがPのe簡約元となるのでPの取り方に反す．

3. u(x, e) :,.-v(x，く）の場合， m'(x,e)= m(x，e)v(x, e)とする．

1の場合と同様に S(P)= S(m'h)であり，

LM(P) = m（パ）LM(g)=m（パ）u(x,e)LM(h) :,.-m（パ）v（パ）LM(h)= m'(x,e)LM(h) = LM(m'h) 

であるが， Pはe既約であるので，その LMが最小値になることに反す．

以上により u(x,e)= v(x，く）しか起こりえず， HがGグレブナー基底である．

定義 23（原始性）

p E Jはe既約であるとする． m(x，e)E M¥{1},P'E JでP＇は G-既約であり，さらにLM(mP')= LM(P) 
かつ m(x,e)S(P') = S(mP') = S(P)となるものが存在しないとき， Pを原始的であると呼ぶ．

補題 24 （極小 G—グレブナー基底）

Gをeグレブナー基底とする． Gの原始的なもののみからなる集合をGとする．このとき， Gはeグレ
ブナー基底である．この Gを極小 G-グレプナー基底と呼ぶ．

証明 GをG既約なものからなるとしてよい． Gの元gで原始的でないものがあった場合に，ある gE G 

で原始的かつLM(mg)= LM(g), m(x,e)S(g) = S(mg) = S(g)となるものが存在することを示せばよい．

以下ではGの元gが原始的でないとする．このとき，定義23より，ある m(x,e)EM¥ {1}, PE Jが存在

して
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LM(mP) = LM(g)かつ m(x,e)S(P)= S(mP) = S(g) 

である． PはG既約である．そこで， G-グレブナー基底の定義より， Gの元g1で，ある m1(x,e)EMが

存在して，

LM(m1g1) = LM(P)かつ m1(x,e)S(g1) = S(m1g1) = S(P) 

となる．よって，

LM(mm団1)= m(x,e)LM(m1g1) = m(x,e)LM(P) = LM(g) 
m(x，砂）叫(x,e)S(g1) = m（疇）S(m辺1)= m(x, e)S(P) = S(g) 

である． S(g1)-<m S(g)に注意する． g1が原始的でない場合には，この操作を有限回繰り返すことで原始

的な9€ Gが導出され，これが求めるものである， 1 

4 6—グレブナー基底の構成

Wey1代数においても，多項式環同様の議論で G-グレブナー基底を計算するアルゴリズムを構成するこ

とができる．以下では簡単のためグレブナー基底の元はすべて monicとする．（LCを1とする．）

定義 25(s以下（未満） e-グレプナー基底）
sEMとする． Iの部分集合Gが以下の条件 1を満たすとき， Iのs以下（未満）e-グレブナー基底とい
ぅ．必要に応じて，条件 1を条件2に饂き換えることができる．

（条件 1)signatureがs以下（未満）で， G既約であるようなPEI¥ {O} に対して，ある m(x,~) EM, g E 

Gが存在して次を満たす．

LM(P) = m(x,~)LM(g), S(P) = m(x,~)S(g) 

（条件2)s'E NS(Syz)でs'はs以下（未満）なものに対してある m(x,0 E M, g E Gが存在して次を満
たす．

S(mg) = m(x,~)S(g) = s1かつ mgはG既約

Iのs以下（未満）G-グレブナー基底Gを， G:::ss(G--<s)と表記する．また， Iのs未満のeグレブナー基底
がs以下の Gグレブナー基底にはならないとき， sを必要なsignatureといい，そうでないときに sを不

要なsignatureという．

定義 26（正則対， S多項式）

Pi,P2EI¥{O}とし，それらはmonicとする．対(Pぃ杓）の S多項式を Spoly(P1,P:刃＝m1P1-m2的と
する．すなわち m1,m2の全表象はそれぞれ

LCM(LM(Pi),LM(P2)) LCM(LM(Pi),LM(P2)) 

LM(Pリ 'LM(P2)

であるとする．（S多項式の m1と化の間と m2とP2の間の積はDにおける非可換の積である．）ここで，

S(m1Pi)ヂS(m2P2)のとき，（P1,P2)を正則対といい， Spoly(P1,P2)を正則なS多項式という． m1P1と

叩 P2のうち， signatureの大きいほうを主成分と呼ぶ．このとき， Spoly(Pi,P2)のsignatureは主成分の

signatureに等しい．これを正則対 (P1,P2)のsignatureと呼ぶ．
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例えば正則対 (P1,Pりの主成分がm1P1である場合， S多項式の signatureS(m1Pi)は補題 6(2)より

m1(x,()S(Pi)で表される．続いて，以下の命類は定義 25の条件2より直ちに示される．

命題 27

s E NS(Syz)とし， G-<sをs未満G-グレブナー基底とする．

(1)ある m(x,()EM, g E G-<sが存在して次を満たすとする．

s = m(x, ()S(g)かつ mgはG既約

このとき， m(x,()S(g) = S(mg) で， G-<• 1まs以下eグレブナー基底である．すなわち， sは不要な
signatureである．

(2)上記の m(x,(),gが存在しないとき， sをsignatureに持つ G既約な元9sEIを一つとる．このとき

G-<sにgSを加えた集合は s以下Gグレブナー基底である．すなわち， sは必要な signatureである．

命題27(2)のときに gSを構成する必要があるが，このためにはsignatureがsである S多項式を構成し

(regul紅） G-簡約を施すことで得られる．

命題 28

s = m(x,~)e; E NS(Syz)とし， G-<sをs未満Gグレブナー基底とする．

S= {(m(x,(),g) I m(x,() E M,g E G-<s,m（パ）S(g)=s}

とする．このとき s# 0 である．さらに S の元 (m1(x,~),g1) で LM(m1g1) が最小になるものをとる．

で，以下が成り立っ．

(1) LM(m1g1) = LM(m2g2)となる四（以） EM,g2 E G-<sで，四(x,()S(g2) --<m sとなるものが存在

しないとき， m1g1はG既約である．（すなわち，この場合にはm辺1から作られる signatureがsの

正則な S多項式は存在しない．）命題27(1)より G-<sはs以下Gグレブナー基底であり， sは不要な

signatureである．

(2)上記の m2(x,()EM, g2 E G-<sで四（疇）S(g2)--<msとなるものが存在するとき， m1g1-m2g2は

gぃ92の正則なS多項式Spoly(g1,g分で，そのsignatureはsである．この場合はgSとして Spoly(g1,92) 

を可能な限り e簡約したものとすれば， gSはsignatureがsのG既約な元であり，命題27(2)より
G-<s U {gs}はs以下Gグレブナー甚底であり， sは必要な signatureである．

証明 (S# 0であること）まず，

s = m(x,()ei E NS(Syz)⇒ e; E NS(Syz) 

である．（対偶をとれば明らか．） S(Pi)= e;であり signatureがe，の G既約な元が存在するので， e-グレ
ブナー基底の定義より G-<sの元でその signatureがe;となるものが存在する．その元を giとすると，

S(mg;) = m(x, ()S(g』=m(x,()ei= s 

である．したがって (m(x，く）航） ESである．

(1) m団 1がe既約ではないと仮定する．
このとき， m1g1のG簡約元として G既約なもの Qがとれる．実際，補題14より，

M(LM(m1g1)) = {Q EI I LM(Q) = LM(m1g1)} 
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とおけば， M(LM(m1g1)）=J0であり，この中でsignatureが最小のものを QとすればQはG既約である．
Qはm辺1の6簡約元であり S(Q)--<mSであるので， G--<sの定義から，ある m2(x,,)EM, 92 E G--<sで

叩 (x,,)S(g2)= S(Q)--<m Sかつ LM(m2g2)= LM(m1g1)となるものが存在し，これは仮定に矛盾する．

(2)附（パ） （i = 1,2) EMをそれぞれ

LCM(LM(g1), LM(g2)) 

LM(gi) 

とし，妬 (i= 1,2) EDの全表象をそれぞれ叫(x，く）とする．糾(x,,)I mi(x，')であり， m1(x,,)LM(g1)= 

匹（パ）LM(g2)より，

叫 (x,') 四（パ）LM(gり 四（x，叫）LM(g叫四（疇）

叫x,,) LCM(LM(g1),LM(g2)) LCM(LM(g1),LM(g叫）四(x,,)

である． v(x,,)=
叩（パ）四(x,,)
町 (x,~) 四 (x,~)

＝ とする．ここで， LM(m1)= LM(v附）， LM(m分＝ LM(v四）であ

る．

g1,92のS多項式を Spoly(91,92) = u191 -u292と表記すると， vSpoly(91,92)＝四1釘ー VU凶2となり，

LM(m辺1)= LM(m292) = LM(vu191) = LM(vu函）より，

LM(vSpoly(91叩）） --<LM(m叩）

である．また， S(m辺1-m2ぬ） ＝S(m191) = m1(x，')S(91) = sであることから，

v(x,,)u1(x,~)S(91) = m1 (x,~)S(91) >-m m2(x, ~)S(92) = v(x,,)u2(x, ~)S(92) 

となるため，これと補題9から，

S(vSpoly(9い92))= S(vu191 -vu292) = S(vu191) = S(m1釦） ＝ S 

である． S（畑191)= S(m191)の部分は補題9の証明の後半の議論と同様に示される．したがって，

S(vSpoly(91, 92)) = S(m191 -m292) 

となる．ここで，附＝ m1であれば， m団1-m292は(91,92)のS多項式 Spoly(91,92) = U191 -u凶2に

一致し，その signatureはsとなる．これを e簡約して signatureがsのGー既約な元が構成される．

以下ではmヂm1が起こりえないことを示す． U1"F m1と仮定すればS(Spoly(91,9サ）--<mSであるので，
eグレブナー基底の定義からある m3EM, 93 E G--<sが存在して，

叩（パ）S(93)= S(m函） ＝S (Spoly(91, 9叫）芦 sかつ m393はG既約

である．このとき，補題13より LM(m⑲3)さLM(Spoly(9い92)）となる．ここでw(x,,)= ~ = 
加 (x,Om孔x,,)
叫x,~)

v(x,,)叫 (x,,)とすると，

w(x,,)S(93) = v(x,,)S(m393) = v(x,,)S(Spoly(91, 92)) = s 

であり，

w(x,')LM(93) = v（パ）LM(m函）:=≪ v(x，叫）LM(Spoly(91,92)）--< LM(m191) 

となる．（w(x,,)，恥） ESであるが (w(x,,),93)のほうがLMが低いことがわかり (m1(x，,),9けの取り方

に反す． I 

命題28を別の見方をすると以下になる．
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命題 29

s E NS(Syz)とし， G--<sを8未満6グレブナー基底とする．

(1) G--<sの元の対 (g,gりで，その S多項式の signatureが sになるものが存在したとする． sが必要な

signatureであるための必要十分条件は， signatureがsになる mg(m(x,~) EM, g E G--<s)でLMが

最小のものを主成分とする正則対が存在することである．

(2)上記の対(g,g')で，その S多項式のsignatureがsになるものが存在しないとき， sは不要な signature

である．

命題29をs以下 Gグレブナー基底に置き換えて考える．

命題 30

s E NS(Syz)とし， G:<sをs以下 6グレブナー基底とする． G:<sの元よりなる正則対の集合を SPとし，

最小の signatureを8'とする．このとき， G:<sは 8’ 未満G-グレブナー基底である．

証明 8をG:<sが8未満の Gグレブナー基底となるような最大の signatureとし， S-<m 8'として矛盾を
導く．実際， G:ssが8未満の G-グレブナー基底であるが， signatureが8の正則対が存在しないので，命

題 29より G:<sは8以下Gグレブナー基底となり，仮定に反する． I 

命題29,30より Gグレブナー韮底の計算アルゴリズムが得られる．さらに同じアルゴリズムでそのまま

グレブナー基底を計算することができる．具体的には， signatureに閲する帰納法で計算する． 8未満G-グ

レブナー基底 G--<sが与えられたとき，命題 29の必要十分条件を確認し，必要な signatureであれば命題

28(2)のように S多項式を簡約して得た gSをG--<sに追加する．不要な signatureであればG--<sはそのまま

でよい．これにより s以卜・e,-グレブナー基底 G:ssを得る．さらにこれと命題30により新たな 8’未満e
グレブナー基底 G--<s'を得る．この繰り返しでGグレブナー基底 Gが得られる．以下では signatureがい

つでも計算できる場合のアルゴリズムの概要を挙げる．

Signature-based algorithmの概要 (Weyl代数版）， signatureがいつでも計算可能な場合

(1) G={Pi,...,Pr}より始める．（最小の signaturee1より開始する． Gはe1以下 Gグレブナー基底で

ある．）

(2) Gの元よりなる正則対の集合を SPとし， signatureの小さい順に並べる．最小の signatureをsとす

る．（Gはs未満G-グレブナー基底である．）

(3) sに対して命題29(1)の必要十分条件をチェックする．

(3-1)正しい場合：最小の LMになるものを主成分とする S多項式を作成し，これに G簡約を行って

G既約な元g8を計算する．これを Gに加え， Gから signatureがg8と同じものを削除する．（G

はs以下Gグレブナー甚底である．）

さらに SPより signatureがsである正則対をすべて消去し，新たに gSを成分とする正則対を

SPに加える．ステップ(2)に戻る．

(3-2)正しくない場合： SPより signatureがsである正則対をすべて消去し，ステップ(2)に戻る．（G

はs以下Gグレブナー基底である．）

(4) GをGグレブナー甚底として出力する．

GがGグレブナー基底となったところで，すべての正則な S多項式は (3-2)となり，新たな S多項式の

計算は発生しない．
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5 予想signatureによるグレブナー基底計算

定義 31（予想signature)

PE  IをS(P)が既知の元とする．このとき， mEMに対して m(x,OS(P)をS(mP)の予想された

signatureと呼び， S(mP)で表す．補題6より S(mP)= S(mP)である必要十分条件は， m(x,~)S(P) E 

NS(Syz)である．予想された signatureに基づいて構成した正則対を擬正則対と呼び，これから作られる

s多項式を擬正則s多項式という．擬正則s多項式の signatureは（断りのない限り）予想された signature
を考えるものとする．予想された signatureと真の signatureが異なるとき，予想された signatureを偽の

signatureといい，さらに擬正則対を偽の正則対，その S多項式を偽の S多項式という．

通常非可換環においては予想された signatureを多項式環のように構成しようとしても，単項式の加群単

項式への作用（単項式と加群単項式の積）が加群単項式とはならない．（非可換の積ではお釣りの項がでて加

群の多項式となってしまう．）しかし Wey!代数に関してはLMに関して可換で計算できるという性質があ

り，上記の定義のようにして Dにおける積ではなく可換の積によって構成することができる．

Wey!代数においても，多項式環同様の方法で予想された signatureを構成しながら帰納的に eグレブ
ナー基底を計算することができる．

命題 32

sEM とし，叫を s 未満 Gグレブナー基底とする． m(x,~) EM, g E G-<s に対して m(x,~)S(g) = s 

であるが S(mg)=I=m(x,~)S(g) であれば s E LM(Syz)であり， mgはsとG-<sに関する G簡約により 0

となる．特に偽の S多項式はそのsignatureをsとすると， sとG-<sに関する 6ー簡約により 0となる．

命題 33

sEMとし， G-<sをs未満G-グレブナー基底とする．

(1) G-<sの元の対 (g,g')で，その擬正則 S多項式の signatureがsになるものが存在したとする．このと

き， sが必要な signatureであるための必要十分条件は以下の 2つが成り立つことである．

(1-1) signatureがsになる mg(m(x,~) EM, g E G-<s)でLMが最小のものを主成分とする擬正則対

が存在する．

(1-2)擬正則 S多項式を Gー簡約して 0にならない．

(2)上記の対(g,g'）で，擬正則s多項式のsignatureがsになるものが存在しない場合， sは不要なsignature
である．

証明 (2)は明らか．

(1-2)において， S多項式が0にe簡約されることは結果として s(/: NS(Syz)であることを意味し，
簡約されないことは S多項式の真の signatureはs未満ではないことを意味する．この場合に予想された

signatureはsであるので，真の signatureはsである．

さらに (1-1)が成り立つので，命題29より sは必要な sigantureであり， S多項式を 6ー簡約することで

真の signatureがsである G既約な元9sが求められる． I 

命題33をs以下eグレブナー基底に置き換えて考える．

命題 34

sEMとし， GゴS をs以下Gグレブナー基底とする． G::ssの元よりなる擬正則対の集合を SPとし， sよ

り大きいsignatureの中で最小のものを s'とする．このとき， G::ss'まs’未酒eグレブナー基底である．
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証明 8 を G::,• が 8 未満の Gグレブナー基底となるような最大の signature とし， S -<m S'として矛盾

を導く．実際， G::,・が8未満の Sグレブナー基底であるが， signatureが8の擬正則対が存在しないので，

命題 33 より G::,• tま8以下Gグレブナー基底となり，仮定に反する． I 

注意 3(syzygy criterion) 

命題33(1)において，予想された signaturesが過去に偽signatureと判断されたもの s'で割れた場合， S

も偽である．（s'ELM(Syz)より， s= m(x,()s'であればsE LM(Syz)である．）そこで，これらの偽

signatureを保管しておいて sへの偽判定への quicktestとすることができる．

Signature-based algorithmの概要 (Weyl代数版）， signatureを並行して計算する場合

(1) G={Pi,...,Pr}より始める．（最小の signaturee1より開始する． Gはe1以下 Gグレブナー基底で

ある．）

(2) Gの元よりなる擬正則対の集合を SPとし， signatureの小さい順に並べる．最小のsignatureをsとす

る．（Gはs未満Gグレブナー甚底である．）

(3) sに対して命題33(1)の必要十分条件をチェックする．（注意3をquicktestとして偽sigantureの判定を

行うことができる）

(3-1)正しい場合：最小の LMになるものを主成分とする S多項式を作成し，これに G簡約を行って

G既約な元gsを計算する．

(A) g. = Oのとき， sE LM(Syz)である．これは偽であり不要な signatureである．

(B) g. i= 0のとき， sE NS(Syz)であり必要なsignatureである． gSをGに加える．

Gから signatureがg.と同じものがあればそれを削除する．（Gはs以下Gグレブナー基底であ

る．）さらに SPより signatureがsである擬正則対をすべて消去し，新たにgsを成分とする擬

正則対を SPに加える．ステップ(2)に戻る．

(3-2)正しくない場合： SPより signatureがsである擬正則対をすべて消去し，ステップ (2)に戻る．

(Gはs以下Gグレブナー基底である．）

(4) GをGグレブナー韮底として出力する．

GがGグレブナー基底となったところで， GをG既約な元のみにしておけば， Gから擬正則対は発生

しない．このアルゴリズムをまとめたものが次のものである．

アルゴリズム 1(signature-based algorithm (Weyl代数版））

input: F = {Pい•.．， Pふ -<m

output: Fの生成する左イデアルの Gグレブナー基底G

SP←{(P,Q) I P,Q E F; (P,Q)は擬正則対｝， G←F
while (SP i= 0) do 
s ←min-<m位(Spoly(P,Q))}((P,Q) ESP) 
if (quick~est で偽ではない） then

if (S(mR) = sとなる mR(m(x,() EM, REG)の中で

LM最小のものを主成分とする擬正則対(P',Q'）が存在） then

h ←Spoly(P', Q'), h---+g,. Ti 
if (h i= 0) then 
G←GU {h} 
SP←SPU {(P,h) Ip E G; (P,h)は擬正則対｝
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end if 

end if 

end if 

SP←SP ¥ {(P, Q) I S(Spoly(P, Q)) = s} 
end while 

return G 

多項式環における SBAと比較して， h←Spoly(P',Qりと h---+は,shの2箇所が変更点である． s多項
式を Dにおける積で作成し G簡約を Dにおける積で行う．一方で予想された signatureは可換の積で構成

する．これにより Weyl代数においても SBAが適用できる．
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