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Abstract 

Faugもre[1] presented the Fs algorithm for efficiently computing Grobner bases but the proof of its 
termination and correctness was incomplete and since then many efforts have been devoted to verify 
them. As a result many variants of the Fs algorithm have been proposed by various researchers and 
they are called signature based algorithms. A Survey by Eder and Faugere [4] gives a summary of 
signagure based algorithms. In this article we explain the basics of signature based algorithms and 
reports the computational results by our implementation of a simple signature based algorithm in 

Risa/Asir. 

1 概要

Faug如re[1]が凡を発表したが，そこで述べられているアルゴリズムの停止性，正当性に不備があり，以

来，その正当化のための研究が数多く行われてきたその過程で凡アルゴリズムの多数の変種が考案され

たこれらはまとめて signature-basedalgorithm（以下， SBA)とよばれている． Eder-Faug如reによるサー

ベイ [4]は 2014年にプレプリントが arXivに載り，そこでは 2014年ごろまでに行われた SBAに関する

研究のほとんどが解説されていた我々は 2014年からこのサーベイを元に勉強会を開き， SBAを理解し

ようと努めたが，依然として理解困難な点があり，計算機上への実装はなかなか実現できなかった 2016年

からは T.Vaccon氏も交えて議論した結果， Arri-Perry[3]で示された枠組みをもとに理論を構成するこ

とで，理解および実装可能なアルゴリズムを構成することができたこのアルゴリズムは Vaccon—横山 [5],

Vaccon-Verron横山 [6][10]がtropicalversionのSBAとして発表しているが通常の多項式環上のアルゴ

リズムとしてよりわかりやすく解説したものが [7][8]である．本稿では，［8]に基づいてこのアルゴリズムの

原理を解説し， Risa/Asirへの実装とその現時点での性能について報告する．

*1 E-mail: norocrikkyo.ac.jp 

*2 E-mail: kazuhirocrikkyo. ac. jp 
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2 Signature 

k を体， R= K[x1,...，叫とする． I=〈Ji,...'ft〉を Rのイデアルとする＜を Rの項順序，ぺを

R£ =Re1 (••· EB Recの加群項順序りとする． fER(hERりに対し，＜ （-<)に関する係数 1の先頭単

項式を LM(f)(LM(h)）と書く．

定義 1(signature) £ c 

f EI, f=I=〇に対し， S(f)= min-s{LM(h) I h = Lh;e; E Rm,~こ hふ＝ f}をfのsignatureと呼ぶ
i=l i=l 

注意 1

f＝区に見なる任意の表示に対し LM（区：＝1h;e,)を fのsignatureと呼んでいる文献もある．紛らわ

しい場合には，ここで定義した signatureをminimalsignatureと呼ぶ

定義 2

M をRの係数 1の単項式全体， M をがの係数 1の加群単項式全体とするとき， Syz,NSを次で定義する．

Syz = syz(f1,..., ft)=｛こ厄 ILhd; = O} C RR, NS= {me; Im E M,me; ~ LM(Syz))} C闊

i=l i=l 

定理 3(sygyzyのグレブナー基底と signaure)

Gをsyz(/1,...,le)のぺに関するグレブナー基底とし， N丘 (h)を hEREの Gによる剰余とする．

1. f = ~~=1 hふ EI,ff= 0に対し， S(f)=LM(NF瓜~~=lhゃ））．

2. {S(f) I/ E I,f f= O} = NS. 

3. mEMとすると S(mf)::<mS(f)で， S(mf)= mS(f)⇔ mS(f) ENS. 

証明

1. h =区：＝1h年， r=区:=1叫＝ NFc(h)とすると，!=区:=1hふ＝区:=lrふである．もし

S(f)--< LM(r)ならば， h'＝こい尻e，が存在して f= ~i=lhはかつ LM(h'）--< LM(r)となる

が，このとき r-h'E Syzとなるので LM(r-h') = LM(r) E LM(Syz)となり矛盾であるよって

S(f) =LM(r). 

2.明らか

3. f = ~~=1 hふ， LM（~:=1 応） ＝S(f)とする． h'＝こいmhieiとおくと mf＝こいmhふ，

LM(h') = mS(f)より S(mf)::<mS(f). mS(f) = S(mf)なら 2.より mS(f)ENS. mS(f) ENS 

ならば， LM(h')ENSより LM(h')= LM(NFc(h')) = S(mf) 

mS(f)をmfの guessedsignatureと呼ぶ場合がある．

1)加群項順序については，例えば [2]5章 2節を参照．
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定義 4(6（シグマ）ー簡約， 6-既約）

1. f E Jの先頭項を gE Jで簡約する際， S(f)~ S(mg) (m =性隠｝）が成り立つとき， （regular) 

6-top—簡約（略して G簡約）と呼ぶ

2. 1.で S(f)：：：： S(mg)としたとき singular6-(top-）簡約と呼ぶ

3. fをregular6-簡約する gEIが存在しないとき fは e既約という

fをgで G簡約して rとなるとき S(r)= S(f)となることに注意する．

定理 5(6-既約元に関する一意性，最小性）

1. s ENSとするとき， pE J, S(p) = sが G既約⇔ LM(p)= min<{LM(q) I S(q) = s} 

2. mEMとするとき， pE J, LM(p） ＝mが G既約⇔ S(p） ＝min-<{S(q) I LM(q) = m} 

3. p,p'E Jが G既約のとき S(p)= S(p'）⇔ LM(p） ＝LM(p'） 

証明

1. p,q E J, S(p) = S(q) = sとする． LM(q)< LM(p)ならば，ある CEK に対し r=p-cqが

S(r)--< sかつ LM(r)= LM(p)を満たすこの時pはrにより e簡約されるので， pは G既約でな

いよって pが G既約ならば LM(p):::;LM(q)となる． pが e既約でないなら，ある q€ Iが存在

して LM(q)= LM(p)かつ S(q)--<S(p)．このときある CEK に対し r=p-cqが S(r)= sかつ

LM(r) < LM(p)．すなわち LM(p)=J min<{LM(q) I S(q) = s }. 

2. p, q E I, LM(p) = LM(q)とする． S(q)--<S(p)ならば， pはqにより regular6-簡約されるのでpは

e既約でないよって pがe既約ならば S(p)さS(q).Pがe既約でないなら，ある qEIが存在

して LM(q)= LM(p)かつ S(q)--<S(p)．このとき S(p)=J min-<{S(q) I LM(q) = m} 

3. 1., 2.より成り立つ．

3 6—グレブナー基底
定義 6 爬—グレブナー基底）
G eIが次を満たすとき GをIの Gグレブナー基底と呼ぶ

任意の G既約な pEIに対し gE G, m EMが存在して LM(p)= mLM(g), S(p) = mS(g). 

注意 2

l. Gとして無限集合を許していることに注意する例えば， G= {g I g E I,gは G既約｝は Gグレブ

ナー基底である．

2.上の条件は次と同値：

任意の pEIに対し gE G, m E  M が存在して LM(p)= mLM(g), S(p)>:: mS(g). 

命題 7

Gが Gグレブナー基底とするとき， fが G既約⇔ LM(f)= mLM(g), S(f)>--mS(g)を満たす gE G, 

mEMが存在しない．
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証明 fが G既約でないならばある pEIが存在して S(p)-< S(J), LM(p) = LM(J)．このような p

のうち s(p)を最小のものをとれば pは e既約となるので， G-グレブナー基底の定義より gEG,mEM  

が存在して LM(J)= LM(p) = mLM(g), mS(g) = S(p)-< S(J)．逆に， LM(J)= mLM(g), S(J) >--mS(g) 

を満たす gE G, m E Gが存在するならば， p=mgとおけば LM(J)= LM(p), S(p):j mS(g) -< S(J)よ

りfはpにより regular6-簡約されるので fは G既約でない． I 

定義 8

単項式順序＜，加群単項式順序ぺが次を満たすとき，ぺは＜と compatibleであるという：

t,s EMが t<sを満たすならば， i= 1,...,£ に対し tei-< se,. 

命題 9

加群項順序ぺは項順序＜と compatibleとする． f,gE Jとし， fがe既約とする．このとき u,vEMに

対し LM(J)= uLM(g), S(f) = vS(g)ならば U=V.

証明 u>vとすると， LM(vg)< LM(ug) = LM(f). S(J) ENSで S(f)= vS(g)より vS(g)ENSな

ので S(vg)= vS(g) = S(J)．これは G既約な fに対する LM(f)の最小性に反する．

u<vとすると， compatibilityより S(ug):j uS(g) -< vS(g) = S(f)かつ LM(ug)= LM(J)より fは

ugにより regular6-可約となり， fの G既約性に反する． I 

定理 10 （有限 G—グレブナー基底）

加群単項式順序ぺが単項式順序くと compatibleのときイデアル Iの任意の G-グレブナー基底 Gに対

し，その有限部分集合で,6-グレブナー基底となるものがとれる．

証明 L = {(LM(g),S(g)) I f E G}で生成される M ① M のモノイデアルの有限生成系 L。=

{(LM(g1), S(gリ），．．．，（LM(gk),S(gk))}(g1,--・,9k E G)をとり， G。＝ ｛91,...,g吋とおく．任意の pEI

に対し， gE G, m EMが存在して LM(p)= mLM(g)かつ S(p）＝mS(g)．この gに対し g;E Go, 

u,vEMが存在して LM(g)= uLM(g;）かつ S(p)= vS(g;）．このとき命題 9より u=vが成り立つから，

LM(p） ＝muLM(gi）かつ S(p)= muS(g,)．よって G。は I の e—グレブナー基底である． I 

系 11

加群単項式順／fくが単項式順序くと compatibleのとき G既約な有限個の元からなる G-グレブナー基底

が存在する．

証明 G= {g I g E I,gは 6既約｝の有限部分集合で S グレブナー墓底となるものをとればよい． I 

定義 12

p € Iは e既約とするとき， m EM  (mナり， G-既約な p'EJで LM(p)= LM(mp'）かつ S(p)= 

mS(p'） ＝S(mp'）を満たすものが存在しないとき， pは原始的であるという原始的な元のみからなり，各

元の signatureが全て相異なるグレブナー基底を極小 Gグレブナー基底とよぶ．

命題 13

Gグレブナー基底は極小Gグレブナー基底を含む． G,G'が極小Gグレブナー基底のとき {(LM(g),S(g)) I 

g E G} = {(LM(g), S(g)) I g E G'}. 

証明 Gグレブナー基底から原始的な元を， signatureごとに 1つずつ選べば極小 G-グレブナー基底とな

る．一意性は通常の極小グレブナー基底の先頭項集合の一意性と同様に示せる． I 

系 14

加群単項式順序ぺが単項式順序くと compatibleのとき， P={S(p）|pは原始的｝は有限集合である．
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証明 G を，各 sE P に対し原始的な元を 1つずつ選んで作った集合とすると， G は極小 Gグレブナー

基底となる．一方で，系 11より有限 G-グレブナー基底が存在するので，その部分集合として有限な極小 e
グレブナー基底が存在するよって一意性より Gは有限集合であり， P も有限集合となる． I 

4 6—グレブナー基底を計算するアルゴリズム
定義 15(s以下（未満） 6-グレブナー基底）

S E Mに対し， GC I ({Ji,...,!£} C G)が次を満たすとき Gを Iの s以下（未満） G-グレブナー基底と

呼ぶ

G既約で S(p):s s (S(p)--< s)を満たす pEIに対し gE G, m EMが存在して LM(p)= mLM(g), 

S(p) = mS(g) 

注意 3

ei。 =min-<閏とすれば，｛Ii,...'Jg} は e,。以下 G—グレブナー基底である．

定義 16（必要な signature)

s未満 G-グレブナー基底 Gが s以下 G-グレブナー珪底となるとき， sを不必要な signature,そうでない

とき sを必要な signatureと呼ぶ

定義 17（擬正則な Sペア）

l. g,g'EI の S 多項式が cmg —占m'g'(c,c'E K,m,m'EMのとき， mS(g)cJ m'S(g)なら p=(g,g') 

を擬正則な Sペアと呼ぶ

2. mS(g) >---m'S(g'）なら mgを， mS(g)--<m'S(g'）なら m'g'を主成分とよぶ

3.擬正則な Sペア pの主成分 mgに対する guessedsignature mS(g)を擬正則な Sペアの guessed

signatureと呼び， S(p)と書く．

注意 4

以下で行われる Gによる G簡約は，擬正則な Sペアの guessedsignature sを，その S多項式の signature

とみなして mS(g)--<sなる mEM,gEGにより簡約を行うことを意味する． Gが s未満 G-グレブナー

基底のとき， g,g'EGで， mgが mS(g)= sなる主成分でも， S(mg)< sとなる場合には， g,g'の S多項

式が Gによる G簡約で 0になる．

補題 18

s E NS(Syz)とし， Gを s未満 Gグレブナー基底とする． Z= {(m,g) I g E G,m E M,s = mS(g)｝と

し， zの元で LM(mg)が最小なものを mog。とする． LM(mogo)= LM(m1g1)となる m1EM, 91 E Gで

叩 S(g1)--< sを満たすものが存在するとき，（90,91)は guessedsignatureが sの擬正則な Sペアで，ある

co,c1EKに対し Spoly(90,91) = como90 -c叩 1釦・

証明 h= Spoly(9。切） ＝勾Uo9o-c凶 1釦 (eo,c1EK)とする． U;= 
LCM(LM(g0),LM(g1)) r; (i = 0,1)とLM(gり

おけば， uoI mo, u1 I m1で翌＝野・翌＝ tとおくと como90-c叩 191= th. s E NS(Syz)より

s = m0S(90) = S(mo9o)で，

s = S(mo9o) = S(como9o -c1”Z191) = S(th)さtS(h),

tS(h)ゴmax(tS(uo90),tS(u191)）ゴ max(tu0S(90),tu1S(91)) = max(m0S(90), m1S(91)) = s 
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より S(th)= tS(h) = s.もし tcJ 1ならば S(h)--<sより，ある gE G, mE  M が存在して mgは G既約

かつ S(mg)= mS(g) = S(h)．このとき tmS(g)= tS(h) = sより (tm,g)EZであるここで， mgはe
既約より， LM(mg)<:: LM(h) < LM(uogo)だから LM(tmg)< LM(tuogo) = LM(mogo)となり， mog。の

とり方に反するよって t=lで， h= comogo -c1m1g1,すなわち (go,91)はguessedsignature sの擬正

則な Sペアである． I 

定理 19(s 未満 eグレブナー基底からの s 以下 G—グレブナー基底の構成）

Gを s未満 Gグレブナー基底とする． Z= {(m,g) I g E G,m E M,s = mS(g)｝とし， zの元で LM(mg)

が最小なものを mog。とする．

1. LM(mogo) = LM(m1g1)となる m1EM, 91 E Gで四S(g1)--< sを満たすものが存在しないとき

mog。は G既約で Gは s以下 Gグレブナー基底このとき S(mogo)= s. 

2. LM(mogo) = LM(m1g1)となる m1EM, g1 E Gでm1S(g1)--<sを満たすものが存在するとき，

mog。を， mS(g)--< s, m EM, g E Gなる mgでできるだけ簡約したものを rとする．

(a) r = 0なら Gは s以下 eグレブナー基底で， sE LM(Syz). 

(b) r cJ 0なら (go,91)は guessedsignagureが sの擬正則な Sペアで， GU{r}が G-グレブナー

基底で S(r)= s. 

証明 1．を示すもし S(mogo)--<sなら， Gが s未満 Gグレブナー基底であることから LM(mogo)= 

LM(mg), mS(g)::<S(mogo)を満たす gEG, m E  M が存在する．これは仮定に反するので， S(mogo)= s. 

mog。が G既約でないとすれば， 6-既約な pEIが存在して LM(p)= LM(mogo)かつ S(p)--< s. Gは s

未満 G-グレブナー基底より， mEM,gEGが存在して LM(p）＝LM(mg)かつ mS(g)= S(p)．これは仮

定に反するよって mogoは G既約かつ S(mogo)= sとなるので，定義により Gは s以下 Gグレブナー

基底となる． 2.を示す (a)の場合，簡約に用いる mgはすべて mS(g)--<sを満たし、 moS(go)= sである

ことから， LM(h)= sであるような hE Syzが存在するよって sE LM(Syz)であり， S(p)= sを満たす

pEIは存在しないので， Gはs以下 G グレブナー基底である．（b)の場合，もし S(mogo)--<sならばGが

s未満 (5-グレブナー基底であることから r=Oとなるので， S(mogo)= sであるこのとき， sE NS(Syz) 

より，補題 18より (go，か）は擬正則な Sペアで，それを e簡約して得られた ri= 0は S(r)= sなる e
既約元である． I 

系 20

s E NS(Syz)で， Gが s未満 Gグレブナー基底とするとき， guessedsignature sの擬正則 Sペアが存在し

ないならば Gは s以下 G-グレブナー基底である．

証明もし定理 19の 2.の条件が成立するならば， sE NS(Syz)より，補題 18により (go,91)は擬正則

な Sペアでなければならない擬正則な Sペアは存在しないので，定理 19の 1.より Gは s以下 Gグレ

ブナー拮底となる． I 

定理 21(s以下 (5-グレブナー基底からの s1未満 (5-グレブナー基底 (s--< s1)の構成）

Gを s以下 eグレブナー基底とし， s1= minべ位(p)IPは Gから作った擬正則 sペア，s--<S(p)｝とす

ると， Gは少なくとも 81未満 G-グレブナー基底となる．

証明 N= {s'Is'>--s,Gが s'以下 (5-グレブナー甚底にならない｝とおく．もし N=0ならば，任意

の S1)--Sに対し Gは 81以下 Gグレブナー基底である． Nc/=0のとき， so=min-<Nとすると， s'--<s0 
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に対し Gは s'以下 Gグレブナー基底より， Gは so未満 Gグレブナー甚底である．仮定により Gは so

以下eグレブナー基底にならないので， soE NS(Syz)である．系 20より guessedsignature s。の擬正則

sペアが存在するよって S1:< S。で， Gは S1未満 Gグレブナー基底でもある． I 

以下で示すアルゴリズム 1は，定理 19，定理 21を交互に適用して s以下 G グレブナー基底を帰納的に

構成していく．その際，定理 21により，擬正則な Sペアが作れない sは不要な signatureである．すなわ

ち，擬正則 sペアは必要な signatureを見つけるツールとして用いられる．必要な signaturesに対し， 6-

既約な元を一つ見つければ十分なので，処理する必要がある Sペアは sに対し一つでよい．ここで，不要な

signatureを判定するための重要な性質を紹介する．

命題 22(syzygy criterion) 

擬正則 sペアの guessedsignature sが，既に知られている syzygyhに対する LM(h)で割り切れるなら，

その Sペアは捨ててよい

証明 LM(h)Isのとき， sE LM(Syz)だから sは不要な signatureでありその Sペアを処理する必要は

ない実際その Sペアから作られる S多項式の signatureはs未満であり， s未満 G-グレブナー基底に

よる e簡約で 0になる． I 

Algorithm 1 signature based algorithm 

Input : f 1,..., ft E R 

Output: J =〈f1,．．．，f£〉の Gグレブナー基底

1: G←{Ii,...,!£}; S(f;)←e; (i = 1,...,£); S←0; Sprev←=min--<{e1,..., e£} 

2: D← Gから作った擬正則 Sペア全体

3: while D =J 0 do 

4: s←min--<{S(p) Ip ED} 

5: ifsを割り切る Sの元がない then

6: R←{mg I g E G,m E M,mS(g) = s} 

7: mg←R中で LM(mg)が最小の元

8: if mgを主成分とする pEDが存在する then

9: r←Spoly(p)を Gで regular簡約した余り

10: if r =J O then 

11: S(r)←s; D←DU (Gとrから作った擬正則 sペア）； G←GU {r} 

12: else 

13: S←Su {s} 

14: end if 

15: end if 

16: end if 

17: D←D ¥ {q ED  I S(q) = s}; Sprev← s 

18: end while 

19: return G 

命題 23

アルゴリズム 1の 17行目において， Gは s以下eグレブナー基底である．

証明 whileループの 4行目において Gが Bprev以下 G グレブナー基底ならば， 5行目において Gは定

理 21より s未満 G グレブナー基底である．このとき，定理 19より 17行目における Gは s以下 G-グレ
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ブナー某底である．注意 3よりループに最初に入った時点で Gは sprev以下 Gグレブナー基底だから，数

学的帰納法により定理の主張が成立する． I 

補題 24

アルゴリズム 1において， Gに追加される rは原始的である．

証明ある rが原始的でないとすれば， Gが s未満 Gグレブナー拮底であることから gE G, m EM  

(mヂ1)が存在して LM(r)= LM(mg), S(r) = mS(g)が成り立つ． rの計算において mgERなので， R

中で LM(mg)が最小で，かつ LM(mg)をregular6詞約する Gの元が存在しなかったことになる．これ

は mgを主成分とするペア pが存在することに反する． I 

定理 25

加群単項式順序ぺが単項式順序＜と compatibleのときアルゴリズム 1は停止して Gグレブナー基底を

出力する．

証明 D=0となったとき，定理 21により Gは任意の S1 に対し S1以下 Gグレブナー基底となる．す

なわち Gは Gグレブナー埜底である．停止性を示す．命題 24より Gに追加される元は全て原始的であ

り， signatureは相異なる． compatibilityと系 14よりこのような元は有限個しか生成されないよって，新

たに Dに追加されるペアは有限個でありアルゴリズムは停止する．

＇ 
5 Risa/Asirでの実装

アルゴリズム 1の Risa/Asir上への実装は，既存の Buchbergerアルゴリズムの実装である dp系， nd系

関数の関数を流用した具体的には， ndの多項式データ型に signatureを追加し， signature自体は実装を

簡略化するため dpの単項式データ型を用いた加群項順序としては Schreyer順序：

te; --< se1⇔ tLM(f』<sLM(f3)または (tLM(f』=sLM(fりかつ i< j) 

および POT順序：

te; --< se1⇔ i<jまたは (i= jかつ t< s) 

のみを実装した． SBAを実行する関数は nd_sba(Base,Vars,P,Drdloptions)で， P=0の場合有理数体

上， Pが 229未満の素数の場合有限体 lFp上での計算を行う計算を制御するオプション optionsとしては

top (1のとき先頭項に対してのみ簡約を行い， 0のとき簡約できる項がなくなるまで簡約する；デフォルト

は0),sba_pot (1のとき POT順序， 0のとき Schreyer順序；デフォルトは 0)などがある．以下の計算機

実験は， Macmini(2018)上の asir20201215で行った計算時間の単位は秒である．今回は Buchberger

アルゴリズムとの挙動の違いや処理する Sペアの個数や Sペア消去の効き方を見るために，よく知られたベ

ンチマーク問題に対して有限体 lF32003上でのみ実験を行った

5.1 計算時間の比較

表 1で， full,topは nd_sbaをそれぞれ top=0, top= 1で実行した結果で， buchは Risa/Asirの

Buchbergerアルゴリズム実装である nd_grを実行した結果である． Singularは， Singul紅 [9]の SBA実

装である sbaを， Schreyer順序と，ある rewriteorderで実行する sba(i,0,1)という引数で呼び出した結

果である． Singularについては，より以前から SBAの一種である rewriteb邸 isアルゴリズム [4]を実装し
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full top buch Singular full top buch Singular 

f855 3.7 7.2 0.74 7.7 eco11 4.1 6.6 15 9.5 

filter9 6.7 9.2 0.08 6.9 eco12 39 59 130 99 

hairer2 140 36 0.87 28 redeco11 1.2 1.8 4.2 1.2 

cyclic? 0.84 0.50 0.98 0.53 redeco12 8.4 12 36 8.8 

cyclic8 47 25 28 26 reimer6 8.0 9.9 2.5 5.1 

extcyc6 4.1 3.2 2.2 2.4 reimer7 1900 4400 540 780 

extcyc7 880 640 460 310 katsura10 7.3 19 62 11 

noon8 2.0 0.43 4.2 1.2 katsura11 62 150 610 97 

noon9 31 3.9 57 14 katsura12 550 1400 5900 870 

表 1:SBAとBuchbergerアルゴリズムの計算時間

ていて効率化の努力も行なっていると考えられるので，今回の我々の実装での結果と比較して極端な差がな

いか確認するために結果を追加した

llisa/Asirにおける Buchbergerアルゴリズム実装との比較は，ここでの例だけでは優劣の判断は難しい

が， noon,eco, redeco,katsuraのように大きく裔速化したものもあるまた， Singularの sbaとの比較を

見ると， Asirの SBAにおける top簡約の結果と Singularの結果が比較的近いように見えるまた，それら

の間には大きな差はないようである．

表 2は， SBAとBuchbergerアルゴリズムにおける総簡約回数および0簡約回数の比較である． NFは総簡

約回数 zはその内の 0簡約回数で，冗長は， Buchbergerアルゴリズムでは現れない，先頭項が生成済みの且

底の先頭項で割り切れるような基底の個数を表す．全般的には， 0簡約回数が SBAにおいて Buchbergerアル

ゴリズムより減っている．しかし，総簡約回数が増えている例がいくつかあるこれらの例では， Buchberger

アルゴリズムでは 0簡約される，あるいは冗長と判断される基底が生成されていることがわかるこのよう

な例，特に reimer7などでは，冗長基底のために計算時間が多くかかっていると考えられる．一方で，総簡

約回数も冗長基底も少ない例，特に katsura12などでは計算時間が大幅に短縮されている．

5.2 計算の詳細の比較

表3は， SBAにおける，各sペア消去判定基準で消去されたSペアの個数の内訳で， syzはsyzygycriterion 

（命題22)で， sigは，処理済みSペアと同一 signatureを捨てる criterionで， lmは， signaturesの処理にお

いて， s= mS(g)となる mgのうち先頭項が最小の mgが主成分の Sペアが存在しない場合に， signature

sの Sペアを捨てる criterion（定理 19)でそれぞれ捨てられた Sペアの個数を表す．表によれば， syzygy

criterionが最も多<sペア消去に寄与することがわかる．一方で定理 19による Sペア消去は，数は少ない

ものの重要であるこれを外すと， singular簡約で 0になるはずの基底が生成され，それから余分な Sペア

が多数生成されることになる．

6 おわりに

ここで行った実験は，有限体上の計算のみであり， SBAとBuchbergerアルゴリズム，あるいは凡アル

ゴリズムなどとの計算効率の比較をより深く行うには，有理数体上での計算も必要である．またここでは加

群項順序として Schreyer順序のみを用いたが， POT順序を含むより多くの種類の項順序での比較も行う必

要がある特に， POT順序での計算は，（fl)，〈f1,f分．．．に対するグレブナー括底を逐次的に計算すること
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SBA Buchberger 

NF z 冗長 NF z 
syz sig lm 

f855 1026836 43979 1939 
f855 2429 949 1072 1881 1522 

filter9 5596949 104061 7406 
filter9 4792 1385 2767 2518 1863 

hairer2 2680 430 2005 986 714 
hairer2 2447165 55313 9553 

cyclic8 4359 720 2501 5925 4468 

extcyc7 12879 1468 8436 17175 14076 

cyclic8 6199422 160870 7947 

extcyc7 62134296 1052454 18462 

noon9 6706533 129642 221 
noon9 4416 682 61 29182 25509 

eco12 1428487 229438 3115 
eco12 3452 1524 895 7199 6320 

redeco12 236162 171048 382 
redeco12 2036 1013 

゜
8204 7181 

reimer7 38848413 1326332 12659 
reimer7 10468 1299 7160 3266 1907 

katsura12 1813535 207680 

゜katsura12 3364 1247 37 21763 19683 

表 2:簡約回数， 0簡約回数の比較
表 3:Sペア消去の内訳

になり， 0簡約が一つも生じないような例も報告されているしかし，残念ながら Risa/Asir上の実装では

まだそういう例は見つからず，実装にまだ未熟な点がありそうである．他に，予備的実験で，全次数逆辞書式

でない項順序では，アルゴリズムが停止するまで Buchbergerアルゴリズムと比べて長時間かかる場合も観

測された項順序と加群項順序が compatibleでない場合のアルゴリズムの停止性も，全次数逆辞書式でな

い項順序での Gグレブナー雄底計算を行う上で重要ではないかと考えている．
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