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代数体の様々な分岐条件付き副 p拡大について — 概説
On various pro-p-extensions of number fields with

restricted ramification — a survey

By

水澤　靖 ∗

Yasushi Mizusawa

Abstract

This is a survey article of several topics on pro-p-extensions of number fields with restricted

ramification, particularly concerning explicit presentations of various pro-p Galois groups by

generators and relations.

§ 1. 序

素数 pに対して、ガロア群が副 p群であるガロア拡大を副 p拡大といい、有限次副 p拡
大を p拡大という．代数体の副 p拡大の魅力のひとつは、副 p群の扱いやすさによって、
高次や無限次の様子が比較的捉えやすいことではないかと思う．この概説論文では、その
魅力が感じられるような話題を幾つか選び、著者による結果も交えて、その進展について
概観したい．
代数体（有理数体Qの有限次拡大）kの素点からなる有限集合 Sと、kの代数拡大Kに

対して、K の最大 S 外不分岐副 p拡大をKS で表し、GS(K) = Gal(KS/K)とおく．こ
こでは kの副 p拡大の部分拡大のみを扱うため、kの如何なる副 p拡大でも分岐しない素
点 ([25, §11.2])は、最初から Sに含めなくてよい．そこで、Sには次の 2条件を仮定する．

• 有限素点 v ∈ Sが p上の素イデアルでないならば、整数環Ok の素イデアル vによる
剰余環 Ok/vの位数は |Ok/v| ≡ 1 (mod p)をみたす．
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• S が無限素点 vを含むならば、p = 2かつ vは実素点である．

副 pガロア群 GS(k)の閉部分群 H の固定体をK = (kS)
H とすると、H = GS(K)で

ある．特にH が開部分群のとき、その最大不分岐副 pアーベル商の型がわかれば、それ
と同型な、K のイデアル類群の p-Sylow部分群 A(K)の型もわかることになる．このよ
うに、GS(k)の副 p群としての構造（特に ‘群表示’）が興味の対象となる．
副 p群Gの閉部分群Hに対して、{hp |h ∈ H}を含む最小の閉部分群をHpで表す．閉部

分群H1,H2に対して、H1∪H2を含む最小の閉部分群をH1H2で表し、{h−1
1 h−1

2 h1h2 |h1 ∈
H1, h2 ∈ H2}を含む最小の閉部分群を [H1,H2]で表す．Fp係数 1次コホモロジーの次元
(‘generator rank’)

d1 = d1(G) = dimFp
H1(G,Fp) = dimFp

(G/Gp[G,G])∨

が有限であるとき、Gは副 p群として有限生成である．（∨は Pontryagin双対を表す．）こ
のことは、次の定理から従う (e.g., [7, Prop.1.9, Prop.1.13])．

定理 1.1 (Burnsideの基定理). d1 = d1(G)が有限で、{giGp[G,G]}1≤i≤d1 が Fp ベ
クトル空間 G/Gp[G,G]の基底ならば、{gi}1≤i≤d1

は Gの最小生成系である．特に、階
数 d1 の自由副 p群 F = 〈{xi}1≤i≤d1

〉pro-p から Gへの準同型 π : F ↠ G : xi 7→ gi は全
射である．

この副 p群の定理の応用例として、次の基本的な定理 (e.g., [15])の別証明が導かれる．
p進整数環 Zp はしばしば加法群（階数 1の自由副 p群）とみなす．

定理 1.2 (Weber,岩澤). Qの円分 Zp拡大Qcycの任意の有限次部分拡大の類数は p

と素である．

証明. G = G{p}(Q) = Gal(Q{p}/Q)とおく．Kronecker-Weberの定理から、[G,G]の
固定体は Qcyc であり、全射準同型 G ↠ G/[G,G] ' Zp が存在する．d1 = 1ゆえ、定理
1.1から、全射準同型Zp ↠ Gが存在する．よってG ' Zpであり、特にQcyc = Q{p}であ
る．Q{p}の最大性から、Qcyc上には非自明な（p外）不分岐 p拡大は存在しない．Qcyc/Q
は pで完全分岐するので、主張を得る．

定理 1.1の全射準同型 πの核を R = Kerπとするとき、同型 G ' F/R（またはそれを
与える短完全列）を Gの副 p群としての（最小）群表示という．Rが {rj}j を含む最小の
F の閉正規部分群であるとき、群表示は G ' 〈{xi}1≤i≤d1

| {rj}j〉pro-p または

G ' 〈x1, . . . , xd1
| . . . , rj , . . . 〉pro-p

とも表される．2次コホモロジーの次元 (‘relation rank’)

d2 = d2(G) = dimFp H
2(G,Fp) = dimFp(R/Rp[F,R])∨

□ 
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が有限ならば、Gは副 p群として有限表示される．実際、{rjRp[F,R]}1≤j≤d2
が Fpベク

トル空間 R/Rp[F,R]の基底であるとき、Rは {rj}1≤j≤d2 を含む最小の F の閉正規部分
群である (e.g., [44, III§9])．Shafarevich [55]は、GS(k)が有限表示副 p群であることを
示すとともに、d2 = d2(GS(k))の上限と d1 = d1(GS(k))の明示公式を与えた．それでも
関係式 {rj}1≤j≤d2

を完全に記述することは一般には難しいが、特に k = Qの場合には、
Fröhlichと Kochによる次の定理がある (e.g., [25])．Qの無限素点を∞で表す．

定理 1.3 (Fröhlich, Koch). k = Qとする．素数からなる有限集合 S∗ ⊂ {p} ∪ {1 +
pz | 0 ≤ z ∈ Z}に対して、p = 2 6∈ S∗ならば素点 v ∈ {∞} ∪ {3 + 4z | 0 ≤ z ∈ Z} \ S∗を
ひとつ選んで S = S∗ ∪ {v}とし、その他の場合は S = S∗ とする．このとき

d1(GS(Q))− d2(GS(Q)) = |S ∩ {p}| ∈ {0, 1}

であり、GS(Q)は群表示

GS(Q) ' F/R = 〈{xℓ}ℓ∈S∗ | {xℓ
ℓyℓx

−1
ℓ y−1

ℓ }ℓ∈S∗\{p}〉pro-p

を持つ．この xℓRと yℓRは、それぞれ `上素点の惰性群の元とフロベニウスに対応する．
（yℓ は {xℓ}ℓ∈S∗ で生成される自由副 p群 F の元である．）

この種の群表示は ‘Koch型’と呼ばれる．絡み目群のMilnor型群表示の類似として捉
えられ、森下 [40, 41]らの研究に見られるように、数論的トポロジーの視点からも多くの
発展をもたらした．一方、この群表示の概形だけからは判断できないが、p ∈ Sか否かで
GS(Q)の構造は大きく異なる．Labute [26]は、p 6∈ SかつGS(Q)がmild副 p群 1（特に
コホモロジー次元が 2）である Sの存在を初めて示した．その副 p群のmildnessの判定法
は、Schmidt [53, Th.5.5]らによって一般化されている ([18, ‘cup-product criterion’])．
次節以降では、このKoch型群表示にまつわる幾つかの話題について、p上素点の分岐

がない場合 (§2)とある場合 (§3)に分けて概観する．

§ 2. p上不分岐な場合

代数体 k の p上素点（素イデアル）全体の集合を P とし、以下では S ∩ P = ∅と仮定
する．このとき、GS(k)は fab副 p群である．副 p群 Gが fabであるとは、任意の開部
分群H ⊂ Gの副 pアーベル商Hab = H/[H,H]が有限であることをいう．実際に開部分
群H ⊂ GS(k)に対して、K = (kS)

H の因子
∏

v∈S vを法とした射類群の p-Sylow部分群
AS(K)は、Hab と同型である．
副 p群 Gに対して、交換子群列 {G(n)}0≤n∈Zが G(0) = G, G(n+1) = [G(n), G(n)]で定

まる．特にG = G∅(k)に対して、対応する kの不分岐 p拡大の列 {(k∅)G
(n)}0≤n∈Zは kの

p-類体塔と呼ばれ、Golodと Shafarevichによって、無限列になり得ること、即ち G∅(k)

が無限群である pと k の存在が示された．それを導いた群論的結果は、現在では次のよ
うに一般化されている (e.g., [7, Th.D1])．

1F の次数付き Lie 環化の中で R が ‘強い独立性’ を持つ副 p 群 G ≃ F/R として定義される．
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命題 2.1 (Golod-Shafarevich不等式). p進解析的副 p群Gに対して、d1(G) ≥ 2な
らば、d2(G) ≥ 1

4d1(G)2 が成り立つ．（等号は d1(G) = 2, d2(G) = 1のときに限る．）

副 p群Gが p進解析的（p進 Lie群）であるための必要十分条件は、G ⊂ GLn(Zp)となる
nが存在することである (e.g., [7, Interlude A])．特に、有限 p群は p進解析的である．こ
の不等式をG∅(k)に適用すると、イデアル類群の p-階数 d1(G∅(k)) = dimFp A(k)/A(k)p

が単数群O×
k の p-階数に比べて十分に大きいならば、G∅(k)は p進解析的でないこと（特

に無限群であること）が導かれる．さらにG∅(k)だけでなくその商に関しても、より一般
に次のように予想されている (e.g., [44])．

予想 2.2 (Fontaine-Mazur). S ∩ P = ∅のとき、GS(k)は p進解析的副 p無限商を
持たない．即ち ([7, §8 Ex.7])、任意の nに対して、表現 ρ : GS(k)→ GLn(Qp)の像は有
限である．

このように、GS(k)として現れ得る副 p群が制限される一方で、次の定理が示されて
いる．

定理 2.3 (尾崎 [50]). 任意の有限 p群が G∅(k)として現れ得る．即ち任意の有限 p

群 Gに対して、G∅(k) ' Gである代数体 kが存在する．

他方、O×
k の p-階数（または拡大次数 [k : Q]）を指定すると、Golod-Shafarevich不等式

から、G∅(k)として現れ得る有限 p群Gの d1(G)も制限される．そのためGS(k)が有限
p群になる場合に限っても、次の問題が考えられてきた．

問題 2.4. 与えられた kと S に対して、GS(k)の同型類を決定せよ．

この問題には、「指数の小さな開部分群のアーベル商から、元の副 p群を特定する」と
いう方法が、類体塔の研究が始まった頃からもよく使われてきた ([58] etc.)．GS(k)に適
用すると、「低次の拡大から、未だ見ぬ（具体的に構成されていない）高次の拡大の様子が
わかる」ことになる．現在でも、次の命題に基づいた多くの結果がある．

命題 2.5 (e.g., [23, 58]). 副 2群 Gに対して、Gabが [2, 2]型アーベル群であるため
の必要十分条件は、Gが次のいずれかと同型であることである： Klein四元群 [2, 2], 位
数 2n ≥ 23 の二面体群 D2n , 副 2無限二面体群 D2∞ , 四元数群 Q8, 位数 2n ≥ 24 の一般
四元数群 Q2n , 位数 2n ≥ 24 の準二面体群 SD2n .

2-類体塔のガロア群 G∅(k)に適用すると、もし A(k) ' [2, 2]ならば、G∅(k)は上のい
ずれかの有限 2-群と同型であることになる．Kisilevsky [23]は、k の不分岐 2次拡大 K

でのイデアルの単項化の様子と A(K)から、その同型類を特定できることを示した．
以下で述べるO’Brien [46]の p群生成アルゴリズムの応用は、この種の方法が発展した

ものである．副 p群 Gに対して、p-降中心列 {Pn(G)}0≤n∈Z が P0(G) = G, Pn+1(G) =

Pn(G)p[Pn(G), G]で定まる．副 p群の扱いやすさのひとつとして、
⋂∞

n=0 Pn(G) = {1}
である．そのため G が有限生成ならば、p-降中心列は 1 ∈ G の開近傍系をなす ([44,

Prop.3.8.2])．有限 p群Gに対して、min{0 ≤ n ∈ Z |Pn(G) ' 1}をGの p-classという．

-
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定理 2.6 (O’Brien [46]). 次のようなアルゴリズムが存在する．

入力：p-classが iである有限 p群 Gi

出力：p-classが i+1かつGi+1/Pi(Gi+1) ' Giである有限 p群Gi+1の同型類すべて

このアルゴリズムは GAP [17]にも ANUPQ package [16]として実装されている．初
等アーベル p群 G1 = (Z/pZ)dから始めて帰納的に適用すれば、d1(G) = dである有限 p

群 Gすべての同型類のリストを構成してゆくことができる．Bostonと Leedham-Green

は、このアルゴリズムを初めて問題 2.4に応用した ([3])．2-類体塔の長さ min{0 ≤ n ∈
Z |G∅(k)

(n) ' 1}が 3である虚 2次体 kを初めて発見した Bush [5]の結果など、追随す
る多くの結果 ([4, 6, 8, 28, 45, 57] etc.)があるが、ここでは次の定理を例として挙げる．

定理 2.7 ([34]). p = 2, k = Qとし、素数 `, q, rは次をみたすとする： ` ≡ 5 (mod 8),

q ≡ r ≡ 3 (mod 4), (qr)(ℓ−1)/4 ≡ 1 (mod `), |A(Q(
√
`qr))| = 4. このとき S = {`, q, r}

に対して、GS(Q)は位数 512, 交換子群列の長さ 3, p-class 6の有限 2群であり、抽象群
としての群表示

GS(Q) ' 〈 a, b | a4b−2a−1b2a, b2a−1b−1aba−1b−1a−1ba6 〉

を持つ．（この群の同型類の代表を G+
6 で表す．）

証明は、[3]およびその拡張である Eick-Koch [8]の結果と同じ方針である．次の捕題に
よって、GS(Q)の商になり得る有限 2群だけを、p群生成アルゴリズムで構成してゆく．

補題 2.8 ([3] etc.). 定理 1.3の状況において p 6∈ S とし、QS の pn 次部分アーベル
拡大K/Q全体の集合を Knとする．p-classが 2以上の有限 p群Gに対して、G/H が位
数 pnのアーベル群であるようなGの正規部分群H 全体の集合をHnとする．このとき、
d1(G) = d1(GS(Q))かつ Gが GS(Q)の商と同型ならば、以下が成り立つ．

In. 次をみたす単射ϕn : Hn ↪→ Knが存在する： K = ϕn(H)ならば、G/H ' Gal(K/Q)

であり、かつHab は AS(K)の商と同型．

II. Gは次のような生成系 {xℓ}ℓ∈S∗を持つ： x
1+|Zp/(ℓ−1)Zp|
ℓ yℓx

−1
ℓ y−1

ℓ = 1をみたす yℓ ∈ G

が各 ` ∈ S∗ に対して存在する．

III. Gの p-multiplicator階数 µ(G) = dimFp H2(G,Fp)と ‘nuclear’階数 ν(G) (e.g., [46])

は、不等式 µ(G)− ν(G) ≤ d1(GS(Q))をみたす．

II, IIIは定理 1.3から導かれ、特に IIIの不等式は、d1(GS(Q)) = d2(GS(Q))であることか
ら導かれる ([3, Lemma])．Gi+1が Inをみたすならば、その商であるGi ' Gi+1/Pi(Gi+1)

も In をみたす．定理 2.7 の実際の証明のステップは、以下のとおりである．（計算には
[9, 16, 17]を用いた．）

--
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i. 各K ∈
⋃

n≤2Kn に対して、次の完全列を用いて AS(K)の型を計算しておく．

O×
K

// ∏
v∈S(OK/v)× ⊗ Z2

// AS(K) // A(K) // 0

ii. G1 = [2, 2]とおく．p-class i ≥ 2に関して帰納的に、I0, I1, I2, II, III をみたす有限 2

群 Giを構成してゆく．すると、そのような p-class 7の有限 2群 G7は存在しなかっ
た．2

iii. 得られた p-class i ≤ 6の有限 2群 Gi のうち、d1(Gi) = d2(Gi)をみたすものは、よ
く似た 2つの群 G+

6 , G
−
6 のみであった．GS(Q) ' G+

6 または GS(Q) ' G−
6 である．

iv. GS(Q) ' G+
6 なら Uab ' [2, 2, 4], GS(Q) ' G−

6 なら Uab ' [4, 4] であるような指数
8の部分群 U ⊂ GS(Q)が存在する．S 上素点の分岐と分解の様子から、K = (QS)

U

が特定でき、AS(K) 6' [4, 4]であることがわかる．よって GS(Q) ' G+
6 である．

v. G+
6 の polycyclic群としての関係式を G−

6 のそれと比較したところ、異なる箇所は 2

本だけであった．その 2本だけを関係式とする階数 2の自由群の商を構成してみた
ら、副 2完備化せずとも G+

6 と同型であった．
3

この証明の要点は、有限 p群を構成してゆく際に、条件 In, II, III をみたさないものを
省いてゆくことである．特に II, IIIの条件を課すことによって、残る候補が少数に絞られ
る．Boston [2]が ‘NT群’と呼んでいるように、Koch型群表示はGS(Q)の構造を強く特
徴付けていると考えられる．

§ 3. p上（円分的）分岐する場合

前節と同じく S ∩ P = ∅であるとし、Σ = S ∪ P とおく．Σ = P のとき、GΣ(k)は自
由副 p群や中心自明 (center-free)副 p群にもなり得る (e.g., [11, 60, 61])．Σ 6= P であっ
ても、例えば p 6= 2かつ k = Qのとき、GΣ(Q)の閉部分群 GΣ(Qcyc)は有限生成自由副
p群である ([44, Cor.10.5.7])．このように GΣ(k)の構造は、fab副 p群 GS(k)よりも比
較的捉えやすい．
この捉えやすさの由来のひとつは、kΣ が kの円分 Zp拡大 kcyc = kQcycを含むことで

あると考えられる．すると、そのような最も堅い分岐条件を持つ副 p拡大、即ち p上円分
的分岐 (‘cyclotomically ramified at p’)かつΣ外不分岐な最大副 p拡大 (kcyc)S/kのガロ
ア群

G̃S(k) = Gal((kcyc)S/k)

が興味の対象となる．実際、G = G̃S(k)の閉部分群H = GS(k
cyc)のアーベル商Hab '

lim←−AS(kn) が S 分岐岩澤加群であり、Γ = G/H ' Gal(kcyc/k) が作用する．kn/k は

2もし GS(Q) が無限群だったなら、このステップは永遠に終了しない．
3もし G−

6 が候補に残っていなかったら、G+
6 の抽象群表示の発見は困難であった．
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kcyc/kの pn次部分拡大を表し、lim←−はノルム写像による射影極限である．S = ∅のとき、
岩澤類数公式 (e.g., [15])や次の定理 3.1は、副 p群G/[H,H]の構造、即ちHabのZp[[Γ ]]

加群構造から導かれていた．

定理 3.1 (福田 [14]). kcyc/kで任意の分岐素点が完全分岐し、かつ |A(k)| = |A(k1)|
ならば、すべての n ≥ 0に対してA(kn) ' A(k)であり、特にG∅(k

cyc)ab ' A(k)である．

この定理は、「低次の拡大から高次（無限次）の拡大の様子がわかる」例でもあり、円分
でない Zp 拡大でも同様に成立する．特に円分 Zp 拡大の場合には、以下のような予想が
ある (e.g., [15] etc.)．

予想 3.2 (岩澤). d1(GS(k
cyc))は有限（即ち、GS(k

cyc)は有限生成副 p群）．

予想 3.3 (Greenberg [20]). kが総実ならば、|G∅(k
cyc)ab|は有限．

すべての総実な kに対する予想 3.3は、G∅(k
cyc)が fab副 p群であることも導く (e.g.,

[31, Prop.1])．円分 Zp 拡大 kcyc/k で完全分解する有限素点は存在しないため、すべて
の k に対する予想 3.2 は、S = ∅ の場合に帰着される．4 特に、k/Q がアーベル拡大な
らば予想 3.2 は肯定的である (Ferrero-Washington [10])．その予想 3.2 が肯定的である
とき、Hab だけでなく、H = GS(k

cyc) ' lim←−GS(kn) そのものを ‘副 p-Γ 作用素群’([44,

Def.4.3.8])として扱うことによって、次の非アーベル岩澤公式が導かれる．この lim←−は制
限写像による射影極限である．副 p群Gに対して、降中心列 {Ci(G)}0≤i∈ZがC0(G) = G,

Ci+1(G) = [Ci(G), G]で定まる．

定理 3.4 (尾崎 [49]). d1(GS(k
cyc))が有限ならば、各 1 ≤ i ∈ Zに対して、

|GS(kn)/Ci(GS(kn))| = pλi,S(kcyc/k)n+νi,S(kcyc/k) (∀n� 0)

であるような整数 λi,S(k
cyc/k), νi,S(k

cyc/k) が存在する．5

その GS(k
cyc)の構造に関しても、次の問題が提起されている (cf. [48, 49] etc.)．

問題 3.5. d2(GS(k
cyc))は有限か？ （即ち、GS(k

cyc)は有限表示副 p群か？）

この問の答えが肯定的ならば、GS(k
cyc)の構造の捉えやすさも期待できるが、その一

方で、次の問題も提起（現在では予想）され、‘一般 Greenberg予想’からの肯定的結果も
ある (e.g., [12])．

予想 3.6 (尾崎). d1(G∅(k
cyc)) ≥ 2ならば d2(G∅(k

cyc)) 6= 0（即ち、G∅(k
cyc)は非

可換自由副 p群でない）．

4全射 GS(k
cyc)ab → GS∩{v|∞}(k

cyc)ab の核は Zp 上有限生成である．S ∩ {v|∞} ̸= ∅ なら p = 2 であ
るが、(kcyc)S∩{v|∞} ⊂ (k(

√
−1)cyc)∅ ゆえ、

√
−1 ∈ k かつ S = ∅ である場合の予想 3.2 の主張から、√

−1 ̸∈ k である場合の予想 3.2 の主張が導かれる．
5[49]では S = ∅としているが、仮定 S ∩ P = ∅から GS(kn)は fab副 p群ゆえ、同じ議論で証明される．
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S 6= ∅でもGS(k
cyc)は非可換自由副 p群でないと予想されるが、より強く、階数 3以上

のDemuškin副 p群でもないことを予感させる結果もある ([21])．このようにGS(k
cyc)の

具体的な構造に関する結果も多々ある ([13, 22, 29, 30, 31, 33, 35, 37, 38, 42, 43, 47, 52, 56]

etc.) が、その中でも、G̃∅(k)の群表示まで明示した次の例がある．

定理 3.7 ([32]). p = 2とし、`1 ≡ 3 (mod 8), `2 ≡ 7 (mod 16)をみたす素数 `1, `2

に対して k = Q(
√
−`1`2)とおく．このとき、G∅(k

cyc)と G̃∅(k)はそれぞれ次の群表示を
持つ：

G∅(k
cyc) ' 〈 a, b, c | ab−1ab, a−2b−1c−1bc, a−1c−1ac 〉pro-2,

G̃∅(k) '
〈
a, b, γ

∣∣∣ ab−1ab, a−2b−1γb−1γ−1bγbγ−1, a−1γb−1γ−1bab−1γbγ−1,

a−1γ−1aγ, aC1b−C0(γb−1γ−1b)C1b−1γbγb−1γ−1bγ−1

〉pro-2
.

このC0, C1 ∈ 2Z2は不分岐岩澤加群X = G∅(k
cyc)abの岩澤多項式∆(T ) = T 2+C1T+C0

の係数であり、包含 G∅(k
cyc) ⊂ G̃∅(k)は c 7→ b−1γbγ−1 で与えられる．

この群表示の例は Koch 型からは遠いが、Salle [51] は一般に、G̃S(k) が有限表示副
p群であることを d1(G̃S(k)), d2(G̃S(k))の Shafarevich型公式とともに示した．Golod-

Shafarevich不等式と合わせると、|Σ|が単数群 O×
k の p-階数に比べて十分に大きいなら

ば、G̃S(k)もGS(k
cyc)も p進解析的でないことが導かれる ([1, Cor.3.11], [36, Cor.2.7])．

さらに Blondeau, Lebacque, Maire [1]は cup-product criterionを用いて、G̃S(k)がmild

副 p群（特にコホモロジー次元が 2）である例も与えた．これらの結果に追随して、G̃S(k)

の Koch型群表示も得られており、特に k = Qのとき次の定理が成り立つ．

定理 3.8 ([36]). k = Q とし、`0 = p, 1 ≤ d ∈ Z, ∞ 6∈ S∗ = {`1, . . . , `d} 6= ∅
とする．p 6= 2 ならば S = S∗ とし、p = 2 ならば S = S∗ ∪ {∞} とする．このとき
d1(G̃S(Q)) = d+ 1であり、G̃S(Q)は群表示

G̃S(Q) ' F/R = 〈x0, x1, . . . , xd |x0y0x
−1
0 y−1

0 , xℓ1
1 y1x

−1
1 y−1

1 , . . . , xℓd
d ydx

−1
d y−1

d 〉
pro-p

を持つ．この xiRと yiRは、それぞれ `i上素点の惰性群の元とフロベニウスに対応する．

定理 1.3の群表示がそうであった ([25, 40, 41] etc.)ように、この定理 3.8の群表示も、
素数の絡み数（まつわり数, linking number）lij を用いて

yi ≡
∏d

j=0 x
lij
j mod [F, F ](3.1)

であるように定めることができる．その lij は次のように定義される： 各 j 6= 0に対して
素数 `j の原始根 αj を固定し、p = 2なら α0 = 5−1, p 6= 2なら α0 = (1 + p)−1 とおく．
i 6= j 6= 0なら、lij は `−1

i ≡ α
lij
j mod `j かつ 0 ≤ lij < `j − 1をみたす離散対数であ

る．i 6= j = 0なら、lij は p進対数を用いて li0 = logp(`
−1
i )/ logp(α0) ∈ Zp で定義する．

i = j のときは lij = 0とする．このとき xi, yi は、mod[F, F ]でイデールとしての αi, `i

に対応するように定めることになる ([36, §3.2])．

----
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S外不分岐アーベル p拡大K/Qに対して、G∅(K)はGS(Q)の部分商であり、G∅(K
cyc)

は G̃S(Q)の部分商である．[K : Q] = pのとき、Fröhlichと Kochは G∅(K)の群表示を
GS(Q)の Koch型群表示から導いた．その方法 ([24, 25, 59])に倣うと、以下のような応
用が得られる．まず、次の定理の別証明が得られる ([39])．そこに現れる条件 (3.2)は、
GS(Q)や G̃S(Q) がmild副 p群となる十分条件 (‘circular set’, e.g., [27])の一部に似通っ
ている．

定理 3.9 (山本 [62, 63]). 定理 3.8と (3.1)の状況で、`0 = p 6= 2, S = {`1, `2}とし、
唯一の S外不分岐 p2次基本アーベル拡大をK/Qとする．このとき、G∅(K

cyc) ' 1であ
るための必要十分条件は、絡み数が

l01l12l20 6≡ l02l21l10 (mod p)(3.2)

をみたすことである．

p = 2のときは、定理 1.3の群表示でもそうである ([40, 41])ように、yi mod [[F, F ], F ]

を記述することで、G̃S(Q)やその部分商G{∞}(K
cyc)を詳しく調べることができる．実際、

yi ≡ xlid
d · · ·x

li1
1 xli0

0

∏
a<b(xaxbx

−1
a x−1

b )ciab mod [[F, F ], F ](3.3)

と表したとき、lab ≡ lba ≡ lia ≡ lib ≡ 0 (mod 2) である a, b について、(−1)ciab =

[`a, `b, `i] = ±1はRédei記号である (e.g., [36, Prop.3.7])．`j ≡ 3 (mod 4)なら `∗j = −`j
とし、そうでないなら `∗j = `j とする．Q(

√
`∗a`

∗
b)上唯一の∞外不分岐 4次巡回拡大 La,b

は Q上D8 拡大であり、Rédei拡大と呼ばれる．このとき [`a, `b, `i] = 1であるための必
要十分条件は、`i上の素点が La,b/Q(

√
`∗a`

∗
b)で完全分解することである．Rédei記号は、

特別な場合には 4冪剰余記号で記述できるため、副 p Fox微分 (e.g., [41])の計算と合わ
せることによって、次の系が得られる．平方剰余記号が

(
z
ℓ

)
= 1である z と素数 ` ≡ 1

(mod 4)に対して、4冪剰余記号は
(
z
ℓ

)
4
= ±1 ≡ z(ℓ−1)/4 (mod `) で定まる．

系 3.10 ([36]). 定理 3.8と (3.1), (3.3)の状況で、`0 = p = 2, S = {`1, `2,∞} と
し、K = Q(

√
`∗1`

∗
2)とする．このとき、γ = (x0R)|Kcyc のX = G{∞}(K

cyc)ab への作用
に関する monicな特性多項式（岩澤多項式）∆(T ) = det(1 + T − γ |X ⊗ Qp) ≡ T deg∆

(mod p) について、以下が成り立つ：

• `1 ≡ 9 (mod 16), `2 ≡ 3 (mod 8),
(
ℓ2
ℓ1

)
= 1 ならば、c012 + c201 ≡ 1

2

(
1 +

(
2
ℓ1

)
4

)
(mod 2)かつ∆(T ) ≡ T 2 +

(
1 +

(
2
ℓ1

)
4

)
T + 2

(
1−

(
ℓ2
ℓ1

)
4

)
(mod 4Z2T + 8Z2).

• `1 ≡ 7 (mod 16), `2 ≡ 5 (mod 8),
(
ℓ1
ℓ2

)
= 1 ならば、c012 + c201 ≡ 0 (mod 2)かつ

∆(T ) ≡ T 2 + 2
(
1−

(−ℓ1
ℓ2

)
4

)
(mod 4Z2T + 8Z2).

さらに、次が成り立つ：

• `1 ≡ 7 (mod 16), `2 ≡ 3 (mod 8) ならば、G{∞}(K
cyc) ' D2∞ であり、

G̃{∞}(K) ' 〈 a, b | b2, b−1a−1ba−1b−1aba 〉pro-2.
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この系の証明において、lij mod 2と ciab を用いた∆(T )に関する公式が、副 p Fox微
分から得られる．その公式は上記の 3つの場合に共通であり、特に `∗1`

∗
2の正負に依らず、

lij や ciabはGreenberg予想（予想 3.3）に反しないように振舞っている．また、c012 + c201

に関する主張は、32次拡大L0,1L1,2/Qでの素数の分解法則のひとつを表している．Rédei

記号が定義されない状況で、岩澤理論から分解法則が記述された例である．
p 6= 2かつ kが虚 2次体のとき、G̃∅(k)の Koch型群表示から Gold [19]の定理の別証

明も得られる ([36, Th.4.2])．Koch型群表示には、他にも様々な応用が期待できる．

§ 4. 問題提起

p群生成アルゴリズムと補題 2.8のアイデアを用いた方法では、よく似た丁度 2つの同
型類の候補に辿り着くことが多い (e.g., [3, 5, 6] etc.)．その根拠も知りたいところである
が、次の問題は、その同型類の特定にも何らかの関わりがあるように思われる．

問題 4.1 (cf. [54, I§4.4, p.34]). 副 p群 G = GS(Q)は、d1(G)個の生成元と d2(G)

本の関係式で定義される抽象群の副 p完備化と同型か？ そのときGが有限 p群なら、副
p完備化せずとも同型か？

定理 2.7は、この問が肯定的な例である．その証明の最後のステップにおいて、G−
6 に

ついても関係式 2本の抽象群表示を試みたが、うまくいかなかった．p = 2のとき、次の
ような例もある ([17])：G{3,7,11}(Q) ' Q8 ' 〈 a, b | abab−1, baba−1 〉.
また、G̃S(k)を考えることで、Greenberg予想（予想 3.3）も Fontaine-Mazur予想（予

想 2.2）のような捉え方ができないか、という期待から、次の問題も考えられる．

問題 4.2. kは総実で、S = ∅とする．このとき G̃S(k)は、次元が 2以上の p進解析
的副 p商を持たないのではないか？ 即ち、任意の nに対して、表現 ρ̃ : G̃S(k)→ GLn(Qp)

の像の次元は高々 1であろうか？

この問題の主張が肯定的ならば、Greenberg予想も肯定的である．S 6= ∅のときには否
定的な例があるが、より一般に、G̃S(k)は何次元の p進解析的副 p商を持ち得るか？とい
う問題や、像の大きな表現 ρ̃を具体的に構成する問題も考えられる．
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